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Vorwort. 


Dieses  Buch  ist  aus  meinen  Yoriesungen  über  Elementar- 
physik an  der  hiesigen  Universität  entstanden  und,  was  In- 
halt und  Umfang  betrifft,  insbesondere  den  Bedürfhissen  der 
Studierenden  der  Medizin,  die  die  Mehrzahl  meiner  Zuhörer 
bildeten,  angepaßt;  was  darüber  hinausgeht,  ist  durch  kleineren 
Druck  von  dem  übrigen  unterschieden. 

Ich  habe  angenommen,  daß  der  Leser  experimentelle  Vor- 
lesungen hört  und,  wenn  möglich,  sich  an  praktischen  Übungen 
beteiligt.  Daher  rührt  es,  daß  ich  der  Beschreibung  von 
Instrumenten  und  Beobachtungsmethoden  nur  wenig  Platz  ein- 
geräumt habe.  Auch  habe  ich  die  historische  Entwicklung  der 
Physik  und  die  praktischen  Anwendungen  fast  nicht  berück- 
sichtigt; ich  unterließ  das  in  der  Voraussetzung,  daß  man 
Gelegenheit  habe,  sich  hierüber  in  irgend  einem  größeren 
Werke,  das  als  Nachschlagebuch  benutzt  wird,  Auskunft  zu 
verschaffen. 

Neues  bietet  das  Buch  wohl  kaum.  Indes  dürfte  in  einigen 
Kapiteln  die  Darstellung  von  der  in  anderen  Lehrbüchern 
ähnlicher  Art  befolgten  hinreichend  abweichen,  um,  obgleich  es 
deren  in  Deutschland  viele  vortreffliche  gibt,  das  Erscheinen 
einer  Übersetzung  zu  rechtfertigen. 

Für  die  große  auf  diese  verwendete  Sorgfalt  spreche  ich 
Herrn  Prof.  Siebert  meinen  herzlichsten  Dank  aus. 

Leiden,  Dezember  1905. 

H«  A.  Lorentz. 
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Mathematische  Einleitung. 


§  1.  Znsanunenfusimg  der  Ergebnisse  von  Messungen  in 
eine  Tabelle.  Bevor  wir  mit  dem  Gegenstande  dieses  Lehr- 
buches beginnen^  wollen  wir  einige  häufig  vorkommende  mathe- 
matische Betrachtungen  und  Methoden  besprechen.  Wir  gehen 
dabei  von  einem  einfechen  Beispiel  aus. 

Wenn  der  Wärmegrad  oder  die  Temperatur  eines  Körpers 
erhöht  oder  erniedrigt  wird,  so  erleidet  auch  der  Kaum,  den 
er  einnimmt,  eine  Änderung.  Wenn  man  diese  Erscheinung 
untersuchen  will^  so  muß  man  zunächst  ermitteln,  ob  bei  zwei 
Versuchen,  bei  denen  die  Temperatur  dieselbe  ist,  auch  für 
das  Volum  gleichgroße  Werte  gefunden  werden.  Dies  ist  wirk- 
lich der  Fall  und  die  Ergebnisse  der  bei  verschiedenen  Tempe- 
raturen ausgeführten  Messungen  können  nun  zu  einer  aus  zwei 
Kolumnen  bestehenden  Tabelle  zusammengestellt  werden.  In 
die  erste  Kolumne  werden  die  Temperaturen,  bei  denen  man 
beobachtet  hat,  eingetragen,  und  hinter  jeder  Temperatur  steht 
das  zugehörige  Volum. 

Auf  diese  Weise  hat  man  für  das  Wasser  die  folgende 
Tabelle  bekommen: 


Temperatur 

Volum 

Temperatur 

Volum 

0 

1 

11,2 

1,000251 

0,9 

0,999978 

12,7 

1,000352 

2,1 

0,999923 

15,0 

1,000706 

5,2 

0,999885 

17,4 

1,001057 

7,2 

0,999953 

19,2 

1,001419 

9,1 

1,000081 

Die  Temperaturen  sind  hier  in  Graden  nach  der  Skala 
von  Celsius  angegeben  und  als  Volumeinheit  ist  der  Baum 
gewählt,  den  die  untersuchte  Menge  Wasser  bei  0^  einnimmt 
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^in  >»>M^'i4rVJf»^  lad  .Mer  T'^mmncir  ^sjl  ifesmuniTg^ 
7Vn?¥k  *nr«»>r:<^c  mui  fad  ^ina  'fieses  3iir  ier  T^rnDtäarar 
^49^^^ ^   *%ilfi  .ttfwi.   lad   (an  Tiiom  -r*iii   i»^  r-imp»a=irar  wmmqti 

^if)***  f/i*^i^  •3r;f«(n^rhJkiri^«i  A*biccL»  ist  -in«  FTSLitioa  des 
7^fW4ifAyp^^M  4^  ,ti  ;Am  ^•thaltftnea  lten«ii  Alkoö*:!  and 
Wj»iiwA/.  W'^^siw^  kAn*  ftWtfi  d«i  Lofaridinnis  euer  7-*^'  eine 
f^  >r»i^^#/M  /fj^Mnr  J^äI-^I  ^T»t  und  den  3itttö  ein«  Winkel  setae 

f^/»rrA  ►'i76lrJü//t>  Ut,  UJcannt,  wenn  man  weiß,  welchen  Wert 
'h^    f;#^    j^/lAfr    \,i;\\^}/\^f^h   Wert   der   unabhängigen  Veränder- 
./a/)/<  h^kft,UhfM   Fnriktion   kann    durch   eine  Tabelle   dar- 
^/".\fts\\f   fft'ffU*.ft,    I;*4;  l'ti\f49lh  de»  vorigen  Paragraphen,  ebenso 
/!>'  l/'r^jiriM»/r»^,/»-  fir»/l  die  Hinu »tafeln  kr^nnen  als  Beispiele  dienen. 

^    ''      AlK»braUoh«  Baritelliing  einer  Funktion.     Wenn  a; 

^Jf<^  /^filr./|^(li/ Imi  Or^iB<?  i»t,  HO  iht  jeder  algebraische  oder 
^'/»f»M»friMh»M/',li<H  AuMlrwU,  in  welchem  :r  Yorkommty  z.  ß.  3x+5, 

''       <'    I   ^J,   \f^,  f<\  »in  :r,  tg  {ax  +  b),  eine  Funktion  von  ax 
llfil   riiiiM  (lin  WortM  niiH'r  Funktion  durch  Messungen  er- 

MiiHiK   mimI  /h  nliMT  Tahnllo  ziiHammengestellt,  so  liegt  es  nahe 

/(i   vMj'iH«  hon.  oh  Njrh  din  Funktion  durch  einen  Ausdruck  wie 

>lli*  Miiffohiliilnn  ihirNtnNon  liilit 

IMpm    wnllnn    wir    fOr   dio    in   S^    gegebenen   Werte   des 

N  mIimmm  oiiiiM'  ^\^^\^^^  WuHwor  zu  tun  versuchen.    Dabei  wollen 
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wir  uns  auf  das  Temperaturintervall  von  7,2^  bis  19,2*^  be- 
schränken. 

Der  gesuchte  Ausdruck  würde  am  einfachsten  werden, 
wenn  die  Ausdehnung  des  Wassers  für  aufeinander  folgende 
gleiche  Temperaturintervalle  gleich  groß  wäre.  Da  die  gesamte 
Volumvermehrung  durch  Erwärmung  von  7,2^  bis  19,2^  gleich 
0,001466  ist^  so  müßte  dann  die  Ausdehnung  für  jeden  Grad 

-5^^51151  =  0,0001222 

sein.    Bezeichnet  man  nun  eine  beliebige  Temperatur  zwischen 

7,2®  und  19,2®  mit  t  und  das  zugehörige  Volum  mit  v,  so  würde 

V  =  0,999953  +  0,0001222  (i  -  7,2) 

sein.     Das  erste  Glied  dieses  Ausdruckes  stellt  nämlich  das 
Volum  bei  7,2®  und  das  letzte  Glied  die  Ausdehnung  durch 
Erwärmung  von  7,2®  auf  <®  dar.^ 
Durch  Entwickelung  erhält  man 

V  =  0,9990732  +  0,0001222 1 (1) 

Da  diese  Formel  aus  einer  Annahme  abgeleitet  ist,  muß 
man  noch  untersuchen,  ob  sie  wirklich  die  Ergebnisse  der 
Beobachtung  darstellt.  Zu  diesem  Zwecke  setzt  man  in  der 
Gleichung  nacheinander  <  =  9,1;  11,2;  12,7;  15,0;  17,4  und 
vergleicht  die  Werte,  die  man  für  v  erhält,  mit  den  experi- 
mentell bestimmten.  Die  Ergebnisse  sind  in  der  folgenden 
Tabelle  in  einer  Weise  zusammengestellt,  die  keiner  weiteren 
Erläuterung  bedarf. 


Temperatur 

Volum 

Unterschied 

beobachtet 

berechnet 

beob.  —  ber 

7,2 

0,999953 

0,999953 

0 

9,1 

1,000081 

1,000185 

-104 

11,2 

1,000251 

1,000442 

-191 

12,7 

1,000352 

1,000625 

-273 

15,0 

1,000706 

1,000906 

-200 

17,4 

1,001057 

1,001199 

-142 

19,2 

1,001419 

1,001419 

0 

Die  einfache  Formel  (1)  stellt  also  offenbar  die  Beobachtungen 
sehr  mangelhaft  dar.  Man  hätte  sich  übrigens  auch  auf  andere 
Weise  davon  überzeugen  können,  daß  die  Annahme,  auf 
welcher  sie  beruht,  nicht  richtig  ist.     Wenn  man  von  dieser 
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Annahme  ausgeht,  kann  man  nämlich  ans  je  zwei  aufeinander 
folgenden  Beobachtungen  die  Yolumyermehrung  pro  Grad  Tempe- 
raturerhöhung ableiten.  Die  auf  diese  Weise  gefundenen  Zahlen 
müßten  einander  gleich  sein,  wenn  die  Annahme  richtig  wäre. 
In  Wirklichkeit  findet  man  jedoch,  daß  die  Zahlen  immer 
größer  werden.  Für  das  Temperaturintervall  von  7,2®  bis  9,1® 
findet  man  die  Zahl  0,00009,  für  das  Temperaturintervall  von 
17,4®  bis  19,2®  dagegen  die  Zahl  0,00020. 

Biermit  steht  im  Zusammenhang,  daß  die  vermittelst  der 
Formel  (1)  berechneten  Werte  sämtlich  zu  groß  sind.  Wendet 
man  z.  B.  die  Gleichung  auf  die  Temperatur  13,2®,  das  Mittel 
der  beiden  äußersten  Temperaturen  7,2®  und  19,2®  an,  so  findet 
man  für  das  Volum  einen  Wert,  der  ebenfalls  das  Mittel  der 
Werte  ist,  die  es  bei  7,2®  und  19,2®  hat  In  Wirklichkeit 
nimmt  aber  das 'Volum  von  7,2®  bis  13,2®  weniger  zu  als  von 
13,2®  bis  19,2®.  Es  liegt  daher  bei  13,2®  noch  unter  dem 
Mittel  zwischen  0,999953  und  1,001419. 

§  4.  Wir  wollen  nun  untersuchen,  ob  eine  Gleichung 
von  komplizierterer  Form  ein  besseres  Resultat  liefert  als  die 
Formel  (1).     Setzt  man 

V  =s  a  +  bt  +  et*, 

so  kann  man  die  Koeffizienten  a,  b  und  o  so  bestimmen,  daß 
das  Volum  für  drei  Temperaturen  die  durch  Messung  ge- 
fundenen Werte  annimmt  Soll  dies  z.  B.  für  7,2®,  12,7®  und 
19,2®  der  Fall  sein,  so  muß  den  Gleichungen 

a+    7,2b +  {  7,2)« c  =  0,999953, 

a+12,7b  +  (12,7)2  c  =  1,000352, 

a  +  19,2  &  +  (19,2)*c  =  1,001419 

genügt  werden,  d.  h.  es  muß  sein 

a  =  1,0001286;     ^>  =  ~  0,00007935;     o  =  0,000007633. 

Vergleichen  wir  nun  wieder  die  vermittelst  der  Formel, 
d.  h.  die  vermittelst  der  Gleichung 

V  =  1,0001286  -  0,00007935 1  +  0,000007633 1*      .     (2) 

berechneten  Werte  mit  den  beobachteten,   so  finden  wir  das 

Folgende: 
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npeiatai 

r                        Yolam 

Unterschied 

beobachtet 

berechnet 

beob.  —  ber. 

7,2 

0,999953 

0,999953 

0 

9,1 

1,000081 

1,000039 

+  42 

11,2 

1,000251 

1,000197 

+  54 

12,7 

1,000352 

1,000352 

0 

15,0 

1,000706 

1,000656 

+50 

17,4 

1,001057 

1,001059 

-   2 

19,2 

1,001419 

1,001419 

0 

Die  Übereinstimmimg  mit  den  Beobachtungen  ist^  wie  man 
deht^  bei  der  Formel  (2)  erheblich  besser  als  bei  (1),  und  sie 
würde  noch  besser  sein,  wenn  man  eine  Gleichung  von  der  Form 

v=^a  +  bt  +  ct^  +  dfi, (3) 

also  eine  Gleichung  mit  vier  konstanten  Größen  benutzt  hätte. 
Dies  liegt  in  der  Natur  der  Sache.  Denn  mit  der  Formel  (1) 
konnten  wir  von  zwei,  mit  der  Formel  (2)  von  drei  Beobach- 
tungen das  Ergebnis  genau  wiedergeben,  und  dies  können  wir 
immer  mit  ebensoviel  Beobachtungen  als  in  der  Formel  kon- 
stante Größen  Yorkommen,  so  daß  man  durch  hinreichende 
Vermehrung  der  Anzahl  der  letzteren  das  Ergebnis  von  be- 
liebig vielen  Messungen  genau  darstellen  kann.  Es  ist  daher 
nicht  zu  verwundem,  daß  nun  auch  für  zwischenliegende 
Messungen  die  Ergebnisse,  welche  die  Formel  gibt,  von  den 
Ergebnissen  der  Beobachtung  um  so  weniger  abweichen,  je 
größer  die  Anzahl  der  Konstanten  wird. 

Wir  haben  oben  für  die  Bestimmung  der  Konstanten  in 
der  Formel  (2)  drei  Beobachtungen  willkürlich  gewählt,  näm- 
lich die  bei  den  Temperaturen  7,2  ^  12,7^  und  19,2®,  und 
haben  dafür  gesorgt,  daß  die  Formel  mit  den  Ergebnissen 
dieser  Beobachtungen  genau  übereinstimmt.  Es  gibt  jedoch 
mathematische  Hilfsmittel,  durch  welche  man  die  Koeffizienten 
so  bestimmen  kann,  daß  die  Übereinstimmung  für  sämtliche 
Beobachtungen  so  gut  als  möglich  wird,  wenn  auch  vielleicht 
der  algebraische  Ausdruck  für  keinen  einzigen  Wert  der  un- 
abhängigen Veränderlichen  mit  den  Ergebnissen  der  Messung 
i^ollkommen  übereinstimmt  Durch  diese  Hilfsmittel,  die  wir 
hier  nicht  näher  besprechen  können,  hat  man  eine  Formel  von 
der  Form  (3)  aufgestellt,  die  das  Volum  einer  Menge  Wasser 
für  alle  Temperaturen,  die  in  der  Tabelle  von  §  1  vorkommen, 
mit  hinreichender  Genauigkeit  darstellt.    Da  das  Volum  bei 
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0®  als  Einheit  gewählt  wurde,  hat  man  a  =  1  gesetzt;  ferner 
hat  man  b,  c  nnd  d  so  bestimmt,  daß  für  die  anderen  Tempe- 
raturen die  Unterschiede  zwischen  den  beobachteten  imd  den 
berechneten. Werten,  im  ganzen  genommen,  so  klein  wie  mög- 
lich werden.    Die  betreffende  Formel  ist 

t;  =  1  -  0,00006105  <  +  0,000007718^2 

-0,0000000373^3 (4) 

Inwieweit  sie  die  Beobachtungen  darstellt,  ergibt  sich  aus  der 
folgenden  Tabelle. 

Temperatur                        Volum  Unterschied 

beobachtet  berechnet  beob.  —  ber. 

0,9  0,999978  0,999951  +27 

2.1  0,999923  0,999905  +18 

5.2  0,999885  0,999886  -  1 
7,2  0,999953  0,999947  +  6 
9,1  1,000081  1,000055  +26 

11,2  1,000251  1,000232  -17 

12,7  1,000352  1,000393  -41 

15,0  1,000706  1,000695  +11 

17,4  1,001057  1,001078  -21 

19,2  1,001419  1,001409  +10 

§  5.  Empirische  und  theoretische  Formeln.  Formeln,  wie 
die  Gleichungen  (2)  und  (4),  die  keinen  anderen  Zweck  haben, 
als  die  Ergebnisse  der  Beobachtungen  so  gut  wie  möglich 
wiederzugeben,  werden  empirische  Formeln  genannt.  Sie  sind 
für  verschiedene  Erscheinungen  in  sehr  voneinander  abweichen- 
den Formen  aufgestellt  worden.  Formeln  dagegen,  die  auf  einer 
Einsicht  in  das  Wesen  der  Erscheinungen  und  die  Gesetze, 
welche  sie  beherrschen,  also  auf  einer  Theorie  beruhen,  heißen 
theoretische  Formeln.  Die  Gleichung  (4)  würde  eine  solche 
Formel  sein,  wenn  man  wüßte,  was  im  Wasser  durch  eine 
Temperaturerhöhung  verändert  wird,  und  wenn  man  daraus 
ableiten  könnte,  daß  in  dem  Ausdruck  für  das  Volum  außer 
einem  konstanten  Teil  Glieder  mit  der  ersten,  der  zweiten  und 
der  dritten  Potenz  von  t  vorkommen  müssen. 

Es  kann  vorkommen,  daß  eine  Formel,  die  man  zunächst 
als  eine  empirische  aufgestellt  hat,  später  aus  einer  Theorie 
abgeleitet  wird.  Die  Möglichkeit  liegt  namentlich  dann  vor, 
wenn  die  Formel  eine  einfache  Form  hat  und  wenn  sie  die 
Beobachtungen  sehr  gut  wiedergibt. .  Von  Gleichungen  dagegen, 
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die  ihre  Übereinstimmung  mit  den  Beobachtungen  nur  der 
großen  Anzahl  der  konstanten  Größen ^  die  sie  enthalten,  zu 
verdanken  haben,  ist  es  nicht  wahrscheinlich^  daß  sie  einmal  in 
theoretische  Formeln  übergehen.  Sie  können  vielleicht,  sobald 
wir  die  Erscheinung  besser  verstehen,  durch  eine  viel  einfachere 
theoretische  Formel  von  ganz  anderer  Form  ersetzt  werden. 
Sehr  komplizierte  Gleichungen  besitzen  übrigens  auch  als  empi- 
rische Formeln  nur  wenig  oder  gar  keinen  Wert,  denn  man  kann 
die  Größe  der  abhängigen  Veränderlichen  ebensogut  aus  einer 
Tabelle  als  aus  einer  derartigen  Gleichung  entnehmen. 

Sowohl  eine  empirische  als  auch  eine  theoretische  Be- 
ziehung kann  übrigens  ihren  Nutzen  haben,  obgleich  sie  mit 
den  Beobachtungen  nicht  ganz  übereinstimmt  Für  einige 
Zwecke  kann  bereits  eine  rohe  Darstellung  der  Ergebnisse 
der  Messungen  genügen.  Und  wenn  eine  theoretische  Formel 
kleine  Abweichungen  von  der  Wirklichkeit  zeigt,  so  folgt  daraus 
noch  nicht,  daß  die  Theorie,  aus  welcher  sie  abgeleitet  ist,  ganz 
verworfen  werden  muß.  Es  kann  sein,  daß  die  Theorie  in  der 
Hauptsache  richtig  ist  und  daß  man  nur  Einzelheiten  von 
untergeordneter  Bedeutung  unberücksichtigt  gelassen  hat. 

§  6.  Interpolieren.  Zuweilen  wünscht  man  eine  un- 
veränderliche Größe  für  einen  Wert  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen zu  kennen,  der  bei  den  Messungen  nicht  vor- 
gekommen ist,  aber  zwischen  den  Werten  liegt,  die  durch  Be- 
obachtungen ermittelt  worden  sind.  Dies  ist  leicht,  sobald 
eine  geeignete  empirische  Formel  aufgestellt  ist;  man  hat  dann 
nur  in  diese  zu  substituieren.  So  gibt  z.  B.  die  Formel  (4)  die 
folgenden  Zahlen: 


Temperatur 

Volum 

Unterschied 

0 
1 
2 
3 

1 

0,999947 
0,999908 
0,999885 

-53 
-39 
-23 

—   8 

4 

0,999877 

+   6 

5 

0,999883 

+  20 

6 

0,999903 

+  85 

+  48 
+  54 
+  84 

7 

0,999988 

8 

0,999986 

9 
10 

1,000040 
1,000124 
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Eb  verdient  hervorgehoben  zu  werden^  daß  eine  empirische 
Funktion,  die  die  Beobachtungen  für  die  innerhalb  eines  ge- 
wissen Intervalles  liegenden  Werte  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen gut  wiedergibt^  keineswegs  die  Funktion  auch  f&r 
Werte  gut  darzustellen  braucht,  die  außerhalb  dieses  Intervalles 
liegen.  Wir  haben  uns  z.  6.  bei  der  Ableitung  der  Gleichung  (2) 
auf  Temperaturen  zwischen  1,2^  und  19,2^  beschränkt,  und  es 
ist  durchaus  nicht  sicher,  daß  die  Gleichimg  auch  f&r  ^  s  0^ 
oder  t  ==  30^  das  richtige  Volum  liefert.  So  ergibt  sich  fOr 
/  =  0  aus  der  Formel  v  =  1,000129,  während  doch  t;  =  1 
sein  muß. 

Man  kann  auch  interpolieren,  ohne  von  einer  empirischen 
Formel  Gebrauch  zu  machen,  nämlich  dadurch,  daß  man  direkt 
von  einer  Tabelle  ausgeht  Beim  Arbeiten  mit  einer  Logarithmen- 
tafel z.  B.  befolgt  man  eine  bekannte  Regel,  die  darauf  beruht, 
daß  man  bei  Jdeinm  Änderungen  der  miteinander  zusammen- 
hängenden Größen  die  Zunahme  der  einen  als  der  Zunahme 
der  anderen  proportional  ansehen  kann. 

Will  man  auf  diese  Weise  aus  der  Tabelle  in  §  1  das 
Volum  des  Wassers  bei  10^  ableiten,  so  kann  man  in  folgen- 
der Weise  schließen.  Steigt  die  Temperatur  von  9,1®  bis  11,2^ 
also  um  2,1®,  so  nimmt  das  Volum  um  0,000170  zu;  wenn 
daher  die  Temperatur  die  kleinere  Änderung  von  9,1®  bis  10®, 
also  eine  Zunahme  von  0,9®  erleidet,  so  nimmt  das  Volum 
zu  um 

0,000170  X  0,9   ^  0,000073. 
2,1 

Folglich  ist  das  gesuchte  Volum 

1,000081  +  0,000073  =  1,000154. 

Dies  Resultat  ist  verschieden  von  demjenigen,  welches 
wir  oben  aus  der  Formel  (4)  abgeleitet  haben,  und  von  den 
beiden  Werten  ist  der  letztere,  d.  h.  1,000124  vorzuziehen.  Die 
Berechnung,  welche  wir  jetzt  ausgeführt  haben,  beruht  nämlich 
auf  der  Annahme,  daß  sich  das  Wasser  bei  gleichen  Tempe- 
raturerhöhungen jedesmal  um  gleichviel  ausdehnt,  eine  An- 
nahme, von  der  wir  bereits  wissen,  daß  sie  nicht  richtig  ist. 
Der  Leser  wird  übrigens  bemerken,  daß  das  Interpolieren,  so 
wie  wir  es  soeben  taten,  darauf  hinauskommt,  daß  man  die 
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Ergebnisse  der  beiden  Beobachtungen^  zwischen  denen  inter- 
poliert werden  muß,  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  (1)  dar- 
stellt und  in  diese  die  Werte  der  unabhängigen  Veränderlichen 
einsetzt,  f&r  welche  man  die  Funktion  zu  kennen  wünscht. 
Man  kann  auch  sagen,  daß  man  in  §  3  in  derselben  Weise 
zwischen  /  =  7,2®  und  ^==19,2®  interpoliert  hat  wie  soeben 
zwischen  t  =  9,P  und  t  =  11,2  ^ 

Daß  wir  auch  jetzt  ein  zu  großes  Resultat- bekamen,  kann 
uns  nach  dem  in  §  3  Gesagten  nicht  wundem.  Femer  sieht 
man  an  den  gefundenen  Zahlen,  daß  die  angegebene  Art  des 
Interpolierens  um  so  besser  zum  Ziel  führt,  je  näher  die 
Werte  der  unabhängigen  Veränderlichen,  mit  denen  man  zu 
tun  hat,  beieinanderliegen. 

um  das  Interpolieren  zu  erleichtem  und  um  eine  bessere 
Übersicht  über  die  Änderungen  einer  Funktion  zu  geben, 
werden  oft  in  den  Tabellen,  in  denen  die  unabhängige  Veränder- 
liche um  gleiche  Differenzen  zunimmt,  die  Unterschiede  der 
aufeinander  folgenden  Werte  der  Funktion  aufgenommen.  Man 
findet  diese  Unterschiede  gewöhnlich  in  Logarithmentafeln  und 
auch  in  der  Tabelle  dieses  Paragraphen. 

§  7.  Will  man  genauer  interpolieren  als  nach  der  hier 
besprochenen  einfachen  Regel,  so  kann  man  statt  zwei,  drei  in 
der  Tabelle  aufeinander  folgende  Werte  der  Funktion  benutzen 
und  diese  durch  eine  Formel  von  der  Form  (2)  darstellen.  Um 
z.  B.  das  Volum  des  Wassers  bei  10^  zu  finden,  kann  man 
in  der  Gleichung 

V  =  a  +  bt  +  ct^ 

die  Koeffizienten  so  bestimmen,  daß  für  t  =s  9,1,  11,2  und  12,7 
das  Volum  die  in  §  1  angegebenen  Werte  annimmt.  Nach- 
her muß  man  dann  ^  =»[10  einsetzen. 

Am  einfachsten  wird  diese  Arbeit,  wenn  die  Werte  der  unabhängigen 
Veränderlichen  in  der  Tabelle  um  gleiche  Differenzen  zunehmen. 

Drei  aufeinander  folgende  Werte  dieser  Veränderlichen  seien  x, 
X  +  p  und  X  +  2p,  und  die  zugehörigen  Werte  der  Funktion  seien  y^y  y^ 
und  y^.  Wir  wollen  annehmen,  man  wünsche  den  Wert  der  Funktion 
zu  kennen  für  den  Wert  x  +  q  der  unabhängigen  Veränderlichen,  wobei 
q  <2p  ist. 

Slan  kann  zunächst  die  Differenzen  y^  —  y^  und  y^  —  y^  bilden,  die 
wir  {4y\  und  {Ay\  nennen  wollen. 
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Ferner  bilde  man  die  Differenz  (J  y),  —  (Jy)i,  die  wir  mit  A^y  be- 
zeichnen wollen  und  die  man  die  xtceite  Differenz  nennt.  Natürlich  kann 
man  eine  ganze  Kolumne  solcher  Differenzen  hinter  der  Kolumne  der 
ersten  Differenzen  aufstellen. 

Der  gesuchte  Wert  der  Funktion  ist  dann 

y.+|-(J»X+iJ-(|--l)4'y (5) 

Will  man  z.  ß.  aus  der  Tabelle  des  vorhergehenden  Paragraphen 
den  Wert  des  Volums  für  8,5®  entnehmen,  so  ist 

—  =  0,5  ,     2^1  =  0,999986  ,     ( J  yX  =  0,000054  ,     J*  y  =  0,000080 
P 

und  der  Ausdruck  (5)  gibt  für  das  Volum 

1,000017. 

Natürlich  können  in  (5)  die  Größen  yi,  (JyX   und  J^y  zuweilen 

negativ  sein. 

§  8.  Bei  Berechnungen  wie  die  in  diesem  und  den  vor- 
hergehenden Paragraphen  besprochenen  darf  man  nicht  ver- 
gessen, daß  die  Ergebnisse  von  Beobachtungen  niemals  voll- 
kommen genau  sind.  In  den  Zahlen  des  §  1  sind  Fehler  in 
der  einen  oder  anderen  Richtung  enthalten,  d.  h.  die  Zahlen 
sind  etwas  zu  groß  oder  zu  klein.  Dadurch,  daß  man  die 
Umstände,  unter  denen  die  Beobachtungen  gemacht  worden 
sind,  in  Erwägung  zieht,  und  dadurch,  daß  man  verschiedene 
Messungen  miteinander  vergleicht,  kann  man  sich  insofern  ein 
urteil  über  diese  Fehler  bilden,  als  man  sagen  kann,  welchen 
Betrag  sie  höchstens  haben  können. 

Die  Übereinstimmung  einer  Formel  mit  den  Beobachtungen 
ist  nun  als  genügend  anzusehen,  wenn  die  Unterschiede  zwischen 
den  beobachteten  und  den  mit  der  Formel  berechneten  Werten 
nicht  größer  sind  als  der  Betrag,  den  die  Fehler  haben 
können. 

Von  diesem  Betrage  hängt  es  ab,  wieviel  Dezimalen  man 
in  der  Zahl,  die  das  Ergebnis  einer  Messung  darstellt,  nieder- 
schreiben soll;  man  muß  vermeiden,  viele  Dezimalen  anzugeben, 
die  doch  nicht  zuverlässig  sind.  Kennt  man  z.  B.  die  Länge 
einer  Linie  genau  bis  auf  Zentimeter,  so  würde  man  durch 
Niederschreiben  einer  Ziffer,  welche  Hundertstel  von  Milli- 
metern angibt,  sich  nicht  nur  nutzlose  Mühe  machen,  sondern 
auch  einen  falschen  Schein  von  Genauigkeit  erwecken. 
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Es  empfiehlt  sich,  höchstens  eine  Dezimale  mehr  an- 
zugeben als  diejenigen,  welche  man  für  ganz  zuverlässig  hält. 

Werden  aus  Zahlen,  die  selbst  nicht  genau  bekannt  sind, 
durch  Rechnung  andere  abgeleitet,  so  ist  auch  in  diesen  keine 
vollkommene  Richtigkeit  zu  erwarten.  So  können  aus  den  in 
§  1  für  das  Volum  gegebenen  Werten  niemals  durch  Inter- 
polieren die  Werte  für  eine  zwischenliegende  Temperatur  bis 
auf  7  Dezimalen  genau  gefunden  werden.  Daher  haben  wir 
in  S  6  die  Division  von  0,000170  x  0,9  durch  2,1  nicht  weiter 
als  bis  zur  sechsten  Dezimale  ausgeführt. 

Werden  in  einer  Zahl  Dezimalen  weggelassen,  so  muß 
man  die  letzte  Ziffer,  welche  man  beibehält,  um  eine  Einheit 
erhöhen,  wenn  die  folgende  Ziffer  größer  als  5  ist  So  ist 
z.  B.  0,19  eine  genauere  Abkürzung  von  0,186  als  0,18  sein 
würde. 

§  9.  Graphische  Darstellung  des  Verlaufes  einer  Funktion. 
Koordinaten.  Den  Verlauf  einer  Funktion,  d.  h.  die  Art  und 
Weise,  wie  sie  sich  ändert,  kann  man  nicht  nur  durch  eine 
Tabelle,  sondern  auch  durch  eine  Figu/r  ausdrücken.  Diese 
vielfach  benutzte  graphische  Darstellung  beruht  darauf,  daß 
man  die  Werte  von  Größen  aller  Art  durch  die  Längen  von 
geraden  Linien  angeben  kann.  Ist  eine  Größe  selbst  eine 
Linie,  dann  kann  sie  in  natürlicher  Größe  oder  in  ver- 
kleinertem oder  vergrößertem  Maßstab  in  eine  Figur  ein- 
getragen werden.  Will  man  eine  Größe  anderer  Art  darstellen, 
so  kann  man,  nachdem  sie  in  einer  bestimmten  Einheit  aus- 
gedrückt ist,  eine  Linie  a  von  willkürlicher  Länge  wählen,  um 
diese  Einheit  anzugeben;  enthält  die  Größe  p  Einheiten,  so  ist 
die  gesuchte  Darstellung  eine  Linie,  die  p  mal  die  Linie  a 
enthält. 

Um  nun  ein  geometrisches  Bild  von  dem  Verlaufe  einer 
Funktion  zu  bekommen,  stellt  man  verschiedene  Werte  der 
unabhängigen  Veränderlichen  und  die  zugehörigen  Werte  der 
Funktion  durch  Linien  dar  und  trägt  alle  diese  Linien  so  in 
eine  Figur  ein,  daß  man  gut  unterscheiden  kann,  welche  Linien 
sich  auf  die  eine  und  welche  sich  auf  die  andere  Veränderliche 
beziehen,  und  so,  daß  man  außerdem  deutlich  sieht,  welche 
zwei  Linien  jedesmal  zusammen  gehören. 

Gewöhnlich    verfährt    man    folgendermaßen.      Auf    einer 


B 

P 

0 

A 

L        .T 
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geraden  Linie  OX  (Fig.  1)  wird  ein  fester  Punkt  0  angenommen 
und  die  Linie  OA^  welche  einen  Wert  der  unabhängigen  Ver- 
ftnderlichen  darstellt,  wird  von  0  aus  auf  OX  abgetragen; 
dann  wird  die  Linie  ÄP^  welche  den 
Wert  der  Funktion  angibt^  in  A  senk- 
recht auf  OX  gestellt  Der  Punkt  P 
gibt  dann  durch  seine  Lage  zwei  zu- 
sammengehörige Werte  der  veränder- 
lichen Größen  an;  jedes  neue  Paar  von 
Werten  liefert  einen  neuen,  aber  jedes- 
mal einen  ganz  bestimmten  Punkt 
Den  Punkt  P  bekommt  man  natur- 
'  p.  lieh  auch  dadurch,  daß  man  noch  eine 

zweite,  feste,  gerade  Linie  OT^  senk- 
recht zu  OXj  annimmt,  auf  dieser  ein  Stück  OB  abträgt, 
welches  den  Wert  der  Funktion  darstellt,  und  durch  den 
Punkt  B  eine  Linie  parallel  zu  OX  zieht,  bis  sie  Ä  P  schneidet 
Die  beiden  Linien,  durch  welche  die  Lage  von  P  ge- 
funden wird,  nämlich  OÄ  und  AP^  oder  OA  und  OBj  nennt 
man  die  Koordinaten  des  Punktes,  die  festen  Linien  OX  und  O  T 
die  KoordmcUenachsen  und  den  Punkt  O  den  Ursprung  der 
Koordinaten.  Entsprechend  der  Vorstellung,  daß  man  zuerst 
von  OX  ein  Stück  abschneidet,  welches  den  Wert  der  einen 
veränderlichen  Größe  angibt,  nennt  man  0  A  die  Absxiss&y  und 
dann  AP,  die  zugehörige  Senkrechte,  die  Ordinate.  Man  kann 
die  Linien  OX  und  0  F  als  Abszissenachse  und  Ordinaten- 
achse  unterscheiden,  oder  auch  jeder  von  ihnen  einen  Namen 
geben,  der  daran  erinnert,  welche  Bedeutung  die  auf  der  Achse 
abgetragenen  Strecken  haben. 

Die  verschiedenen  Punkte,  deren  jeder  durch  die  Abszisse 
und  die  Ordinate  ein  Paar  zusammengehörender  Werte  der 
Veränderlichen  angeben,  liegen  auf  einer  gewissen  Linie,  die 
durch  ihren  Verlauf  den  Zusammenhang  ausdrückt,  der  zwischen 
den  veränderlichen  Größen  besteht 

Bevor  wir  das  Gesagte  durch  ein  Beispiel  erläutern,  be- 
merken wir  noch,  daß  der  Punkt  P  nur  dann  vollkommen 
bestimmt  ist,  wenn  man  weiß,  nach  welcher  Seite  von  O  hin 
man  die  Strecken  OA  imd  OB  abtragen  muß.  Wenn  dies 
nicht  festgestellt  ist,  so  kann  man  bei  gegebenen  Längen  der 
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J^ 


X 


Fig.  2. 


Strecken  nicht  einen  Punkt>  sondern  vier  Punkte,  Pj,  Pg,  Pg,  P^ 
(Fig.  2)  erhalten. 

Dieser  Umstand  macht  jedoch  keine  Schwierigkeit,  er 
bietet  im  G-egenteil  den  Vorteil,  daB  man  nicht  allein  die 
Werte,  sondern  auch  das  Vor- 
zeichen der  Veränderlichen  in  der 
Figur  angeben  kann. 

Wie  Größen  verschiedener  Art 
je  nach  der  Richtung  oder  dem 
Sinne,  in  welchem  sie  genommen 
werden,  als  positiv  oder  negativ  be- 
trachtet werden  können,  ist  be- 
kannt. Wird  der  Abstand  eines 
Punktes  von  einer  horizontalen 
Ebene  positiv  genannt,  wenn  der 
Punkt  über  der  Ebene  liegt,  so 
ist  er  negativ,  wenn  er  unter  der 
Ebene  liegt.  Unter  einer  negativen  Volumvermehrung  ist  eine 
Volumverminderung  zu  verstehen.  Temperaturen  über  und  unter 
dem  Nullpunkt,  Gewinn  und  Verlust  von  Wärme,  drehende  Be- 
wegungen in  entgegengesetzten  Richtungen  können  durch  die 
Zeichen  +  und  —  voneinander  unterschieden  werden. 

Bei  der  graphischen  Darstellung  kann  man  nun  auf  jeder 
Achse  eine  Richtung  als  die  positive  wählen  und  dann  eine 
Strecke,  die  den  Wert  einer  Veränderlichen  darstellt,  von  O 
aus  in  dieser  oder  in  der  entgegengesetzten  Richtung  ab- 
tragen, je  nachdem  die  Veränderliche  das  eine  oder  das  andere 
Vorzeichen  hat.  Wir  wollen  in  den  folgenden  Figuren  die 
Richtungen  nach  rechts  und  nach  oben  als  die  positiven 
wählen. 

§  10.  Beispiele.  Zur  Erklärung  mag  zunächst  die  gra- 
phische Darstellung  der  Funktion 

2/  =  2  +  a;  -  »2 (6) 

dienen. 

Setzt  man  für  die  unabhängige  Veränderliche  x  die  Werte 


ein,  so  wird 


-1;  0;  0,5;  1;  1,5;  2;  3 


2/=0;  2;  2,25;  2;  1,25;  0;   -4. 
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Wir  machen  nun  (Pig  3) 


0F=  1 
Og  =2 
Oä  =  0,5; 
0B=  1; 
0C=  1,5; 
0Z)  =  2 
OE^  3; 


^a  =  2,25 
Bb^2 
Ge=  1,25 


Fig.  3. 


Dann  ist  die  durch  die  Punkte  F,  g^ 
a,  h,  Oj  D,  6  gezogene  krumme  Linie 
die  verlangte  geometrische  Dar- 
stellung. 

Umgekehrt  kann  die  Beziehung 
(6)  dazu  dienen,  um  durch  alge- 
braische Betrachtungen  die  Eigen- 
schaften der  Kurve  zu  ermitteln.  Sie  wird  die  Gleichung  der 
Linie  genannt. 

Wenn  wir  die  in  §  1  für  die  Volumveränderung  des  Wassers 
mitgeteilten  Ergebnisse  graphisch  darstellen  wollen,  müssen  wir 
zunächst  eine  Linie  wählen,  durch  die  wir  einen  Temperatur- 
unterschied von  1^  angeben  wollen,  und  die  Temperaturen 
als  Abszissen  darstellen.  Den  Ordinaten  könnte  man  dann 
Längen  geben,  die  den  in  §  1  für  das  Volum  gegebenen  Werten 
proportional  sind.  Da  es  aber  wünschenswert  ist,  daß  die  Unter- 
schiede zwischen  den  Ordinaten  deutlich  hervortreten,  müßten 
hierbei  die  Werte  des  Volums  in  so  großem  Maßstabe  dar- 
gestellt werden,  daß  die  Figur  unzweckmäßige  Dimensionen 
bekommen  würde.  Man  umgeht  diese  Schwierigkeit,  wenn 
man  nicht  das  Volum  selbst,  sondern  den  Überschuß  desselben 
über  1  durch  die  Ordinaten  darstellt,  so  daß  diese  den  Zahlen 
-22,  -77,  -115,  -47,  +81,  +251  usw.  entsprechen. 
Durch  die  erhaltenen  Punkte  kann  die  krumme  Linie  OB 
(Fig.  4)  gezogen  werden. 

Diese  Konstruktion  ist  am  leichtesten  auszuführen,  wenn 
man  dazu  Papier  benutzt,  welches  in  kleine  Quadrate  geteilt 
ist.     Derartiges  Papier  ist  im  Handel  zu  haben. 

Nachdem  die  krumme  Linie  durch  die  Punkte,  welche 
die  einzelnen  Beobachtungen  darstellen,  gezogen  ist,  kann  man 
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aus  der  Figur  die  Werte  entnehmen,  die  die  Funktion  für 
Werte  der  unabhängigen  Veränderlichen  hat,  die  bei  den  Be- 
obachtungen nicht  vorkamen ;  dazu  mißt  man  in  der  Figur  die 
Länge  der  Ordinate,  die  zu  einer  gegebenen  Abszisse  gehört 
Man  kann  also  mit  Hilfe  der  Figur  graphisch  interpolieren. 


UiUü" 


Fig.  4. 

Ebenso  leicht  ist  die  Lösung  der  Aufgabe,  die  Tempe- 
ratur zu  finden,  bei  welcher  das  Volum  eine  gegebene  Größe 
hat.  Entspricht  dieser  letzteren  der  Punkt  Ä  in  der  Figur,  so 
gibt  ^5  die  Temperatur  an.  Wie  aus  der  Figur  zu  ersehen 
ist,  gibt  es  für  einige  Werte  des  Volums  zwei  Antworten  auf 
die  Frage. 
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Die  bei  den  Messungen  begangenen  Fehler  machen  sich 
in  der  Figur  durch  kleine  Abweichungen  von  einem  gleich- 
mäßigen Verlauf  bemerkbar,  welche  die  krumme  Linie  zeigt, 
wenn  sie  durch  alle  Punkte  gezogen  wird,  die  die  Beobach- 
tungen darstellen,  Abweichungen,  von  denen  man  annehmen  zu 
dürfen  glaubt,  daß  sie  der  Wirklichkeit  nicht  entsprechen.  Man 
zieht  in  diesem  Falle  die  krumme  Linie  so,  daß  sie  möglichst 
gleichmäßig  yerläuft  und  sich  zugleich  so  gut  wie  möglich  an  alle 
gefundenen  Punkte  anschließt,  ohne  durch  alle  hindurchzugehen. 
Dabei  müssen  natürlich  die  Punkte  teils  auf  der  einen  und 
teils  auf  der  anderen  Seite  der  Linie  liegen.  Man  kann  auf 
diese  Weise  durch  eine  graphische  Darstellung  auf  Fehler  auf- 
merksam gemacht  werden,  aber  man  hat  natürlich  dafür  Sorge 
zu  tragen,  daß  sich  die  krumme  Linie  von  keinem  der  Punkte 
weiter  entfernt,  als  mit  dem  Grade  von  Genauigkeit  vereinbar 
ist,   den  man  jeder  Messung  zuschreiben  zu   müssen   glaubt. 

Die  Gestalt  der  Linie  in  Fig.  4  macht  es  wahrscheinlich, 
daß  das  bei  12,7®  gemessene  Volum  etwas  zu  klein  ist  (vgl.  die 
Tabelle  auf  S.  6). 

§  11.  Steigende  und  fallende  Linien.  Mazima  und  Minima. 
Wenn  mit  dem  Zunehmen  der  unabhängigen  Veränderlichen 
die  Funktion  ebenfalls  zunimmt,  so  bekommt  man  bei  der 
graphischen  Darstellung  eine  nach  der  rechten  Seite  steigende 
Linie.  Dagegen  fallt  die  Linie,  wenn  die  Funktion  abnimmt, 
während  die  unabhängige  Veränderliche  zunimmt.  Beispiele 
des  ersteren  Falles  sieht  man  in  Fig.  5,  6  und  7,  Beispiele 
des  letzteren  in  Fig.  8,  9  und  10.  In  den  Figuren  ist,  wie 
gewöhnlich,  die  unabhängige  Veränderliche  durch  Strecken 
auf  der  Achse  OX  dargestellt. 

Nimmt  man  auf  dieser  Achse  eine  Anzahl  von  Punkten 
Ä,  Bf  C,  D  an,  die  in  gleichen  Abständen  voneinander  liegen, 
zieht  die  Ordinaten^a,  Bh,  Co,  Dd  und  dann  die  Linien  ae, 
bf,  cg  (Fig.  5  und  6)  oder  he,  Gf,  dg  (Fig.  8)  parallel  zur 
oj- Achse,  so  stellen  die  Strecken  he,  cf,  dg  (Fig.  5  und  6)  oder 
ae,  hf,  cg  (Fig.  8)  die  Änderungen  dar,  welche  die  Funktion 
durch  die  gleichen  Zunahmen  ^  J5,  BC,  CD  der  unabhängigen 
Veränderlichen  erleidet. 

Wenn  diese  Strecken  einander  gleich  sind,  so  ist  die  Linie 
gerade  (Fig.  5   und  8).     Eine  solche  Linie  ist  die  Darstellung 
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einer  Funktion,  deren  Änderungen  stets  den  Änderungen  der 
unabhängigen  Veränderlichen  proportional  sind,  oder^  wie  man 
auch  sagen  kann^  die  sich  fortwährend  gleichschnell  ändert. 
Eine  derartige  Funktion  wird  eine  lineare  genannt. 

Die  Annahme,  welche  wir  in  §  3  machten,  kommt, 
wie  man  jetzt  sieht,  darauf  hinaus,  daß  ein  Teil  der  Linie  in 
Fig.  4  als  gerade  angesehen  wird.     Auch  ergibt  sich  aus  der 


A      B      C      D        X     0       A     B      C     D       X     O 

Fig.  5.  Fig.  6.  Fig.  7. 


\    A    H      C     It 

Fig.  8. 


Fig.  9. 


Fig.  10. 


Figur  unmittelbar,  daß  die  in  jenem  Paragraphen  berechneten 
Werte  des  Volums  zwischen  den  Temperaturen  7,2®  und  19,2® 
zu  groß  ausfallen  mußten. 

Bei  der  steigenden  krummen  Linie  in  Fig.  6,  die  ihre 
konvexe  Seite  der  Abszissenachse  zukehrt,  nehmen  die  Strecken 
hej  ofj  dg  nach  rechts  zu;  hier  geht  das  Steigen,  kann  man 
sagen,  je  länger  je  schneller.  Das  Entgegengesetzte  ist  der 
Fall  bei  der  Linie  in  Fig.  7,  die  ihre  konkave  Seite  der  Achse 
OX  zukehrt,  und  ein  derartiger  Unterschied  ist  auch  zwischen 
den  Linien  in  Fig.  9  und  10  zu  bemerken. 

Loren tz,  Lehrbuch  der  Physik.    I.  2 
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Eine  krumme  Linie  kann  auch  abwechselnd  steigen  und 
fallen.  In  Fig.  8  (S.  14]  geht  beim  Zunehmen  der  unabhängigen 
Veränderlichen  im  Punkt  a  das  Steigen  in  Fallen  über.  Einen 
Punkt,  in  welchem  dies  stattfindet^  nennt  man  einen  Kul/mmaUons' 
ptmkt  der  Linie.  Für  den  Wert  von  x,  der  durch  die  Abszisse 
OA  dargestellt  wird,  hat  die  Funktion  einen  Wert,  welcher 
größer  ist  als  die  unmittelbar  vorhergehenden  und  die  un- 
mittelbar folgenden  Werte.  Man  drückt  dies  dadurch  aus,  daß 
man  sagt,  die  Funktion  werde  ein  Maodmum.  Dagegen  spricht 
man  von  einem  Minimu/my  wenn  die  Funktion  einen  Wert  hat, 
der  kleiner  ist  als  die  unmittelbar  vorhergehenden  und  nach- 
folgenden Werte.  So  wird  z.  B.  das  Volum  des  Wassers  bei 
ungefähr  4^  C.  ein  Minimum  (vgl  Fig.  4). 

In  Fig.  11  kommt  sowohl  ein  Maximum  als  ein  Mini- 
mum vor.  Aus  dieser  Figur  ist 
auch  zu  ersehen,  daß  eine  Funktion, 
nachdem  sie  ein  Maximum  erreicht 
hat,  später  sehr  gut  durch  eine  neue 
Steigung  Werte  bekommen  kann,  die 
über  diesem  Maximum  liegen.  Ein 
Maximum  ist  also  nicht  notwendiger- 


p.     jj  weise  der  größte  von  allen  Werten 

der  Funktion.  Daher  war  es  nötig, 
oben  von  den  unmittdbar  vorhergehenden  und  nachfolgenden 
Werten  zu  reden. 

Zuweilen  kann  man  durch  eine  einfache  Berechnung  die 
Werte  der  unabhängigen  VeränderUchen  finden,  für  die  die 
Funktion  ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Für  den  Ausdruck 

ax^  +  bx  +  0, 

in  welchem  wir  a  als  positiv  annehmen  wollen,  kann  z.  B.  ge- 
schrieben werden 


{'f'^i^r^h-^) 


Er  wird  daher  ein  Minimum,  wenn  die  veränderliche  Größe  x 
den  Wert 

b_ 

2a 

hat.    Li  diesem  Falle  ist  nämlich  das  erste  Glied  gleich  Null, 
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während  es  für  alle  anderen  Werte  von  x  positiv  ist  und  das 
zweite  Glied  stets  denselben  Wert  hat.  , 

Mit  einer  kleinen  Abänderung  ist  dieselbe  Schlußfolgerung 
auch  anwendbar,  wenn  der  Koeffizient  von  x^  negativ  ist.  Dann 
besteht  ein  Maximum  (vgl  das  Beispiel  in  §  10), 

Wir  können  es  dem  Leser  überlassen,  für  einige  Fälle, 
in  denen  a,  h  und  o  bestimmte  Werte  haben,  die  Berechnung 
auszuführen. 

§  12.  Tangente.  Normale.  Die  Richtung  einer  krummen 
Linie  in  einem  bestimmten  Punkt  wird  durch  die  Tangente  in 
diesem  Punkt  angegeben.  Es  sei  P  (Fig.  12)  der  betreffende 
Punkt,  Q  ein  zweiter  Punkt 
der  Linie,  P  0  die  Verbindungs- 
linie. Hält  man  den  Punkt  P 
fest,  ersetzt  aber  den  Punkt  Q 
durch  einen  anderen  Punkt  Qf, 
der  näher  bei  P  liegt,  dann 
bekommt  auch  die  Sekante  eine 
neue  Richtung  P  Q,  Während 
sich  Q  auf  der  krummen  Linie 
nach  P  hinbewegt,  dreht  sich 
die  Sekante  um  P  und  nähert 
sich  dabei  immer  mehr  einer  Linie  E' E  von  bestimmter 
Richtung.  Diese  wird  die  Berührungslinie  oder  Tangente  ge- 
nannt. Sie  kann  in  derselben  Weise  erhalten  werden,  indem 
man  einen  Punkt  Q"  von  der  anderen  Seite  sich  an  P  an- 
nähern läßt 

In  denjenigen  Punkten  einer 
krummen  Linie,  in  denen  die  Ordinate 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum  wird, 
läuft,  wie  man  in  Fig.  11  sieht,  die 
Tangente   der  Abszissenachse  parallel. 

Eine  Tangente  kann  mit  der 
krummen  Linie  sehr  gut  mehr  als  einen 
Punkt  gemein  haben.  Beispiele  hiervon 
bilden  die  Linien  in  Fig.  18  und  Fig.  24. 

Auch  im  Berührungspunkt  selbst  kann  die  Tangente  durch 
die  krumme  Linie  hindurchgehen.  Ein  Beispiel  hiervon  sieht 
man  in  Fig.  13,  wo  EE'  die  krumme  Linie  berührt,  obwohl 


Fig.  12. 


Fig.  13. 
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sich  diese  beiderseits  von  P  auf  verschiedenen  Seiten  von  RR'' 
befindet.  Dies  hängt  damit  zusammen^  daß  die  krumme  Linid 
auf  der  einen  Seite  von  P  die  konvexe  und  auf  der  anderen. 
Seite  die  konkave  Seite  der  Achse  OX  zukehrt.  Ein  Punkt 
wie  P  wird   Wendepunkt  genannt. 

Eine  Linie,  die  im  Berührungspunkt  senkrecht  auf  die 
Tangente  oder,  wie  man  auch  sagt,  senkrecht  auf  die  krumme 
Linie  gezogen  wird,  nennt  man  Normale, 

§  13.  Maß  für  die  S^rümmnng.  Man  nehme  an,  ein  Punkt 
bewege  sich  auf  einer  krummen  Linie  und  in  diesem  Punkt 
werde  fortwährend  eine  Tangente  gezogen,  und  zwar  immer 
nach  derjenigen  Seite,  nach  welcher  die  Bewegung  gerichtet  ist. 
Der  Winkel,  um  den  sich  dann  die  Tangente  dreht,  bildet  das 
Maß  für  die  Richtungsänderung  für  den  von  dem  beweglichen 
Punkt  durchlaufenen  Teil  der  krummen  Linie,  oder,  wie  man 
auch  sagt,  für  die  Krümmung  dieses  Teiles. 

So  werden  in  Fig.  14  die  Krümmungen  der  Kreisbogen  PP' 

und  PP''  dargestellt  durch  die  Winkel  QP'R'  und   QF'R'\ 

\fx  jfl'  PR,   P' R'    und    P"R"   sind    nämlich 

I        ^^y\  Tangenten   und  P' Q  und   P"  Q   sind 

i   y::^-.^^    \  parallel  zu  Pi?  gezogen.  Gleiche  Bogen 

/O"       ^J?''  eines  und  desselben  Kreises  haben  offen- 

\       X  V  bar  dieselbe  Krümmung,   aber  nimmt 

-^         )  \?"    man  zwei  gleich  lange  Bogen  auf  ver- 

/  schiedenen  Kreisen,  so  sieht  man  leicht, 

\.  y  daß  die  Richtungsänderung  am  größten 

-p.     ^  auf  demjenigen  Bogen  ist,  welcher  dem 

kleineren   Kreis    angehört.     Man    sagt 

daher,    daß  ein  kleiner  Kreis    stärker  gekrümmt   ist   als   ein 

großer. 

Von  der  Krümmung,  die  eine  beliebige  krumme  Linie  an 
einer  bestimmten  Stelle  hat,  bekommt  man  eine  Vorstellung, 
wenn  man  ein  Stück  der  Linie,  welches  an  dieser  Stelle 
liegt  und  im  Vergleich  mit  den  Dimensionen  der  Figur  sehr 
klein  ist,  wählt  und  auf  die  Richtungsänderung  dieses  Teil- 
chens achtet  Diese  kann  man  mit  der  Richtungsänderung 
eines  zweiten  kleinen  Bogens  von  gleicher  Länge  vergleichen, 
der  sich  an  einer  anderen  Stelle  befindet.  Betragen  z.  B.  die 
Richtungsänderungen  auf  zwei  Bogen  von  je  1  mm  Länge  an 
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den  Stellen  P  und  Q  bezw.  2®  und  P,  so  sagt  man,  daß  die 
Linie  in  P  stärker  gekrümmt  ist  als  in  Q.  In  Fig.  3  z.  B.  ist 
die  Krümmung  in  a  größer  als  in  D. 

•  Man  kann  fragen^  wie  groß  der  Badius  eines  Kreises  sein 
muß,  wenn  ein  auf  demselben  genommener  Bogen  von  1  mm 
Länge  dieselbe  Krümmung  von  2^  haben  soll  wie  der  soeben 
angenommene  Bogen  von  derselben  Länge  im  Punkt  P.  Durch 
eine  einfache  Berechnung  findet  man  als  Antwort  180/2  ;r  mm. 
Ein  Kreis  mit  diesem  ßadius,  der  so  an  die  konkave  Seite  der 
Linie  angelegt  wird,  daß  er  diese  im  Punkt  P  berührt,  schließt 
sich  genauer  an  die  krumme  Linie 
an  als  jeder  beliebige  andere  Kreis, 
der  durch  den  Punkt  P  geht.  Man 
nennt  einen  solchen  Ej*eis  den 
Krümmungskreis  und  seinen  Radius 
den  Krümmungsradius  der  betreffen- 
den Linie  im  Punkt  P. 

§14.  Besondere  krumme  Linien. 
Eine  Ellipse  (Fig.  15)  ist  eine  Linie, 
welche  die  Eigenschaft  hat,  daß  für  jeden  ihrer  Punkte  die 
Summe  der  Entfernungen  von  zwei  festen  Punkten  F  und  O 
gleich  groß  ist.    Es  muß  also,  wenn  P  ein  beliebiger  Punkt  ist, 


fAÄ 


PF+  PO  =  äF+  AO=^ÄF+  A  Q 


sem. 


Man  kann  die  Ellipse  dadurch  konstruieren,  daß  man  einen 
Faden  mit  den  Enden  in  F  und  Q  befestigt  und  einen  Blei- 
stift so  bewegt,  daß  er  den  Faden  immer  gespannt  hält,  daß 
also,  wenn  sich  die  Spitze  des  Bleistiftes  in  P  befindet,  der 
Faden  die  gebrochene  Linie  FPO  entlang  läuft.  Wenn  der 
Faden  in  F  und  O  an  Stiften  befestigt  ist,  so  kann  man  jedoch 
auf  diese  Weise  die  Ellipse  nicht  in  einem  einzigen  Zuge  be- 
schreiben. Hat  man  nämlich  den  Bleistift  von  P  nach  A  be- 
wegt, so  stößt  derjenige  Teil  des  Fadens,  welcher  nach  F  läuft, 
an  den  Stift  in  O  an.  Man  umgeht  diese  Schwierigkeit  dadurch, 
daß  man  den  Faden  gleich  dem  Umfang  des  Dreiecks  FPO 
macht,  die  Enden  zusammenknüpft  und  den  Faden  lose  um 
die  Stifte  herumlegt.  Man  spannt  dann  den  Faden  mit  dem 
Bleistift,  so  daß  er  den  Umfang  des  genannten  Dreiecks  ent- 
lang läuft. 
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Die  Punkte  F  und  O  heißen  die  Brennpunkte,  die  Linien, 
welche  von  ihnen  nach  einem  beliebigen  Punkt  der  Ellipse 
gezogen  werden,  Brennstrahlen, 

Die  gerade  Linie  ^^',  welche  durch  die  Brennpunkte 'ge- 
zogen wird,  teilt  die  Ellipse  in  zwei  kongruente  Teile,  von 
denen  der  eine  mit  dem  anderen  zusammenfallt,  wenn  man 
ihn  um  diese  Linie  umklappt  Jedem  Punkt  P  der  Ellipse 
entspricht  ein  zweiter  Punkt,  der  auf  der  Verlängerung  der 
von  P  auf  ÄÄ'  gefällten  Senkrechten  von  AA'  ebensoweit  ent- 
fernt wie  P  liegt.  Man  drückt  dies  dadurch  aus,  daß  man 
sagt,  die  Ellipse  sei  symmetrisch  in  bezug  auf  AA\ 

Ebenso  ist  sie  symmetrisch  in  bezug  auf  die  Linie  BB', 
die  in  der  Mitte  von  FO  senkrecht  steht 

AÄ  und  BB'  werden  die  Achsen  genannt;  zur  Unter- 
scheidung heißt  AÄ  die  große,  BB'  die  kleine  Achse.  Der 
Unterschied  zwischen  beiden  ist  um  so  größer,  je  näher  die 
Brennpunkte  F  und  O  bei  Ä  und  A  liegen. 

Der  Punkt  O,  in  welchem  sich  die  Achsen  schneiden,  ist 
der  Mittelpunki]  er  teilt  jede  Sehne,  die  durch  ihn  gezogen 
wird,  in  zwei  gleiche  Teile. 

A,  Ä,  B  und  B'  sind  die  Scheitel. 

Aus  der  Gleichung 

PF+ PO^AF+AQ 
folgt,  da  AQ^  ÄF  ist, 

PF+  PO^  AF+  ÄF=  AÄ- 

die  Summe  der  Brennstrahlen  ist  also  flir  jeden  Punkt  gleich 
der  großen  Achse. 

Verbindet  man  einen  der  Endpunkte  der  kleinen  Achse, 
z.  B.  B  mit  F  und  O,  so  ist 

BF=^BG. 
Da  nun  wieder 

BF+BG=AÄ 
sein  muß,  hat  man 

BF=BO=  OA. 

Hiervon  kann  man  Gebrauch  machen,  um  die  Lage  der  Brenn- 
punkte zu  bestimmen,  wenn  die  Achsen,  also  die  Punkte  A,  Ä 
B  und  B  gegeben  sind. 
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§  15.  Znsammenliang  zwischen  der  Ellipse  und  dem  Kreis. 
Tangente  an  die  Ellipse.  Wählt  man,  wie  in  Fig.  15  an^ 
gedeutet  ist,  die  Linien  OA  und  OB  als  Koordinatenachsen, 
so  kann  man  aus  der  Definition  der  Ellipse  ableiten,  wie  groß 
die  Ordinate  GP  ist,  die  zu  einer  gegebenen  Abszisse  0  C  ge- 
hört Dieselbe  Berechnung  kann  man  für  einen  Kreis  aus- 
führen (Fig.  16),  der  über  der  großen  Achse  der  Ellipse  als 
Durchmesser  beschrieben  ist.  Es  zeigt  sich  dann,  daß  das 
Verhältnis  der  Ordinaten  CQ 
und  CP  immer  dasselbe  ist,  wo 
man  auch  den  Punkt  C  auf 
ÄÄ'  annimmt.  Ein  ähnlicher 
Zusammenhang  besteht  auch 
zwischen  der  Ellipse  und  dem 
Kreis,  der  über  der  kleinen 
Achse  als  Durchmesser  beschrie- 
ben ist;  wird  nämlich  in  einem 
beliebigen  Punkt  dieser  Achse 
eine  Senkrechte  errichtet,  so 
ist  das  Verhältnis  zwischen  den 
Entfernungen  dieses  Punktes 
vom  Durchschnittspunkt  mit  der  Ellipse  und  vom  Durchschnitts- 
punkt mit  dem  Kreise  konstant. 

Man  erhält  daher  eine  Ellipse,  wenn  man  in  einem  Kreise 
einen  Durchmesser  zieht  und  alle  Entfernungen  der  Kreispunkte 
von  dem  Durchmesser  in  demselben  Verhältnis  verkleinert  oder 
vergrößert 

Aus  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  gegebenen  De- 
finition der  Ellipse  oder  aus 
dem  soeben  besprochenen  Zu- 
sammenhang mit  dem  Kreis 
können  alle  Eigenschaf  ben  der 
Kurve  abgeleitet  werden.  Eine 
der  wichtigsten  derselben  ist 
die  folgende: 

Eine  Tangente  PC  (Fig. 
17)  bildet  gleiche  Winkel  mit  den  Brennstrahlen  FP  und  OP, 
die  nach  dem  Berührungspunkt  gezogen  werden.  Die  Normale 
PB  halbiert  den  Winkel  zwischen  den  Brennstrahlen. 


Fig.  16. 


Fig.  17. 
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Die  Ellipse  ist  am  stärksten  gekrümmt  an  den  Endpunkten 
der  großen,  am  schwächsten  gekrümmt  an  den  Endpunkten  der 
kleinen  Achse. 

§  16.  Einseitige  Lehnimg  und  Znsammendrückimg  von 
Figuren.  Man  kann  mit  jeder  ebenen  Figur  eine  Form- 
yeränderung  vornehmen  wie  diejenige,  durch  welche  wir  aus 
einem  Ereis  eine  Ellipse  erhielten. 

Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  in  der  Ebene  der  Figur  eine 

gerade  Linie  OX  (Fig.18),  fällen 
von  den  verschiedenen  Punkten 
P,  Q  usw.  der  Figur  Senkrechte 
PA,  Q^usw.  auf  OX  und  nehmen 
auf  diesen  Senkrechten  neue 
Punkte^,  q  so  an,  daß 


Ap  Bq 


=  USW. 


AP    •"   BQ 
Die  Punkte  p,  q  usw.  bestimmen 
die  neue  Figur. 

Man  kann  sagen,  daß  man 
diese  Figur  aus  der  ursprüng- 
lichen dadurch  bekommen  hat, 
daß  man  alle  Dimensionen  senk- 
recht zu  OX  in  demselben  Verhältnis  verkleinert  hat.  Die 
Länge  von  Linien  parallel  zm  OX  bleibt  unverändert. 

Eine  solche  Formveränderung  kann  eine  einseitige  Zu- 
sammendrüekung  genannt  werden.  Umgekehrt  erhält  man 
PQ  ,  .  ,  aus  pq  •  • '  durch  eine  einseitige  Dehnung, 

Ein  Beispiel  dieser  Formveränderungen  kommt  bei  der 
graphischen  Darstellung  einer  Funktion  vor.  Man  kann  dabei, 
wie  wir  sahen,  die  Linien,  welche  die  Einheiten  für  die  ver- 
änderlichen Größen  darstellen  sollen,  willkürlich  wählen.  Hat 
man  nun  mit  einer  bestimmten  Wahl  für  diese  Linien  die 
Figur  gezeichnet  und  gibt  man  bei  einer  Wiederholung  der 
Konstruktion  der  Linie,  die  eine  der  Einheiten  vorstellt,  eine 
andere  Länge,  so  entsteht  eine  neue  Linie,  die  man  aus  der 
zuerst  konstruierten  durch  einseitige  Dehnung  oder  Zusammen- 
drückung bekommen  kann. 

Zieht   man   in   einer   Figur   zwei    aufeinander    senkrecht 
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stehende  Linien  0  X  und  0  Y,  so  kann  man  die  Figur  erst  in 
der  Richtung  von  0  X  und  dann  in  der  Richtung  Ton  0  Y  ein- 
seitig dehnen.  Tut  man  dies  jedesmal  in  demselben  Maße, 
d.  h.  werden  erst  die  Dimensionen  in  der  einen  und  dann  in 
der  anderen  Richtung  in  demselben  Verhältnis  verändert,  so 
ist  schließlich  eine  Figur  entstanden,  die  der  ursprünglichen 
ähnlich  ist. 

Wenn  eine  Figur,  die  in  einer  Ebene  liegt,  auf  eine 
Ebene  projiziert  wird,  die  mit  der  ersten  einen  bestimmten 
Winkel  bildet,  so  behalten  alle  Linien  in  der  Figur,  die  der 
Durchschnittslinie  der  Ebenen  parallel  laufen,  in  der  Projektion 
dieselbe  Größe,  und  alle  Linien,  die  auf  der  Durchschnittslinie 
senkrecht  stehen,  werden  in  demselben  Verhältnis  verkleinert. 
Daher  ist  die  Projektion  eine  Figur,  die  aus  der  ursprünglichen 
durch  einseitige  Zusammendrückung  entstehen  kann.  Ein  Kreis 
z.  B.  hat  als  Projektion  eine 
Ellipse. 

Durch  eine  derartige  Schluß- 
folgerung kann  man  beweisen,  daß 
der  Durchschnitt  eines  Rotations- 
zylinders mit  einer  beliebigen 
Ebene  eine  Ellipse  ist. 

§  17.     Hyperbel.     Eine  Hy- 
perbel (Fig.  19)  hat  die  Eigenschaft,  Fig.  19. 
daß  für  jeden  Punkt  P  derselben 

der  Unterschied  der  Entfernungen  von  zwei  festen  Punkten 
F  und  O  gleich  groß  ist.  Diese  Punkte  heißen  Brennpunkte, 
die  Linien  FP  und  OP  Brennstrahlen, 

Diese  krumme  Linie  besteht  aus  zwei  ganz  voneinander 
getrennten  Teilen,  die  sich  jeder  nach  beiden  Seiten  hin  ins  Un- 
endliche erstrecken.  Die  Linie  FX,  welche  die  Brennpunkte 
verbindet,  ist  eine  Symmetrieachse,  ebenso  die  Linie  0  Y,  welche 
in  der  Mitte  von  F  O  senkrecht  steht. 

Man  kann  beweisen,  daß  die  gegenseitige  Entfernung  der 
Punkte  Ä  und  B,  in  denen  die  Linie  2^  G'  die  Hyperbel  schneidet, 
gleich  der  konstanten  Differenz  der  Brennstrahlen  ist. 

Zwischen  den  beiden  Zweigen  der  krummen  Linie  besteht 
der  Unterschied,  daß  die  Punkte  des  einen  näher  bei  O  als  bei 


26 


Mathematische  Einleitung. 


[§18 


Fj  die  des  anderen  umgekehrt  näher  bei  i^  als  bei  6^  liegen. 
Für  die  Punkte  P  und  Q  z.  B.  hat  man 

PF-PQ^ÄB    und     QO-  QF=^ÄB. 

Durch  die  Hyperbel  allein  wird  kein  Teil  der  Ebene  nach 
allen  Seiten  begrenzt  Linien,  die  wie  der  Ereis  und  die  Ellipse 
in  sich  selbst  zurücklaufen,  tun  dies;  sie  werden  geschlossene 
Linien  genannt. 

Auch  bei  gebrochenen  Linien  kann  man  geschlossene  und 
nicht  geschlossene  unterscheiden.  Der  Umfang  eines  Vielecks 
ist  eine  geschlossene  gebrochene  Linie. 

Noch  eine  bemerkenswerte  Eigenschaft  der  Hyperbel  ver- 
dient  erwähnt   zu   werden.     Man   kann   (Fig.  20)   durch   den 

^E  .  V/  ^  ^ 


Fig.  20.  Fig.  21. 

Punkt  0,  der  mitten  zwischen  den  Brennpunkten  liegt,  eine 
gerade  Linie  OD  so  ziehen,  daß  der  Zweigte  der  Hyperbel 
die  gerade  Linie  niemals  erreicht,  sich  derselben  aber  doch 
fortwährend  nähert  und,  wenn  sie  hinreichend  verlängert  wird, 
in  eine  so  geringe  Entfernung  von  OD  kommt  als  man  wilL 
Diese  Linie  OD  wird  Asymptote  genannt.  Es  gibt  noch  eine 
zweite  Asymptote  OK 

Auch  bei  einigen  anderen  krummen  Linien  kommen 
Asymptoten  vor.  Der  Leser  wird  jetzt  verstehen,  was  der 
Ausdruck  asymptotische  Annäherung  bedeutet. 

§  18.  Parabel.  Die  Parabel  (Fig.  21)  ist  der  geometrische 
Ort  aller  Punkte,   die  gleichweit  entfernt  von   einer   geraden 
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Linie  i?jB  und  einem  Punkt  i^  sind.  RR  heißt  die  Direktrix 
oder  Leitlinie,  F  der  Brennpunkt,  FP  ein  Brennstrahl 

Die  Linie  besteht  aus  einem  Zweig,  der  sich  beiderseits 
ins  Unendliche  erstreckt.  Die  Linie  ÄX,  durch  F  senkrecht 
zur  Direktrix  gezogen,  ist  eine  Symmetrieachse;  der  Punkt  0, 
in  welchem  diese  Achse  die  Parabel  schneidet,  heißt  der  Scheitel. 
Die  Tangente  in  diesem  Punkt  steht  auf  OX  senkrecht. 

Nimmt  man  0  X  und  0  Y  als  Koordinatenachsen,  so  kann 
man  aus  der  gegebenen  Definition  einen  einfachen  Zusammen- 
hang zwischen  den  Koordinaten  OB  und  BF  eines  beliebigen 
Punktes  der  krummen  Linie  ableiten.  Es  stellt  sich  nämlich 
heraus,  daß  die  Ordinate  der  Quadratwurzel  der  die  Abs- 
zisse vorstellenden  Zahl  proportional  ist.  Wird  also  die  Ent- 
fernung von  B  nach  0  vervierfacht,  so  wird  die  Senkrechte 
BP  verdoppelt. 

Hieraus  kann  man  ableiten,  daß  auch  eine  krumme  Linie, 
deren  Ordinaten  den  zweiten  Potenzen  der  Abszissen  propor- 


0   A    Jß   c    Ji 


Fig.  23. 

tional  sind,  eine  Parabel  ist  Zur  Erläuterung  kann  Fig.  22 
dienen.  In  derselben  ist  OX  als  Abszissenachse  genommen 
und  die  Strecken  OA,  AB,  BGj  CD  sind  einander  gleich  ge- 
macht; die  erste  Ordinate  -4  a  ist  willkürlich  gewählt  und  die 
folgenden  sind  so  bestimmt,  daß 

Bh  =  4Aa,  Co  =  9Aa,  Dd=  IßAa  usw. 

Wie  die  Linie  dchaO  auf  der  anderen  Seite  von  0  fort- 
gesetzt ist,  ist  leicht  aus  der  Figur  zu  ersehen. 

Eine  Tangente  P  C  an  die  Parabel  (Fig.  23)  bildet  gleiche 
Winkel   mit   der  Achse  CF  und   dem  Brennstrahl  FP  nach 
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dem  Berührungspunkt.  Daraus  folgt»  daß  der  Winkel  zwischen 
dem  Brennstrahl  und  einer  Linie  PD,  die  durch  den  Beruh* 
rungspunkt  parallel  zu  der  Achse  gezogen  ist,  durch  die  Nor- 
male PN  halbiert  wird. 

Die  Ellipse,  die  Hyperbel  und  die  Parabel  können  dadurch 
entstehen,  daß  eine  Kegelfläche  von  einer  Ebene  geschnitten 
wird;  daher  werden  diese  drei  krummen  Linien  als  Kegel- 
schnitte bezeichnet. 

§  19.  Periodische  Funktionen.  Wellenlinien.  Wir  wollen 
jetzt  die  graphische  Darstellung  der  Funktion 

1/  =  sin  jr 

besprechen.  Zunächst  bemerken  wir,  daß  man  einen  Winkel 
nicht  immer  in  Graden  und  Bruchteilen  eines  solchen,  sondern 
oft  in  sogenanntem  ,,  Bogenmaß  ^^  ausdrückt  Man  bezeichnet 
dann  den  Winkel  durch  die  Zahl,  welche  die  Länge  des  Kreis- 
bogens angibt,  der  in  dem  Winkel  vom  Scheitel  als  Mittelpunkt 
aus  mit  der  Längeneinheit  als  Badius  beschrieben  wird.  In 
Bogenmaß  wird  ein  Winkel  von  360^  durch  2  7r,  ein  rechter 
Winkel  durch  \n  und  ein  Winkel  von  360^/2 ;r  =  57M7' 
durch  die  Zahl  1  dargestellt 

Die  Änderungen,  welche  der  Sinus  erleidet,  wenn  der 
Winkel  von  0^  bis  360^  oder  von  0  bis  2;r  zunimmt,  sind 
bekannt  Man  kann  auch  Winkel,  die  größer  als  360®  sind, 
ebenso  auch  negative  Winkel  betrachten,  wie  dies  in  der  Gonio- 
metrie gelehrt  wird.  Wenn  der  Winkel  um  360®  oder  2n  zu- 
nimmt, nimmt  der  Sinus  wieder  denselben  Wert  an. 

Eine  Funktion,  welche  immer  wieder  denselben  Wert  an- 
nimmt, wenn  die  unabhängige  Veränderliche  um  einen  be- 
stimmten Betrag  zunimmt,  h.Q\iii periodisch.  Der  betreflfende  Betrag 
wird  die  Periode  genannt     Die  Periode  von  sin  x  ist  also  2  n. 

§  20.  Wenn  der  Winkel  in  Graden  ausgedrückt  ist,  so 
muß  man,  um  die  Änderungen  des  Sinus  graphisch  darzu- 
stellen, zunächst  eine  gerade  Linie  wählen,  welche  einen  Winkel 
von  1  ®  angibt.  Wird,  wie  wir  voraussetzen,  Bogenmaß  benutzt, 
so  wird  ein  rechter  Winkel  durch  eine  gerade  Linie  dargestellt, 
die  \nm2l  so  groß  ist  wie  die  gewählte  Längeneinheit. 

Fig.  24,  die  die  gesuchte  graphische  Darstellung  zeigt, 
bedarf  keiner  ausführlichen  Erläuterung.     Da  für  a;  =  0  auch 
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der  Sinus  Null  wird,  geht  die  krumme  Linie  durch  den  Ur- 
sprung. Sie  schneidet  femer  die  Abszissenachse  in  den  Punkten 
G,  D,  E  usw.,  Bj  A  usw.,  die  so  liegen,  daß 

AB:=  BO  =  OG  =  CD  =  DE  =  MSw,  =  n 

ist.  Zwischen  den  genannten  Punkten  liegt  die  Linie  ab- 
wechselnd über  und  unter  der  Abszissenachse,  da  der  Sinus 
jedesmal,  wenn  er  gleich  Null  geworden  ist,  das  Zeichen 
wechselt.  Die  größten  positiven  und  negativen  Werte  hat  die 
Ordinate  in  den  Punkten,  die  in  der  Mitte  zwischen  0  und 
(7,    C  und  D  usw.  liegen;  diese  Punkte  entsprechen  nämlich 


Fig.  24. 

X  ==  ^71  {90%  -^Tt  (270^)  usw.  Bei  der  Konstruktion  ist  es  nötig, 
noch  eine  Anzahl  anderer  Punkte  außer  0,  f,  C,  g,  D  . .  .  zu 
bestimmen.  Man  kann  z.  B.  einen  Punkt  nehmen,  dessen  Ab- 
szisse ^Oi^  ist;  die  Ordinate  ist  hier  sin  30^  =  -^.  Zur  Ab- 
szisse \0F  gehört  eine  Ordinate  =  sin  45®  =  l^  =  0,707. 

Aus  den  Eigenschaften  des  Sinus  folgt,  daß  Ff  eine 
Symmetrieachse  für  das  Stück  OfC  der  Linie  ist,  ferner  daß 
das  Stück  CgD  mit  OfC  kongruent  ist.  Wenn  das  Stück 
OfCgD  konstruiert  ist,  so  ist  die  ganze  Linie  bekannt,  denn 
dies  Stück  wiederholt  sich  immer  wieder  nach  rechts  und  links, 
wie  man  zum  Teil  in  der  Figur  sieht.  Das  Stück  von  A  bis 
O  stimmt  vollkommen  überein  mit  dem  Stück  von  0  bis  D. 

Eben  weil  der  Sinus  eine  periodische  Funktion  ist,  muß 
die  Linie,  welche  die  Änderungen  desselben  darstellt,  aus  einer 
ununterbrochenen  Aufeinanderfolge  von  gleichen  Teilen  bestehen. 

§  21.    Die  graphische  Darstellung  der  Funktion 

y  =  asin  x, 

in  welcher  a  als  positiv  angenommen  werden  soll,  bekommt 
man  dadurch,  daß  man  in  Fig.  24  alle  Ordinaten  amal  größer 
macht.  Die  Figur  wird  dadurch  in  der  Richtung  0  Y  einseitig 
gedehnt  oder  zusammengedrückt 
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Will  man  die  Funktion 

y  =  sin  2  a; (7) 

darstellen^  so  muß  man  beachten^  daß  diese  verschwindet  für 
die  folgenden  Werte  von  x: 

0,  ^71,  71,  in  usw., 

denn  für  diese  Werte  hat  der  doppelte  Winkel  diejenigen 
Werte,  für  welche  der  Sinus  gleich  Null  ist 

Die  Linie,  deren  Gleichung  (7)  ist,  schneidet  also  die 
aj-Achse  in  einer  Anzahl  von  Punkten,  deren  gegenseitige  Ent- 
fernungen halb  so  groß  sind  als  die  Entfernungen  O  C  usw.  in 
Fig.  24.  Die  Linie  entsteht  aus  der  durch  Fig.  24  dargestellten 
Linie  durch  einseitige  Zusammendrückung  in  der  Bichtung 
von  OX. 

Dasselbe  gilt  von  der  Linie,  welche  die  Funktion 

y  =  sinÄa: 

darstellt,  wenn  die  Konstante  k  größer  als  1  ist  Ist  diese 
kleiner  als  1,  so  muß  eine  einseitige  Dehnung  der  Fig.  24  vor- 
genommen werden.  Die  Funktion  sin^a;  z.B.  verschwindet 
für  a;  =  0,  3  ;r,  6  ;r  usw. 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  wie  die  Funktion 

«/  =  a  sin  k  x 
dargestellt  wird. 

Hat  man  es  endlich  mit  der  Funktion 

y  =  aÄn{kx  +  p) •     (8) 

zu  tun,  in  der  p  eine  konstante  Größe  ist,  so  muß  man  be- 
achten, daß  y  verschwindet  für 

kx  +  p  ^  0,  Tif  2  7t,  S  71  usw., 
also  für 

Die  Durchschnittspunkte  mit  der  a>Achse  liegen  also  in 
Abständen  =  7ilk  voneinander,  und  einer  der  Punkte,  in  denen 
y,  wenn  x  größer  wird,  von  negativen  zu  positiven  Werten 
übergeht,  hat  die  Abszisse  —  p/k  Die  größten  Abweichungen 
von  der  a;- Achse  sind  +  a  und  —  a.  Um  die  graphische 
Darstellung  von  (8)  zu  bekommen,   muß  man  also  die  Linie 
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von  Fig.  24  zuerst  in  der  Kichtimg  von  0  Y  einseitig  dehnen 
oder  zusammendrücken,  um  den  Strecken  Ff,  Og  usw.  den 
Wert  a  zu  geben,  und  dann  durch  eine  ähnliche  Operation  in 
der  Richtung  der  a;-Achse  die  Durchschnittspunkte  mit  dieser 
Achse  auf  die  gegenseitige  Entfernung  itjk  bringen.  Endlich 
muß   durch   eine  Verschiebung  längs   der  aj-Achse   einer  der 


Fig.  25. 

Durchschnittspunkte,  in  denen  die  Linie  nach  rechts  steigt,  in 
die  Entfernung  —pik  vom  Ursprung  gebracht  werden. 

Der  Cosinus  wird  durch  eine  ebensolche  Linie  dargestellt 
wie  der  Sinus.  Man  hat  nämlich  cos  qp  =  sin  (qp  +  nji)  und 
man  kann  flir  die  Funktion 

y  ==  a  cos  (A;  a:  +  ^), 

wobei  q  konstant  ist,  schreiben 

2/  =  a  sin  (Ä  x  +  ^  +  \<jt\ 
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Bezeichnet  man  nun  q  +  \n  durch  p^  so  kommt  man  auf 
den  Fall  der  Funktion  (8)  zurück. 

Zur  Erläuterung  des  Gesagten  mag  Fig.  25  dienen.  Die 
darin  vorkommenden  krummen  Linien  haben  als  Gleichungen 

y  =  sin  Xj 

y  =  1,5  sin  2  X, 

t/  =  2  8in(ix- ^;r), 

t/  =  cos(^ar  +  \n). 

Die  Darstellung  einer  periodischen  Funktion,  die  weniger 
einfach  ist  als  die  oben  besprochenen,  gibt  die  Linie  L^  in 
Fig.  26.     Jedesmal  wenn  die  Abszisse  um  einen  gewissen  Be- 


Fig.  26. 

trag  (die  Periode)  zunimmt,  kehrt  dieselbe  Ordinate  zurück; 
die  krumme  Linie  besteht  also  wieder  aus  einer  Anzahl  auf- 
einander folgender  gleicher  Teile,  aber  diese  haben  eine  wenigei 
einfache  Gestalt  als  in  Fig.  24  und  25. 

Die  Linien,  welche  periodische  Funktionen  darstellen^  heißen 
Wellmlinien.  Die  in  Fig.  24  und  25  dargestellten  werden  ein- 
fache  WdlerUinien  oder  Siimsoiden  genannt. 

§  22.  Figuren  im  Eaum.  Projektionen.  Koordinaten. 
Körper  oder  Figuren  im  Raum  können  durch  eine  perspektivische 
Zeichnung  abgebildet  werden.  In  vielen  Fällen  verdient  jedoch 
das  Zeichnen  einer  Projektion  den  Vorzug.     ' 

Die  Ebene,  auf  welche  man  projiziert,  wird  oft  hori- 
zontal gewählt;  man  spricht  dann  von  der  HorixorUalprcjekHon. 
Diese  gibt  die  Figur  im  Eaum  so  wieder^  wie  sie  sich  einem 
Beobachter  darstellt,  der  sich  in  großer  Entfernung  über  der- 
selben befindet. 

Für  die  Bestimmung  der  Lage  der  Figur  ist  natürlich  die 
Projektion  nicht  hinreichend;  man  muß  außerdem  angeben, 
ie  hoch  jeder  Punkt  über  der  Projektionsebene  liegt 
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Dies  kann  dadurch  geschehen,  daß  man  neben  die  Pro- 
jektion eines  jeden  Punktes  eine  Zahl  schreibt,  welche  diese 
Höhe  angibt  Ein  anderes  Mittel  benutzt  man  in  der  dar- 
stellenden Geometrie;  es  besteht  darin^  daß  man  eine  zweite 
Projektion  zeichnet ,  und  zwar  auf  eine  Ebene,  die  auf  der 
zuerst  gewählten  Projektionsebene  senkrecht  steht 

Man  kann  femer  die  Lage  von  Punkten  im  Kaum  durch 
ihre  Koordinaten  bestimmen. 

In  Fig.  27  sind  OX,  OY,  OZ  drei  feste  aufeinander  senk- 
recht stehende  Linien;  aus  einem  beliebigen  Punkt  P  sind  die 
Senkrechten  PA,  PB,  PC  auf  die 
Ebenen  YOZ,  ZOX,  XOY  gefällt 
Durch  die  Länge  dieser  Senkrechten 
ist  die  Lage  von  P  bestimmt,  wenig- 
stens wenn  man  außerdem  weiß,  auf 
welcher  Seite  der  genannten  Ebenen 
sich  der  Punkt  befindet,  also  in  welcher 
der  acht  von  den  Ebenen  gebildeten 
dreiflächigen  Ecken  er  liegt 

Die  festen  Linien  heißen  die  Ko- 
ordinatenachsen,    die    Ebenen    YOZ, 
ZOX,  XOY  die   Koordinatenebenen ,  die  Abstände  PA,  PB, 
PC  die  Koordinaten  des  Punktes. 

Wenn  man  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped  konstruiert, 
von  dem  O  und  P  zwei  gegenüberliegende  Ecken  sind  und 
von  dem  drei  Kanten  den  Koordinatenachsen  entlang  fallen, 
so  kann '  man  als  Koordinaten  von  P  anstatt  der  Senk- 
rechten PA,  PB,  PC  auch  die  Kanten  des  Parallelepipeds 
nehmen,  die  in  O  zusammenkommen.  Bei  jeder  Kante  kann 
durch  das  Vorzeichen  angegeben  werden,  in  welcher  Richtung, 
von  0  aus,  sie  läuft. 

Zwischen  den  Koordinaten  eines  Punktes  und  der  Ent- 
fernung desselben  vom  Ursprung  besteht  die  folgende  einfache 
Beziehung: 

OP^  =  OD^  +  OE^  +  OFl 

'  Es  ist  leicht  einzusehen,  daß  die  Bestimmung  des  Ortes 
eines  Punktes  durch  seine  Koordinaten  im  Grunde  genommen 
auf  dasselbe  hinauskommt  wie  die  Methode  der  Projektionen. 

Lorenis,  Lehrbach  der  Physik.  I.  3 


Fig.  27. 
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Die  beiden  Koordinaten  OD  und  OE  bestimmen  nämlich  in 
der  gewöhnlichen  Weise  die  Lage  von  G  in  der  Ebene  XOY^ 
d.  h.  sie  bestimmen  die  Projektion  von  P  auf  diese  Ebene. 
Die  dritte  Koordinate  gibt  dann  weiter  die  Entfernung  des 
Punktes  P  von  der  Ebene  an. 

§  23.  Funktionen  von  zv^ei  unabhängigen  Veränderlichen. 
Graphische  Darstellung  durch  eine  Fläche.  In  einer  festen 
Ebene,  die  wir  uns  in  horizontaler  Lage  denken,  nehmen  wir 
die  Koordinatenachsen  OX  und  OT  (Fig.  28);  über  dieser 
Ebene  denken  wir  uns  eine  beliebige  gekrümmte  Fläche.  Die 
Länge  der  Senkrechten,  die  man  in  dem  einen  oder  anderen 
Punkt  P  errichten  kann,  bis  an  den  Durchschnittspunkt  mit 
der  Fläche  gerechnet,  ist  dann  eine  Größe,  die  von  zwei  un- 
abhängigen Veränderlichen  abhängt.  Die  Länge  der  Senk- 
rechten ist  nämlich  bestimmt,   sobald 

man  die  beiden  Koordinaten  von  P  in 

der  Ebene  XOY  kennt,  aber  diese 
Koordinaten  können  unabhängig  von- 
^-^  einander  verschiedene  Werte  annehmen. 
Hat  man  z.  B.  die  Abszisse  gewählt, 
so  sind  noch  verschiedene  Werte  für 
^^  die    Ordinate    und    also    verschiedene 


^ 


jp.    28  Punkte,  wie  P,  P',  P",  möglich  und  in 

jedem  dieser  Punkte  hat  die  genannte 
Senkrechte  eine  andere  Länge.  Ebenso  ändert  sich  die 
Länge  der  Senkrechten  beim  Übergang  von  P  zu  Pj  und  Pg, 
d.  h.  wenn  sich  die  Abszisse  ändert,  während  die^  Ordinate 
dieselbe  bleibt. 

Jeder  algebraische  oder  goniometrische  Ausdruck,  in 
welchem  zwei  Veränderliche  vorkommen,  z.B.  2 x^  +  3 a; y  +  4 ^^^ 
%m[x  +  y)y  hängt  sowohl  vom  Werte  der  einen  als  auch  vom 
Werte  der  anderen  Veränderlichen  ab. 

Auch  in  physikalischen  Problemen  kommen  derartige  Fälle 
vor.  Das  Volum  einer  Gasmenge  hängt  von  der  Temperatur 
des  Gases  und  vom  Druck  ab,  unter  dem  es  sich  befindet 
Hat  man  das  Volum  bei  einer  Anzahl  von  Temperaturen  und 
Drucken  gemessen,  so  kann  man  die  Ergebnisse  in  einer  Tabelle 
mit  doppeltein  Eingang  vereinigen,  in  der  z.  B.  nebeneinander 
die  Werte  des  Volums  stehen,  die  zu  demselben  Druck  aber 
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zu  verschiedenen  Temperaturen  gehören,  dagegen  untereinander 
die  Werte,  welche  das  Volum  unter  verschiedenen  Drucken 
bei  derselben  Temperatur  hat. 

Das  Ergebnis  jeder  Messung  kann  durch  die  Lage  eines 
Punktes  im  Räume  angegeben  werden.  Man  stellt  zu  diesem 
Zwecke  in  der  in  §  9  angegebenen  Weise  die  Temperatur,  den 
Druck  und  das  Volum  durch  Linien  dar  und  wählt  einen  Punkt 
so,  daß  seine  drei  Koordinaten  die  Temperatur,  den  Druck 
und  das  Volum  angeben,  die  bei  einer  Beobachtung  vorgekommen 
sind.  Oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  man  sucht  in  einer 
Ebene  (Fig.  28)  einen  Punkt  P,  dessen  Abszisse  und  Ordinate 
der  Temperatur  und  dem  Druck  proportional  sind,  die  bei 
einer  Messung  bestanden,  und  errichtet  dann  in  P  eine  Senk- 
rechte auf  die  Ebene;  durch  die  Länge  dieser  Linie  stellt  man 
das  beobachtete  Volum  dar.  Der  Endpunkt  der  Senkrechten 
ist  dann  der  gesuchte  Punkt. 

Ebenso  wie  wir  nun  in  §  9  durch  die  Punkte,  die  die 
Ergebnisse  der  einzelnen  Beobachtungen  darstellten,  eine  krumme 
Linie  zogen,  können  wir  jetzt  durch  die  gefundenen  Punkte 
eine  Fläche  legen.  Diese  Fläche,  welche  in  der  Regel  gekrümmt 
sein  wird,  läßt  uns  sofort  erkennen,  welchen  Wert  die  eine 
veränderliche  Größe  hat,  wenn  die  Werte  der  beiden  anderen 
gegeben  sind. 

Da  man  jedoch  eine  Fläche  in  Wirklichkeit  schwer  kon- 
struieren kann,  so  ist  dies  Verfahren  nur  von  beschränktem 
Nutzen.  Oft  befolgt  man  eine  andere  Methode,  die  in  dem 
oben  angeführten  Beispiel  darin  besteht,  daß  man  eine  Anzahl 
krummer  Linien  konstruiert  deren  jede  für  eine  bestimmte 
Temperatur  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Druck  und  dem 
Volum  angibt. 

§  24.  Besondere  Flächen.  Es  ist  wünschenswert,  mit  noch 
einigen  anderen  Flächen  als  den  in  der  niederen  Mathematik 
behandelten  bekannt  zu  sein. 

Eine  Zylinderfläche  wird  durch  die  Bewegung  einer  geraden 
Linie  beschrieben,  die  immer  dieselbe  Richtung  behält  und 
einer  gegebenen  krummen  Linie  entlang  gleitet.  Diese  letztere 
heißt  die  Direktrix,  die  gerade  Linie  die  erzeugende  Linie,  Wenn 
die  Leitlinie  geschlossen  ist,  so  wird  die  Zylinderfläche  röhren- 
förmig. 
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Der  Körper,  welcher  durch  eine  solche  Zylinderfläche  und 
zwei  einander  parallele  Ebenen  begrenzt  wird,  ist  ein  Zylinder. 
Der  Rotationszylinder  ist  davon  ein  besonderer  Fall. 

Der  Inhalt  eines  Zylinders  wird  gefunden,  indem  man 
die  Größe  des  Teiles,  welcher  durch  die  Zylinderfläche  aus 
einer  der  erwähnten  Ebenen  ausgeschnitten  wird  {OrundfläM}, 
mit  dem  Abstand  der  beiden  Ebenen  {Höhe)  multipliziert. 

Eine  Kegelfläche  wird  durch  eine  gerade  Linie  beschrieben, 
die  immer  durch  einen  festen  Punkt  [Spitze)  geht  und  dabei 
einer  gegebenen  krummen  Linie  {Leitlinie)  entlang  gleitet.  Ist 
die  letztere  geschlossen,  so  kann  die  Kegelfläche  zusammen 
mit  einer  Ebene  einen  Körper  begrenzen,  der  als  Kegel 
bezeichnet  wird.  Der  Kotationskegel  ist  davon  ein  be- 
sonderer Fall. 

Der  Inhalt  eines  Kegels  wird  gefunden,  indem  man  die 
Größe  des  Teiles,  welcher  von  der  Kegelfläche  aus  der  ge- 
nannten Ebene  ausgeschnitten  wird  {Grundfläche)  mit  dem  dritten 
Teil  der  von  der  Spitze  auf  die  Grundfläche  gefällten  Senk- 
rechten {Höhe)  multipliziert. 

Wichtige  Flächen  entstehen  durch  die  Rotation  eines 
Kegelschnittes  um  eine  Symmetrieachse.    Läßt  man  eine  Ellipse 

um  die  große  oder  die  kleine 
Achse  rotieren,  so  erhält  man 
Rotationsellipsoide  von  verschie- 
dener Gestalt 

Wenn  die  krummen  Linien 
von  Fig.  29  (dieselbe  Figur  wie 
16)  um  OY  rotieren,  so  ent- 
stehen eine  Kugel  und  ein  Ro- 
tationsellipsoid, welche  die  durch 
0  A  beschriebene  Ebene  als  ge- 
meinschaftlichen Äquator  haben. 
Die  beiden  Punkte,  in  denen 
diese  Flächen  durch  eine  Linie 
parallel  zu  0  T  geschnitten  werden,  liegen,  wie  leicht  ein- 
zusehen ist,  in  Abständen  von  der  Aquatorfläche,  die  in  einem 
konstanten  Verhältnis  zueinander  stehen. 

Eine  Figur  im  Raum  kann  eine  einseitige  Dehnung 
oder  Zusammendrückung  erleiden,  die  der  Formänderung  von 
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ebenen  Figuren  entspricht,  die  wir  in  §  16  besprochen  haben, 
um  eine  solche  Dehnung  oder  Zusammendrückung  in  einer 
vorgeschriebenen  Eichtung  eintreten  zu  lassen,  nimmt  man  eine 
Ebene  senkrecht  zu  dieser  Richtung  an  und  läßt  jeden  Punkt 
der  Figur  sich  auf  einer  Senkrechten  auf  die  Ebene  von 
dieser  entfernen  oder  ihr  nähern,  und  zwar  so,  daß  zwischen 
der  ursprünglichen  und  der  neuen  Entfernung  des  Punktes 
von  der  Ebene  ein  Verhältnis  besteht,  welches  für  alle  Punkte 
der  Figur  dasselbe  ist.  Dabei  bleiben  alle  Linien,  die  der 
Ebene  parallel  laufen,  an  Länge  unverändert 

Nicht  nur,  wie  sich  durch  Betrachtung  von  Fig.  29  ergab, 
durch  eine  einseitige  Zusammendrückung,  sondern  auch  durch 
eine  einseitige  Dehnung  entsteht  aus  einer  Kugel  ein  Rota- 
tionsellipsoid. Eine  etwas  weniger  einfache  Fläche  bekommt 
man,  wenn  eine  Kugel  in  drei  aufeinander  senkrechten 
Richtungen  Dehnungen  oder  Zusammendrückuogen  der  be- 
sprochenen Art  erleidet,  oder  auch,  wenn  solche  Formverände- 
rungen in  zwei  von  diesen  Richtungen  in  ungleichem  Grade 
vorgenommen  werden.  Die  Flächen,  welche  auf  diese  Weise 
entstehen,  haben,  ebenso  wie  die  oben  betrachteten  Rotations- 
flächen, die  Eigenschaft,  daß  sie  von  einer  Ebene  nach  einer 
EUlipse  —  die  bei  einigen  Lagen  der  Ebene  in  einen  Kreis 
übergeht  —  geschnitten  werden.  Sie  werden  deshalb  Ellipsoide 
genannt.  Der  Mittelpunkt  der  Kugel  hat,  falls  er  bei  der  Ver- 
änderung der  Figur  an  seiner  Stelle  geblieben  ist,  auch  in  bezug 
auf  die  neue  Fläche  die  Eigenschaft,  daß  er  alle  Sehnen,  die 
man  durch  ihn  ziehen  kann,  halbiert.  Er  heißt  daher  der 
Mittelpunkt  des  EUipsoids. 

Unter  allen  durch  diesen  Punkt  gehenden  Linien  (Durchr 
messer)  spielen  diejenigen,  welche  in  den  Richtungen  laufen,  in 
welchen  die  Dehnungen  oder  Zusammendrückungen  statt- 
fanden, eine  besondere  Rolle.  Sie  werden  die  Achsen  des  Ellip- 
soids  genannt  Eine  Ebene,  welche  durch  zwei  dieser  Achsen 
gelegt  wird,  ist  eine  Symmetrieebene,  d.  h.  sie  teilt  jede  Sehne, 
die  auf  ihr  senkrecht  steht,  in  zwei  gleiche  Teile. 

Sind  zwei  der  erwähnten  Dehnungen  oder  Zusammen- 
drückungen einander  gleich,  dann  sind  auch  zwei  Achsen  des 
EHlipsoids  gleich  lang;  die  Fläche  wird  dann  ein  Rotations- 
ellipsoid.    Im   Gegensatz   dazu  kann   man   ein   Ellipsoid,    in 
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welchem   alle   drei  Achsen  voneinander   verschieden  sind,   ein 
dreiachsiges  nennen. 

§  25.  Linien  auf  gekrümmten  Flächen.  Schranbenlinie. 
Die  krummen  Linien,  welche  entstehen,  wenn  eine  gekrümmte 
Fläche  von  einer  Ebene  geschnitten  wird,  wurden  bereits  mehr- 
mals erwähnt.  Diese  Durchschnitte  werden  oft  gebraucht,  um 
eine  Vorstellung  von  der  Gestalt  der  Fläche  zu  geben;  be- 
sonders geeignet  für  diesen  Zweck  ist  eine  Eeihe  von  Durch- 
schnitten mit  einer  Anzahl  einander  paralleler  Ebenen. 

Auf  einer  gekrümmten  Fläche  können  auch  Linien  ge- 
zogen werden,  die  nicht  in  einer  Ebene  liegen.  Ein  Beispiel 
davon  ist  die  Schraubenlinie,  die  auf  der  gekrümmten  Fläche 
eines  Rotationszylinders  konstruiert  werden  kann. 

Auf  der  Zylinderfläche  bewege  sich  eine  erzeugende  Linie 
so,  daß  sie  (Fig.  30)  nacheinander  die  Stellungen  AP,  BQ,  CR 

einnimmt  (die  Figur  stellt  eine  Pro- 
jektion auf  eine  durch  die  Achse 
des  Zylinders  gehende  Ebene  dar) 
und  jeder  Punkt  der  Linie  einen 
Kreis  beschreibt.  Zu  gleicher  Zeit 
verschiebe  sich  ein  beweglicher  Punkt 
so  längs  der  erzeugenden  Linie,  daß 
seine  Bewegung  mit  der  der  er- 
zeugenden Linie  gleichen  Schritt  hält, 
d.  h.  daß  er  in  Zeiten,  in  denen  die 
Linie  gleiche  Wege  durchläuft,  eben- 
falls um  gleiche  Strecken  fortschreitet 
Der  Punkt  beschreibt  dann  eine 
Schraubenlinie.  Sind  in  Fig.  30  A  P, 
BQ,  OB  drei  erzeugende  Linien  in  gleichen  Entfernungen  von- 
einander und  ist  ABC  eine  Ebene  senkrecht  zur  Achse  und 
PQB  die  Schraubenlinie,  dann  muß  B  Q—AP  =  CB  —  BQ  sein. 
Da  die  Bewegung  der  erzeugenden  Linie  und  die  Be- 
wegung des  Punktes  auf  dieser  Linie  unbegrenzt  fortgesetzt 
werden  können,  so  besteht  die  Schraubenlinie  aus  einer  Auf- 
einanderfolge von  gleichen  Windungen  um  den  Zylinder.  Zwei 
aufeinander  folgende  Windungen  schneiden  von  verschiedenen 
erzeugenden  Linien  gleiche  Stücke  PT,  Q  U  usw.  ab.  Die  Länge 
derselben  heißt  die  Ganghöhe  der  Schraubenlinie. 
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Fig.  30. 
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Krumme  Linien,  die,  wie  die  Schraubenlinie,  nicht  in 
einer  Ebene  liegen,  werden  Linien  von  doppelter  Krümmung 
genannt. 

§  26.  Berührnngsebene.  Normale.  Krümmung  von  ge- 
bogenen Flächen.  Man  stelle  sicli  vor,  durch  einen  Punkt  P 
einer  gekrümmten  Fläche  sei  eine  Anzahl  von  krummen  Linien 
gezogen,  die  alle  auf  der  Fläche  liegen;  bei  jeder  Linie  stellen 
wir  uns  die  Tangente  im  Punkt  P  vor.  Diese  Tangenten  liegen 
mit  Ausnahme  einzelner  besonderer  Fälle  (Spitze  eines  Kegels) 
alle  in  einer  Ebene,  welche  die  Berührungsebene  an  die  Fläche 
im  Punkt  P  genannt  wird.  Die  Linie,  welche  in  P  senkrecht 
auf  die  Berührungsebene  gezogen  wird,  heißt  die  Normale. 

Eine  Zylinderfläche  und  eine  Kegelfläche  werden  von  einer 
Ebene  nicht  in  einem  einzelnen  Punkt,  sondern  in  allen  Punkten 
einer  erzeugenden  Linie  berührt.  In  allen  diesen  Punkten  hat 
die  Normale  dieselbe  Richtung. 

Bei  einer  Rotationsfläche  steht  die  Berührungsebene  in 
einem  Punkt  P  senkrecht  auf  der  Ebene,  die  durch  diesen 
Punkt  imd  die  Achse  geht  {Meridianebene).  Die  Normale  in  P 
liegt  also  in  der  zuletzt  genannten  Ebene  und  schneidet  im 
allgemeinen  die  Achse.  Der  Punkt,  in  welchem  sie  dies  tut, 
bleibt  derselbe,  wenn  man  P  auf  einem  Parallelkreis  verschiebt, 
d.  h.  auf  einem  Kreis,  welcher  entsteht,  wenn  die  Fläche  von 
einer  auf  der  Achse  senkrecht  stehenden  Ebene  geschnitten  wird. 

Um  die  Krümmung  einer  gebogenen  Fläche  in  einem  be- 
stimmten Punkt  P  zu  beurteilen,  ziehen  wir  durch  diesen  Punkt 
die  Normale  und  legen  durch  diese  Linie  eine  Anzahl  von 
Ebenen.  Sodann  untersuchen  wir,  wie  stark  die  Linien,  in 
denen  die  Ebenen  die  Fläche  schneiden,  die  sogenannten  Normal' 
schnitte,  in  P  gekrümmt  sind. 

Nur  bei  der  Kugel  ist  die  Krümmung  aller  durch  einen 
beliebigen  Punkt  gelegten  Normalschnitte  gleich  groß,  bei 
anderen  Flächen  ist  in  der  Regel  der  eine  Schnitt  stärker  ge- 
krümmt als  der  andere.  Man  kann  beweisen,  dass  die  Ebenen 
der  beiden  Schnitte,  die  am  stärksten  und  am  schwächsten  ge- 
krümmt sind,  aufeinander  senkrecht  stehen.  Die  Krümmungs- 
radien dieser  beiden  Schnitte  werden  die  Hauptkrümmungs- 
radien der  Fläche  in  dem  betreflfenden  Punkt  genannt. 

Bei   einer   Zylinderfläche   und   einer  Kegelfläche   ist   die 
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kleinste  Erümmang  gleich  Null;  einer  der  beiden  Normal- 
Schnitte  fällt  nämlich  mit  einer  erzeugenden  Linie  zusammen. 
Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  daß  man  bei  vielen 
Flächen,  wenn  man  sie  aus  einer  gewissen  Elntfemung,  von 
einem  Punkt  einer  Normalen  aus  betrachtet^  von  allen  Normal- 
schnitten im  Fußpunkt  der  Normale  die  konvexe  Seite  oder 
von  allen  die  konkave  Seite  sich  zugekehrt  erblickt.  Dies  ist 
jedoch  nicht  immer  der  FalL  Wenn  man  z.  B.  einen  Sattel 
von  oben  betrachtet,  so  sieht  man  bei  einigen  Normalschnitten 
gegen  die  konvexe,  bei  anderen  gegen  die  konkave  Seite.  Etwas 
Ähnliches  kommt  bei  der  Fläche  vor,  die  durch  die  Rotation 
der  Hyperbel  von  Fig.  19  um  die  Linie  O  Y  entsteht 

§  27.  Zusammensetzung  von  Vektoren.  Während  einige 
Größen,  die  in  der  Physik  zur  Sprache  kommen,  vollkommen 
bestimmt  sind,  sobald  man  ihre  Qröße  kennt,  muß  bei  anderen 
nicht  nur  die  Größe,  sondern  auch  die  Richtung  angegeben 
werden.  Geschwindigkeiten  und  Kräfte  sind  Größen  dieser 
Art;  wir  wollen  sie  im  allgemeinen  Vektoren  nennen.  Ein 
Vektor  kann  immer  durch  eine  gerade  Linie  dargestellt  werden, 
welcher  die  Richtung  des  Vektors  hat  und  deren  Länge  in  der 
in  §  9  angegebenen  Weise  die  Größe  des  Vektors  angibt  Eine 
solche  Linie  kann  auch  selbst  ein  Vektor  genannt  werden,  und 
man  hat  denn  auch  oft,  wenn  man  von  einem  Vektor  spricht, 
die  Linie,  welche  ihn  darstellt,  im  Auge. 

Wenn  man  einen  Vektor  nennt,  so  nennt  man  zuerst  den- 
jenigen Punkt,  von  welchem  aus 
er  gezogen  wird;  es  ist  also  nicht 
einerlei,  ob  man  von  dem  Vektor 
Ä  B  oder  von  dem  Vektor  BA 
spricht. 

Solange  die  Richtung  und  die 

Größe    eines   Vektors   unverändert 

Pig  31  bleiben,    wenn  er  auch  von  einem 

anderen  Anfangspunkt  aus  gezogen 

wird,  wollen  wir  sagen,  daß  der  Vektor  sich  selbst  gleich  bleibt 

Wenn  in  Fig.  31   AB  CD  ein  Parallelogramm  ist,   so  werden 

also  die  Vektoren  A  D  und  B  C  gleich  genannt. 

Unter  dem  Zusammensetzen  zweier  Vektoren  versteht  man, 
daß  der  zweite  B  C  mit  seinem  Anfangspunkt  in  den  Endpunkt 
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des  ersten  AB  gesetzt  wird  und  daß  dann  der  Anfangspunkt 
A  des  ersten  mit  dem  Endpunkt  G  des  zweiten  durch  eine 
gerade  Linie  A  G  verbunden  wird.  Diese  letztere  ist  der  Vektor, 
den  man  „durch  das  Zusammensetzen  der  beiden  gegebenen 
Vektoren"  bekommt;  sie  heißt  die  JResultanie  Yon  AB  und  BG. 
Dagegen  heißen  A  B  und  B  G  die  Komponenten  von  A  G, 

Zieht  man  von  A  die  Linie  AD  parallel  und  gleich  B G, 
so  entsteht,  wenn  man  D  mit  G  verbindet,  ein  Parallelogramm. 
Man  kann  daher  auch  sagen:  Um  zwei  Vektoren  zusammenzu- 
setzen, läßt  man  ihre  Anfangspunkte  zusammenfallen,  beschreibt 
über  den  Vektoren  als  Seiten  ein  Parallelogramm  und  zieht 
in  diesem  die  Diagonale  vom  Anfangspunkt  der  Vektoren  aus. 

Die  Figur,  welche  man  so  erhält,  heißt  das  Parallelogramm 
der  Vektoren.  Wenn  die  Größe  der  beiden  Vektoren  und  der 
Winkel,  den  sie  miteinander  bilden,  gegeben  sind,  so  kann 
man  den  resultierenden  Vektor  und  die  Winkel,  die  er  mit 
den  Komponenten  bildet,  durch  eine  einfache  trigonometrische 
Berechnung  finden. 

Aus  der  ftlr  das  Zusammensetzen  gegebenen  Kegel  folgt 
noch^  daß  die  Eesultante  zweier  Vektoren  von  derselben  Rich- 
tung ebenfalls  diese  Richtung  hat  und  gleich  der  Summe  der 
beiden  Komponenten  ist. 

Dagegen  ist  die  Resultante  zweier  Vektoren,  die  entgegen- 
gesetzte Richtung  haben,  gleich  ihrer  Differenz;  die  Richtung 
der  Resultante  stimmt  in  diesem  Fall  mit  der  Richtung  der 
größeren  der  beiden  Komponenten  überein.  Sind  die  entgegen- 
gesetzten Vektoren  gleich,   so   ist  die  Resultante  gleich  Null. 

Wenn  man  bei  Vektoren,  die  derselben  geraden  Linie 
parallel  sind,  durch  die  Zeichen  +  und  —  unterscheidet,  ob 
sie  nach  der  einen  oder  der  anderen  Seite  gerichtet  sind,  so 
kann  man  sagen,  daß  die  Resultante  zweier  derartiger  Vektoren 
gleich  ihrer  algebraischen  Summe  ist. 

Das  Zerlegen  eines  Vektors  ist  das  Entgegengesetzte  vom 
Zusammensetzen;  man  versteht  darunter  nämlich  das  Auf- 
suchen von  zwei  Vektoren,  die  miteinander  zusammengesetzt 
den-  gegebenen  Vektor  liefern.  Es  ist  leicht  einzusehen,  daß 
ein  Vektor  in  der  verschiedenartigsten  Weise  in  zwei  andere 
zerlegt  werden  kann.  Man  kann  die  Richtungen  der  beiden 
E^omponenten  willkürlich  wählen  oder  auch  für  die  eine  Kom- 
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ponente  sowohl  die  Richtung  als  auch  die  Größe  angeben. 
Durch  die  Konstruktion  des  Parallelogramms  wird  im  ersten 
Fall  die  Größe  jeder  Komponente,  im  zweiten  Fall  die  Rich- 
tung und  die  Größe  der  zweiten  Komponente  bestimmt 

§  28.  Nimmt  man  auf  den  Seiten  des  Parallelogramms 
AB  CD  (Fig.  32)  die  Stücke  Ah  xmA  Ad  ^o  an,  daß 

Ah  ^  Ad 
AB  ""  AD 

ist,  und  beschreibt  man  über  diesen  Stücken  als  Seiten  ein 
Parallelogramm  ^ 6c c?,  so  fällt  der  Eck- 
punkt c  desselben  auf  die  Diagonale  A  C, 
und  dabei  ist 

Ae   _  Ab 
AG  ""  AB' 

Wird  daher  von  zwei  Vektoren,  die 
man  zusammensetzt,  die  Größe  in  dem- 
selben Verhältnis  verändert,  während  die 
Richtung  unverändert  bleibt,  so  behält 
auch  der  resultierende  Vektor  dieselbe  Richtung  und  seine 
Größe  ändert  sich  in  demselben  Verhältnis  wie  die  der  Kom- 
ponenten. 

§  29.  Zusammensetzung  von  mehr  als  zwei  Vektoren. 
Unter  dem  Zusammensetzen  einer  beliebigen  Anzahl  von 
Vektoren  versteht  man  die  folgende  Operation.  Der  zweite 
E  Vektor  wird  mit  seinem  Anfangs- 
punkt in  den  Endpunkt  des  ersten 
gesetzt,  der  dritte  sodann  mit  seinem 
Anfangspunkt  in  den  Endpunkt  des 
zweiten,  usw.  Endlich  wird  der  Anfangs- 
punkt des  ersten  mit  dem  Endpunkt 
des  letzten  verbunden. 

In  Fig.  33  ist  A  E  die  Resultante 
der  Vektoren  AB,  BC,  CD,  DE.   Diese 
Figur   braucht   nicht   in  einer  Ebene  zu  liegen. 

Man  kann  die  Regel  für  das  Zusammensetzen  auch  so 
ausdrücken:  Nachdem  der  zweite  Vektor  mit  dem  ersten  zu- 
sammengesetzt ist,  wird  die  Resultante  A  C  (in  der  Figur  nicht 
gezogen)   mit   dem    dritten   Vektor  CD  zusammengesetzt;    die 


Fig.  33. 
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Resultante  AD,   welche  man  dann   bekommt,   wird   mit   dem 
vierten  Vektor  zusammengesetzt,  usw. 

Wenn  alle  Vektoren,  die  man  zusammensetzen  muß,  mit 
ihren  Anfangspunkten  in  demselben  Punkt  lägen,  so  würde 
für  jeden  Schritt  in  dieser  Konstruktion  ein  neues  Vektoren- 
parallelogramm dienen. 

Wenn  eine  beliebige  Anzahl  von  Vektoren  derselben 
geraden  Linie  parallel  sind,  so  ist  die  Resultante  gleich  der 
algebraischen  Summe  der  Komponenten. 

Bei  dem  Zusammensetzen  mehrerer  Vektoren  ist  das  Resultat 
unabhängig  von  der  Reihenfolge,  in  welcher  sie  miteinander  ver- 
einigt werden.  In  Fig.  34  z.  B.,  die  ebenfalls  nicht  in  einer  Ebene 
zu  liegen  braucht,  bekommt  man  AD, 
wenn  man  zuerst  A  B  mit  dem  zweiten 
Vektor  5^  und  dann  die  Resultante  mit 
dem  dritten  Vektor  ED  zusammensetzt. 
Beschreibt  man  nun  über  BE  und  ED 
als  Seiten  ein  Parallelogramm,  so  ist 
B  G  gleich  dem  dritten  Vektor  ED,  und 
CD  gleich  dem  zweiten  BE,  Hieraus 
ergibt  sich,  daß  man^D  auch  bekommt, 
wenn  man  AB  zuerst  mit  dem  dritten  Vektor  zusammensetzt 
und  dann  die  Resultante  A  C  mit  dem  zweiten. 

Haben  drei  Vektoren  OD,  OE und  OF {Fig.  27),  die  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  denselben  Anfangspunkt,  so  ist  ihre 
Resultante  die  Diagonale  O  P  des  Parallelepipeds,  das  auf 
OD,  OE  und  OF  als  Kanten  beschrieben  werden  kann.  Um- 
gekehrt muß  man,  um  einen  gegebenen  Vektor  in  drei  andere 
von  gegebenen  Richtungen  zu  zerlegen,  ein  Parallepiped 
konstruieren,  in  welchem  er  die  Diagonale  ist  und  dessen 
Kanten  die  gegebenen  Richtungen  haben. 

In  dieser  Weise  führt  man  oft  die  Betrachtung  von 
Vektoren  im  Raum  auf  die  ihrer  Komponenten  in  drei  be- 
stimmten Richtungen  zurück,  wobei  man  die  letzteren  in  der 
Regel  senkrecht  zueinander  wählt. 

§  30.  Zusammenhang  zwischen  den  Projektionen  von 
Vektoren  und  der  Projektion  ihrer  Eesultante.  Die  Projektion 
eines  Vektors  auf  eine  gerade  Linie  kann  auch  selbst  als  ein 
Vektor  aufgefaßt  werden,  und  zwar  als  ein  Vektor,  dessen  An- 
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fangspunkt  die  Projektion  des  Anfangspunktes  des  gegebenen 
Vektors  ist  In  Fig.  35  z.  B.  ist  Ad  die  Projektion  von  AD 
auf  AX^  aber  die  Projektion  von  DA  würde  dA  sein. 

In  Fig.  35  und  36  ist  A  C  die  Resultante  der  Vektoren 
AB  und  AD,  und  AX  eine  gerade  Linie,  auf  welche  die 
Punkte  B,  C  und  D   projiziert   werden.     Diese   gerade   Linie 


Fig.  36. 

braucht  nicht  in  der  Ebene  AB  CD  zu  liegen  und  die  Senk- 
rechten Bb,  Gc  und  Dd  brauchen  also  nicht  einander  parallel 
zu  sein. 

Man  sieht  ohne  weiteres  ein^  dsisAc  die  Resultante,  also 
die  algebraische  Summe  von  Ab  und  bc  ist,  ebenso  daß  bc 
durch  A  d  ersetzt  werden  kann.  Also  ist  ^4  c  die  algebraische 
Summe  von  ^6  und  Ad,  mit  anderen  Worten,  die  Projektion 
der  Diagonale  A  C  des  Parallelogramms  ist  die  algebraische 
Summe  der  Projektionen  der  Seiten  A  B  und  A  D,  . 

§  31.  Berechnungen  mit  kleinen  Größen.  In  physikalischen 
Problemen  kommen  oft  Größen  vor,  die  so  klein  sind, 
daß  man  die  Potenzen  derselben  bei  hinreichend  großen 
Exponenten  vernachlässigen  kann.  Welche  Potenzen  hierfiar 
klein  genug  sind,  hängt  natürlich  von  dem  Grade  der  Ge- 
nauigkeit ab,  den  man  zu  erreichen  wünscht;  so  kann  vor- 
kommen, daß  man  bereits  die  zweite  Potenz  einer  kleinen 
Größe  vernachlässigen  kann,  aber  auch,  daß  man  diese  noch 
bei  den  Berechnungen  beibehalten  muß  und  erst  Glieder  mit 
der  dritten  Potenz  weglassen  kann. 

Verschiedene  Ausdrücke,  in  denen  eine  kleine  Größe  8 
vorkommt,  können  in  Reihen  entwickelt  werden,  die  nach 
steigenden  Potenzen  von  8  fortschreiten.  Formen  wie  (1  +  Sfj 
(1  +  Sf  geben  dabei  Reihen  mit  einer  endlichen  Anzahl  von 
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Gliedern ;  in  anderen  Fällen  bekommt  man  unendliche  Reihen 
von  der  Form 

a  +  bS  +  cS^  +  dS^  +  VLSw.,     ....     (10) 

wobei  die  Werte  der  Koeffizienten  a,  b,  c,  d,  ,  .  .  nach  dieser 
oder  jener  Regel  bestimmt  werden. 

Bei  jeder  unendlichen  Reihe  kann  man  die  Summe  einer 
gewissen  Anzahl  von  Gliedern  nehmen  und  untersuchen,  wie 
sich  diese  Summe  ändert,  wenn  jene  Anzahl  immer  größer 
gewählt  wird.  Dabei  können  zwei  Fälle  eintreten.  Entweder 
existiert  eine  bestimmte  Zahl,  welcher  man,  wenn  man  nur 
Glieder  genug  nimmt,  die  Summe  so  nahe  bringen  kann  wie 
man  will;  oder  eine  solche  Zahl  existiert  nicht.  Im  ersteren 
Fall  sagt  man,  die  Reihe  konvergiere  und  habe  die  betreffende 
Zahl  zur  Summe]  im  zweiten  Fall  divergiert  die  Reihe  und 
kann  nicht  dazu  dienen,  eine  bestimmte  endliche  Größe  dar- 
zustellen. 

Die  Reihe 

1+2  +  3  +  4  +  usw. 

ist  ein  Beispiel  einer  divergierenden  Reihe;  die  Reihe 

1  +  i  +  i  +  i  +  ^sw. 
dagegen  konvergiert  und  hat  als  Summe  2. 

Eine  Reihe  kann  nur  dann  konvergieren,  wenn  die 
Glieder,  sei  es  vom  ersten  oder  von  einem  späteren  Glied  an 
immer  kleiner  werden.  Allein  nicht  jede  Reihe,  deren  Glieder 
abnehmen,  ist  konvergierend;  damit  dies  der  Fall  ist,  muß 
das  Abnehmen  schnell  genug  gehen.  Bei  einer  Reihe  von  der 
Form  (10)  ist  dies  der  Fall,  sobald  S  klein  genug  ist;  ist  diese 
Größe  sehr  klein,  so  kann  die  ganze  Reihe  durch  die  Summe 
der  drei  ersten,  ja  selbst  durch  die  Summe  der  zwei  ersten 
Glieder  ersetzt  werden. 

Hier  folgen  einige  Beispiele  für  die  Entwickelung  eines 
Ausdruckes,  in  welchem  eine  kleine  Größe  S  vorkommt. 

==l  -  3  +  8^-S^  +  VLSW. 


i  +  ö 
^-i-^  =  1  +  ^  +  ^2  _,.  ^3  ^  usw. 


46  Mathematische  Einleitung.  [§§  82—33 

yi  ~+d  =   1+  ^5  -  i^  +  T^ff  5»  -  U8W. 

T^^ =   1  +  |5  +  1*2  +  J^  J8  +  ^^. 

1/(1  -d)» 

Diese  Reihen,  welche  alle  konvergieren,  wenn  *<  1  ist, 
kann  man  dadurch  erhalten,  daß  man  fQr  die  Ausdrücke, 
welche  man  entwickeln  will,  der  Beihe  nach  {l  +  S)~\  (1— d")"^, 
(1  +  dfl*,  (1  —  ^-*/»  schreibt  und  dann  den  binomischen  Lehr- 
satz von  Newton  anwendet.  Die  beiden  ersten  Formeln  findet 
man  auch  durch  Division. 

Wenn  S  sehr  klein  ist,  so  kann  man  die  vier  Ausdrücke 
schreiben  1—3,  1  +S,  1+^*,  1+f*  und  hat  man  allgemein 

{l  ±Sf==  i  ±nS. 

Zuweilen  kommen  in  einem  Ausdruck  zwei  oder  mehr 
Größen  vor,  die  so  klein  sind,  daß  man  die  zweite  und  höhere 
Potenzen  derselben  und  auch  die  Produkte  aus  je  zweien  ver- 
nachlässigen kann.  Sind  S  und  S'  solche  Größen,  so  findet 
man  z.  B. 

(1  +d){l  +  S')  =  l  +  S  +  3' 
und 

1  +5 


=  1  +  *  -  *'. 


§  32.  Für  den  Sinus  eines  sehr  kleinen  Winkels  kann, 
wie  aus  einer  Figur  leicht  zu  ersehen  ist,  die  Zahl  genommen 
werden,  welche  die  Länge  des  in  diesem  Winkel  vom 
Scheitelpunkt  aus  mit  dem  Radius  1  beschriebenen  Bogens, 
also  die  Zahl,  welche  den  Winkel  selbst  im  Bogenmaß  (§  19) 
vorstellt.  Die  Tangente  eines  sehr  kleinen  Winkels  kann  gleich 
dem  Sinus,  der  Cosinus  gleich  1  gesetzt  werden. 

Auch  hier  kann  durch  den  Gebrauch  unendlicher  Reihen  eine 
größere  Genauigkeit  erreicht  werden.  Man  hat  bewiesen,  daß  für  jeden 
Wert  des  Winkels  ö,  wenn  dieser  in  Bogenmaß  ausgedrückt  ist, 


und 


sm  o  =5  o 4- +  usw. 

1.2.3    ^    1.2.3.4.5  1.2....  7    ^  "^'*'- 

cos  0  =  1 1 +  usw. 

1.2    ^    1.2.  3.4  1.2.  ...6 


ist. 

§  33.    Absoluter  und  relativer  Fehler.    Die  Fehler,  welche 
bei  Messungen  begangen  werden,  sind  in  der  Regel  so  klein, 
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daß  ihre  zweiten  Potenzen  sowie  die  Produkte  aus  zweien  der- 
selben vernachlässigt  werden  können;  hierdurch  werden  Be- 
rechnungen, welche  sich  auf  diese  Fehler  beziehen,  ver- 
einfacht. 

Den  Wert  einer  Größe,  den  man  aus  direkter  Messung 
oder  aus  einer  Berechnung  abgeleitet  hat,  für  welche  die 
Daten  durch  Messungen  geliefert  wurden,  wollen  wir  den  ge- 
fundenen Wert  nennen.  Der  Unterschied  zwischen  diesem 
und  dem  loirklichen  Wert  der  Größe  ist  der  absolute  Fehler. 
Unter  dem  relativen  Fehler  verstehen  wir  den  Quotienten, 
welchen  man  erhält,  wenn  man  den  absoluten  Fehler  durch 
den  gefundenen  Wert  dividiert;  man  kann  diesen  relativen  Fehler 
auch  dadurch  angeben,  daß  man  sagt,  wieviel  Prozent  des  ge- 
fundenen Wertes  der  absolute  Fehler  beträgt. 

Der  absolute  Fehler  wird  auch  kurzweg  der  Fehler  genannt. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  die  Größen  selbst,  um  die  es 
sich  handelt,  positiv  sind.  Dagegen  können  die  Fehler  positiv 
oder  negativ  sein.  Wir  wollen  den  Fehler  positiv  nennen, 
wenn  der  gefundene  Wert  größer  ist  als  der  wirkliche  Wert; 
man  erhält  also  den  absoluten  Fehler,  wenn  man  den  wirk- 
lichen Wert  von  dem  gefundenen  Wert  abzieht.  Der  relative 
Fehler  hat  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  absolute  Fehler. 

§  34.  Eehler  einer  Größe,  die  von  einer  anderen  abhängt. 
Werden  auf  eine  aus  Messungen  abgeleitete  Größe  a  Rechen- 
operationen angewandt  werden,  so  ist  das  Resultat  derselben 
in  einem  Grade  ungenau,  der  von  dem  Fehler  in  a  selbst  ab- 
hängt und,  wenn  dieser  klein  ist,  in  der  Regel  ihm  proportional 
gesetzt  werden  kann.  Der  Fehler  im  Resultat  wechselt  dann 
zugleich  mit  dem  Fehler  in  a  das  Vorzeichen.  Die  Rechen- 
operationen können  von  solcher  Art  sein,  daß,  wenn  a  zu  groß 
ist,  dasselbe  von  dem  Resultat  gilt,  und  dann  wird  dieses  zu 
klein  werden,  wenn  a  zu  klein  ist.  Es  kann  aber  auch  vor- 
kommen, daß  das  Resultat  in  entgegengesetzter  Richtung  vom 
wirklichen  Wert  abweicht  als  die  Größe  a. 

Wir  wollen  nun  einige  Regeln  mitteilen,  die  in  einfachen 
Fällen  zur  Bestimmung  der  Fehler  dienen  können.  Dabei 
wollen  wir  mit  a  eine  aus  Messungen  abgeleitete  Größe  und 
mit  p  eine  genau  bekannte  Zahl  bezeichnen.  Die  Regeln 
sind  am  einfachsten,  wenn  man  bei  Summen  und  Differenzen 
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nach  dem  absoluten,  und  bei  Produkten  und  Quotienten  nach 
dem  relativen  Fehler  fragt. 

Der  absolute  Fehler  in  a  +p  oder  a  --p  ist  ebenso  groß 
wie  der  in  a,  während  der  Fehler  in  p  —  a  ebenfalls  denselben 
Wert,  aber  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  hat 

In  dem  Produkt  pa  ist  der  relative  Fehler  ebenso  groß 
wie  der  in  a,  während  der  absolute  Fehler  i?  mal  so  groß  ist 
als  in  a. 

Auch  in  pja  ist  der  relative  Fehler  ebenso  groß  wie  der 
in  a,  aber  die  Fehler  in  diesem  Bruch  und  in  a  selbst  haben 
entgegengesetzte  Vorzeichen.  Ist  nämlich  8  der  relative  Fehler 
in  a,  so  ist  der  wirkliche  Wert  a(l  —  d\  Während  der  für 
den  Quotienten  gefundene  Wert  pja  ist,  ist  der  wirkliche  Wert 

—  Z 


=  ^a  +  ^- 


a(l  —  d)  a 

Der  absolute  Fehler  in  dem  Quotienten  ist  als  —pSja  und 

der  relative  Fehler,  den  man  erhält,  wenn  man  diese  Größe 

durch  pja  dividiert,  ist  —  d. 

In  der  Potenz  a  p  ist  der  relative  Fehler  p  mal  so  groß  als  in  a. 

Der  gefundene  Wert  der  Potenz  ist  nämlich  a^,  der  wirkliche 

Wert  aP  (1  —  d)p  =  aP(l  —  pS),  und  also  der  relative  Fehler  j?  J. 

Man  ersieht  hieraus,  daß,  wenn  p  einen  großen  Wert  hat,  der 

relative  Fehler  in  der  Potenz  bedeutend  größer  wird  als  der 

in  der  Zahl  a  selbst. 

Durch  eine  ähnliche  Schlußfolgerung  kann  man  beweisen, 

p 
daß  der  relative  Fehler  in  ]/a   der  pie   Teil   von   dem   in  a 

selbst  ist. 

Ist  in  einem  Winkel  a,  der  in  Bogenmaß  ausgedruckt  ist,  ein  Fehler  a 
enthalten,  so  kann  auch  der  Fehler  in  den  goniometrischen  Funktionen 
ziemlich  leicht  angegeben  werden.  Der  gefundene  Wert  des  Sinus  z.  B. 
ist  sin  a,  der  wirkliche  Wert  sin  (a  —  a)  =»  cos  a  sin  a  —  sin  a  cos  a,  wofür 
man  schreiben  darf  a  —  a  cos  a.  Der  Fehler  im  Sinus  ist  also  a  cos  a. 
Bei  einem  bestimmten  Fehler  im  Winkel  ist  dieser  Fehler  im  Sinus 
klein,  wenn  der  Winkel  in  der  Nähe  von  ^n,  und  größer,  wenn  er  in 
der  Nähe  von  0  liegt. 

Natürlich  kann  man  bei  jeder  Funktion  den  Fehler  ermitteln,  wenn 
man  die  Funktion  sowohl  für  den  gefundenen  als  für  den  wirklichen  Wert 
der  unabhängigen  Veränderlichen,  vorausgesetzt,  daß  man  den  letzteren 
Wert  kennt,  berechnet.  Ist  die  Funktion  für  Werte  der  unabhängigen 
Veränderlichen,  die  mit  kleinen  einander  gleichen  Differenzen  ansteigen, 
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in  einer  Tabelle  gegeben,  so  kann  man  die  Kolumne  der  Differenzen 
(§  6)  zu  Bäte  ziehen.  So  sieht  man  in  einer  Logarithmentafel  leicht, 
welcher  Fehler  im  Logarithmus  einem  bestimmten  Fehler  in  der  Zahl 
entspricht. 

§  35.  Eehler  einer  Größe,  die  von  zwei  anderen  nicht 
g^nan  bekannten  Größen  abhängt.  Werden  zwei  ans  Messungen 
abgeleitete  Größen  zueinander  addiert,  so  ist  der  absolute 
Fehler  im  Resultat  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Fehler 
in  den  beiden  Größen.  Ebenso  ist  der  absolute  Fehler  in  der 
Differenz  zweier  Zahlen  gleich  der  Differenz  der  beiden  Fehler. 

Bei  einem  Produkt  gilt  eine  ebenso  einfache  Regel  für 
den  relativen  Fehler.  Sind  nämlich  a  und  b  die  gefundenen 
Werte  vdn  zwei  Größen,  S  und  e  die  relativen  Fehler,  so  sind 
die  wirklichen  Werte 

a(l-(5)        und        !>(l-6). 

Das  wirkliche  Produkt  ist 

ab{l  -S){1  -6)  =  ai>(l  -^-6), 

und  da  der  gefundene  Wert  ab  ist,  hat  man  für  den  relativen 
Fehler 

dieser  ist  also  gleich  der  Summe  der  relativen  Fehler  der  Faktoren. 

Dagegen  ist  der  relative  Fehler  im  Quotienten  von  a  und  b 
gleich  der  Differenz  der  relativen  Fehler  der  Größen  selbst 

Diese  Sätze  sind  besondere  Fälle  eines  allgemeineren 
Satzes. 

Man  denke  sich  eine  Größe  e,  die  in  irgend  einer  Weise 
von  a  und  b  abhängt,  also  durch  Berechnung  aus  a  und  b  er- 
halten wird.  Wäre  dann  b  genau,  aber  hätte  man  in  a  einen 
gewissen  Fehler  cc  gemacht,  dann  würde  auch  in  e  ein  dem 
Fehler  a  proportionaler  Fehler  von  bestimmter  Größe  ent- 
halten sein.  Ebenso  würde,  wenn  a  fehlerfrei  wäre,  ein  Fehler  ß 
in  b  sich  in  c  bemerkbar  machen.  Die  Fehler,  welche  in  den 
beiden  angenommenen  Fällen  in  e  enthalten  sein  würden,  kann 
man  die  partiellen  Fehler  nennen.  Der  betreffende  Satz,  den 
der  Leser  f&r  den  Fall,  daß  c  =  ab  oder  c^a/b  ist,  leicht 
auf  die  Probe  stellen  kann,  kommt  nun  darauf  hinaus,  daß, 
wenn  gleichzeitig  in  a  und  b  die  Fehler  a  und  ß  enthalten 
sind,  der  Fehler  in  c  die  algebraische  Summe  der  partiellen 
Fehler  ist,  die  den  Fehlem  cc  und  ß  entsprechen. 

Lorentz,  Lehrbach  der  Physik.    I.  4 
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Dieser  Satz  gilt  sowohl,  wenn  man  unter  den  totalen  und 
partiellen  Fehlern  in  o  die  relativen  als  wenn  man  darunter 
die  absoluten  Fehler  versteht. 

§  36.  Möglicher  Eehler.  Durch  Betrachtungen  wie  die 
vorhergehenden  würde  man  den  Fehler  in  dem  Besultat  einer 
Berechnung  bestimmen  können,  wenn  die  Fehler  in  den  Daten 
nach  Größe  und  Richtung  bekannt  wären.  Die  Größe  des 
Fehlers  in  dem  Resultat  einer  Messung  kennt  man  aber  in 
der  Regel  nicht,  ja  man  weiß  nicht  einmal,  ob  das  Resultat  zu 
groß  oder  zu  klein  ist. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  die  Messungen  solcher  Art 
sind,  daß  das  Resultat  ebensogut  zu  groß  als  zu  klein  sein 
kann;  außerdem  wollen  wir  annehmen,  daß  bei  jeder  Messung 
eine  Zahl  angegeben  werden  kann,  oberhalb  deren  der  Betrag 
des  Fehlers  sicher  nicht  liegt.  Diese  Zahl  nennen  wir  den 
größtinöglicfien  oder  kürzer  den  möglichen  Fehler.  Wir  wollen 
dafür  immer  eine  positive  Zahl  angeben.  Ist  a  der  gefundene 
Wert  einer  Größe  und  ist  der  mögliche  Fehler  a,  so  bedeutet 
dies,  daß  der  wirkliche  Wert  sicher  zwischen  a  —  a  und 
a  +  a  liegt. 

Man  sieht  nun  leicht  ein,  daß  in  der  Summe  zweier 
Größen  a  und  h  der  mögliche  Fehler  gleich  der  Summe  der 
möglichen  Fehler  von  a  und  h  ist.  Aber  auch,  und  dies  verdient 
besonders  beachtet  zu  werden,  in  der  Differenz  von  a  und  h  ist 
der  mögliche  Fehler  gleich  der  Summe  der  möglichen  Fehler 
der  beiden  Zahlen.  Sind  nämlich  a  und  ß  diese  letzteren 
Fehler,  so  kann  die  eine  Größe  um  a  zu  groß  und  die  andere 
um  ß  zu  klein,  oder  die  erste  um  a  zu  klein  und  die  zweite 
um  ß  zu  groß  sein.  In  beiden  Fällen  wird  der  Fehler  in  der 
Differenz  a  +  ß. 

Sind  a  und  h  nur  wenig  voneinander  verschieden,  so  kann 
dieser  Fehler  a  +  ß  im  Vergleich  mit  dem  Wert  von  a  —  fc 
erheblich  werden.  Daher  ist  es  schwierig,  eine  Größe  mit 
einiger  Genauigkeit  durch  Messung  von  zwei  viel  größeren, 
deren  Differenz  sie  ist,  zu  ermitteln. 

Beim  Quotienten  ajh  ist  eine  ähnliche  Schlußfolgerung 
wie  bei  der  Differenz  anwendbar.  Der  mögliche  relative  Fehler 
ist  dabei,  ebenso  wie  bei  dem  Produkt  ah,  gleich  der  Summe 
der  möglichen  relativen  Fehler  von  a  und  h.    Kann  z.  B.  in  a 
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ein  Fehler  von  1  %  ^^^  i^  ^  ^^^  Fehler  von  2  ®/^,  enthalten 
sein,  80  kann  ajh  bis  zu  einem  Betrage  von  3  °/^  uprichtig  sein. 

Im  allgemeinen  findet  man  den  möglichen  Fehler  in  einer 
Größe  c,  die  von  a  und  b  abhängt,  indem  man  die  partiellen 
Fehler  in  c  berechnet,  die  den  möglichen  Fehlem  von  a  und  b 
entsprechen,  und  dann  die  partiellen  Fehler,  mit  demselben 
Vorzeichen  genommen,  zueinander  addiert.  Es  ist  nämlich  im 
ungünstigsten  Falle  möglich,  daß  die  in  a  und  b  gemachten 
Fehler  den  größten  Wert  haben,  der  vorkommen  kann,  und 
zugleich  eine  solche  Richtung,  daß  sie  beide  c  zu  groß  oder 
beide  c  zu  klein  niachen. 

Dies  alles  gilt  jedoch  nur,  wenn  a  und  b  durch  Messungen 
erhalten  werden,  die  voneinander  unabhängig  sind.  Werden 
beide  Größen  aus  derselben  Untersuchung  abgeleitet,  so  ist  es 
möglich,  daß,  wenn  a  zu  groß  gefunden  wird,  auch  b  zu  groß 
ausfallen  muß,  und  dann  ist  natürlich  der  in  a  —  ^  mögUche 
Fehler  kleiner  als  a  +  ß. 

Endlich  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  daß,  wenn  die 
Größen  a  und  b  unabhängig  voneinander  sind,  es  zwar  denkbar 
aber  nicht  wahrscheinlich  ist,  daß  in  beiden  gleichzeitig  der 
größte  Fehler  gemacht  ist,  der  vorkommen  kann.  Es  ist  also 
nicht  zu  erwarten,  daß  der  wirklich  in  der  Größe  c  gemachte 
Fehler  so  groß  ist  als  wir  ihn  berechneten.  Durch  Betrach- 
tungen, auf  die  wir  nicht  näher  eingehen  können,  kann  man 
diesen  Umstand  in  Rechnung  bringen.  Bei  Untersuchungen 
einfacher  Art  bekommt  man  jedoch  in  der  angegebenen  Weise 
eine  genügende  Vorstellung  von  dem  Grade  der  Genauigkeit, 
die  den  Resultaten  zugeschrieben  werden  darf. 

§  37.    Beispiel.     Es  sei 

a 

C=:  7, 

a  —  b 
wobei  a  und  b  positiv  sind  und  a  >  &  ist,  und  es  sei  zunächst 
die  Zahl  b  richtig,  während  in  a  der  Fehler  a  begangen  ist, 
den  wir  nach  Größe  und  Richtung  als  bekannt  annehmen. 
Dann  ist  der  Fehler  im  Nenner  ebenfalls  a;  die  relativen 
Fehler  im  Zähler  und  Nenner  sind  ce/a  und  al{a--  b),  also,  der 
relative  Fehler  im  Bruch: 

a  «  b  .... 

i:  =  — ^ — 7 1^'      ....     (11) 

a        a  —  b  a{a  —  b)  ^     ' 
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Ist  dagegen  die  Größe  a  genau  bekannt,  und  ist  ß  der 
nach  Richtung  und  Größe  gegebene  Fehler  Ton  b,  so  ist  der 
Fehler  im  Nenner  —  ß,  der  relative  Fehler  des  Nenners 
^  ßl{a  ^b)  und  der  relative  Fehler  des  Bruches 

+A-Ö- •  (12) 

Sind  gleichzeitig  in  a  und  b  die  Fehler  a  und  ß  gemacht^ 
so  ist  der  relative  Fehler  von  c  die  algebraische  Summe  von 
(11)  und  (12),  also 

a(a  —  h)        a  —  0 
Dagegen  ist,  wenn  cc  und  ß  die  positiv  genommenen   möglichen 
Fehler  von  a  und  b  sind,  der  mögliche  relative  Fehler  von  e 

a — +      r 

a(a  —  b)        a  —  0 

§  38.  Grenzwerte.  Während  in  §§  31  und  32  von  Be- 
rechnungen  durch  Näherung  die  Bede  war,  wird  noch  in  einer 
anderen  Weise  mit  sehr  kleinen  Größen  operiert,  und  zwar  so, 
daß  die  Resultate  vollkommen  genau  sind. 

Um  eine  Vorstellung  von  dieser  Methode  zu  geben,  er- 
innern wir  zunächst  an  das,  was  man  einen  Qrenxwert  nennt. 

Man  stelle  sich  eine  Größe  vor,  die  sich  aus  irgend  einer 
Ursache  verändert.  Nähert  sie  sich  dabei  immer  mehr  einer 
konstanten  Größe,  so  daß  man  sie  derselben  so  nahe  bringen 
kann  als  man  will,  dann  wird  die  konstante  Größe  der  Grenz- 
wert der  veränderlichen  genannt. 

Die  Summe  einer  konvergierenden  unendlichen  Reihe  (§  31) 
ist  der  Grenzwert,  welchem  sich  die  Summe  einer  gewissen 
Anzahl  von  Gliedern  nähert,  wenn  diese  Anzahl  fortwährend 
zunimmt.  Ein  anderes  Beispiel  bietet  ein  Bruch,  dessen  Zähler 
und  Nenner  für  einen  gewissen  Wert  einer  veränderlichen 
Größe  gleichzeitig  Null  werden.    Dies  ist  z.  B.  bei  dem  Bruch 

__  X--X-2 
^  "  x^  +  x-6 

für  a;  =  2  der  Fall.  Obwohl  nun  der  Ausdruck  0/0  jede  be- 
liebige Zahl  bedeuten  kann,  so  existiert  doch  ein  bestimmter 
Grenzwert  für  ?/,  wenn  sich  x  fortwährend  dem  Wert  2  nähert. 
Für  X  =  2,5,  2,4,  2,3,  2,2,  2,1  wird  y  =  0,636,  0,630,  0,623, 
0,615,  0,608.    Der  Grenzwert  von  2/  ist  0,6;  man  findet  diesen, 
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indem  man  beachtet,  daß  Zähler  und  Nenner  des  Bruches 
durch  a;  —  2  dividiert  werden  können,  eine  Division,  die  ge- 
stattet ist,  so  klein  «  —  2  auch  wird.  Daher  hat  der  Bruch, 
so  wenig  auch  x  von  2  verschieden  ist,  denselben  Wert  wie 
a5+l/a5  +  3,  und  er  muß  sich  also  dem  Werte  nähern,  den 
dieser  letztere  Bruch  für  a?  =  2  annimmt. 

Es  verdient  auch  erwähnt  zu  werden,  daß  das  Verhältnis 

sino/ 

X 

wenn  x  in  Bogenmaß  ausgedrückt  ist,  sich  bei  fortwährendem 

Abnehmen  von  x  dem  Wert  1   nähert.     Für  jeden  positiven 

Wert  von  x<\%  hat  man  nämlich,  wie  aus  einer  Figur  hervorgeht, 

sinoj  <  a?  <  tga?, 

also,  wenn  man  in  sina;  dividiert, 

^  ^    sin  o;  ^ 

1  > >  COSa;. 

X 

Da  nun  für  x  =  0,  cosa;  =  1  wird,  muß  sinaj/a;  die  Ein- 
heit als  Grenzwert  haben. 

§  39.  Verhältnis  zweier  unendlich  kleiner  Größen.  Die 
letzten  Beispiele  zeigen  uns,  daß  das  Verhältnis  zweier  Größen, 
die  sich  beide  der  Null  nähern,  einen  bestimmten  Grenzwert 
haben  kann.  Dies  kann  noch  in  folgender  Weise  erläutert  werden. 
Wenn  man  in  Fig.  12  (§  12)  vom  Punkt  P  der  krummen  Linie 
zum  Punkt  Q  übergeht,  so  erleiden  die  Koordinaten  Zunahmen, 
die,  wenn  man  PX'  parallel  zu  OX  zieht,  durch  FB  und  BQ  vor- 
gestellt werden  und  die  wir  Ax  und  Ay  nennen  wollen.^  Dabei  ist 

g  =  tg(?pß. 

Nähert  sich  der  Punkt  Q  dem  Punkt  P,  so  nehmen  Ax 
und  Ay  shj  wobei  aber  in  jedem  Augenblick  ein  bestimmtes 
Verhältnis  zwischen  beiden  besteht;  ist  z.B.  Ax  =  PB'  ge- 
worden, so  ist  Ay  =  B'  Q  und 

^  =  tgO'P5'. 

Schreitet  die  Bewegung  von  Q  nach  P  immer  weiter  fort, 
wobei  die  Sekante  sich  der  Tangente  FE  und  also  der  Winkel 
QFB  dem  Winkel  RFX'  nähert,  so  muß  sich  das  Verhältnis 

^  Der  Buchstabe  A  stellt  hier  keinen  Faktor  vor,  sondern  ist  ein 
Zeichen  für  die  Worte  „Zunahme  von". 
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von  A  y  und  J  x,  während  beide  Größen  immer  kleiner  werden, 
der  Tangente  des  zuletzt  genannten  Winkels  nähern.  Be- 
zeichnet man  den  Grenzwert^  wie  es  gebräuchlich  ist,  mit  ,,Lim^' 
(Ä.bkürzung  von  ,,Limes<',  Grenzwert),  so  kann  man  schreiben: 

Lim^^  =  tgÄPX. 
Ja?       ^ 

Dieses  Resultat  ist  von  Wichtigkeit,  weil  es  uns  in  den 
Stand  setzt,  die  Richtung  der  Berührungslinie  zu  bestimmen,  sobald 
für  jeden  Punkt  der  krummen  Linie  y  als  Funktion  von  x  ge- 
geben ist.  Man  kann  dann  nämlich,  nachdem  man  den  Punkt 
P  gewählt  hat,  für  jeden  Wert  von  Jx  angeben,  wie  groß  Jy 
und  wie  groß  das  Verhältnis  J  yjA  x  ist,  und  es  ist  eine  Sache 
mathematischer  Berechnung,  auch  den  Grenzwert,  dem  sich 
dieses  Verhältnis  nähert,  zu  finden. 

Größen,  die  wie  in  diesem  Beispiel  A  x  und  A  y  sich  dem 
Wert  Null  nähern,  werden  unendlich  klein  genannt,  und  unter 
dem  Verhältnis  zweier  unendlich  kleiner  Größen  versteht  man 
immer  den  Grenzwert,  welchem  sich  das  Verhältnis  nähert 
Unendlich  kleine  Zunahmen  von  veränderlichen  Größen  heißen 
auch  die  Differentiale  dieser  Größen  und  ihr  Verhältnis  nennt 
man  den  Di/ferenlialqiu)iienten. 

Man  hat  für  diese  vielfach  benutzten  Differentiale  und  ihre 
Verhältnisse  eine  abgekürzte  Schreibweise  eingeführt.  Man 
ersetzt  nämlich,  um  eine  Zunahme  zu  bezeichnen,  die  man  in 
Gedanken  sich  der  Null  nähern  läßt,  das  Zeichen  A  durch  d 
und  läßt  vor  dem  Verhältnis  das  Zeichen  „Lim**  weg,  da  schon 
in  dem  Umstand,  daß  man  es  mit  unendlich  kleinen  Größen  zu 
tun  hat,  eingeschlossen  ist,  daß  es  sich  um  einen  Grenzwert 
handelt.     Der  umständliche  Ausdruck 

Lim 4^  für  UmAx  =  0 

wird  dann  durch  den  einfacheren 

dy 

dx 
ersetzt. 

§  40.  Bestimmung  des  Differentialquotienten.  Wir  wollen 
für  einige  einfache  Fälle  den  Differentialquotienten  einer  Funk- 
tion berechnen  oder,  wie  man  sagt,  die  Funktion  differenzieren. 
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a)   Zunächst  betrachten  wir  die  Funktion 

Hat  die  unabhängige  Veränderliche  erst  einen  bestimmten 
Wert  x^  und  erleidet  sie  dann  eine  Zunahme  S,  so  ist  y  erst 
xl  und  dann  {x^  +  d)K    Die  Zunahme  von  y  ist  also 

^y=={x^  +  S)^-xl  =2x^S  +  ^^ 

und  da 

Jx  =  d 
ist,  wird 

Läßt  man  nun  ä  immer  kleiner  werden,  so  nähert  sich 
dieser  Ausdruck  dem  Grenzwert  2  aj^ ,  was  wir  ausdrücken  durch 
die  Formel 

dx  1' 

oder,  wenn  wir  x  an  Stelle  von  x^^  schreiben, 

d.h. 


dx  ' 


dx 
b)   Auch  den  Differentialquotienten  von 
y  =  x^ 

kann  man,  wenn  m  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  ist,  in 
derselben  Weise  finden.     Bei  dieser  Funktion  ist 

also,  wenn  man  das  erste  Glied  entwickelt, 

-j|-  =  mxj^"^  H ^a;^^~^  J  +  usw. 

Da  alle  Glieder  mit  Ausnahme  des  ersten  die  Größe  S 
oder  eine  Potenz  derselben  als  Faktor  enthalten,  nähern  sich 
alle  diese  Glieder  der  Null,  so  daß  man  findet 

dx  ^        ' 

oder 

dix"^)  , 

—^ — L  =  mx'^'^ 


dx 
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Um  eine  Potenz  von  x  zu  differenzieren,  muß  man  also 
den  Exponenten  um  1  vermindern  und  zugleich  mit  dem  ur- 
sprünglichen Exponenten  multiplizieren. 

Man  kann  beweisen,  daß  man  diese  Regel  auch  anwenden 
darf,  wenn  m  eine  negative  oder  eine  gebrochene  Zahl  ist 
Der  Differentialquotient  der  Funktion 

1  2 

ist  also 

0?» 

c)  Als  letztes  Beispiel  wählen  wir 

y  =  a  cos  (na?  +  p), 

wobei  wir  annehmen,  daß  a,  n  und  p  konstante  Größen  sind 
und  daß  der  Winkel  nx  +p  in  Bogenmaß  ausgedrückt  ist. 
Haben  x^  und  8  wieder  dieselbe  Bedeutung  wie  oben,   so  ist 

Ay  =  acos  \n{x^  +  S)  +  p']  —  acos(warj  +jt?), 

oder,  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel, 

Ay  =  —  2  a sin  [n (Xj  +  ^ (J)  +  jo]  sin -J- w  J. 

Hieraus  folgt 


Ay   __         2  a  sin  [n (iCi  +  -J-  (5)  -h  p]  tin -j- n ^ 

Tx  ""  d  ^ 

=  -ansin[n(x,  +\Si)+p-],  ^'^^^ 


(13) 


Läßt  man  nun  S  fortwährend  abnehmen,    so   nähert  sich 
auch  der  Winkel  \nd  der  Null,  so  daß  (§  38) 

Lim^^=l 

ist.     Da  ferner  beim  Grenzwert  die  Größe  d  im  ersten  Faktor 
des  Ausdruckes  (18)  verschwindet,  hat  man  schließlich 

,  -  =  —an  sin  in  x,  +  p), 

d.h. 

d  \a  cos  (w  a;  +  ü)l  .    ,         ,      x 

-  -  -  V-— "^'-  =  —  a wsin (na;  +  «?). 
dx  \         ^   tri 


§  41]  Mathematische  Einleitung.  57 

In  derselben  Weise  findet  man 

d[a  sin  (nx  +  p)]  /         ,     \ 

dx  V  I    x-y 

d)  Der  Leser  wird  leicht  einsehen,  daß,  wenn  die  Funk- 
tion einen  konstanten  Faktor  enthält,  man  zuerst  die  Funktion 
mit  Weglassung  desselben  diflferenzieren  und  dann  schließlich 
das  Resultat  mit  diesem  Faktor  multiplizieren  kann,  und  daß 
der  Differentialquotient  eines  vielgliedrigen  Ausdruckes  gefunden 
wird,  indem  man  jedes  Glied  einzeln  differenziert  und  dann 
die  Resultate  mit  denselben  Vorzeichen,  welche  die  Glieder 
hatten,  aufeinander  folgen  läßt.  Ist  ein  Glied  konstant,  so 
verschwindet  es  im  Differentialquotienten,  da  es  nichts  zur 
Veränderung  der  Funktion  beiträgt. 

Der  Differentialquotient  von  3a;^  ist  • 

3  X  2a;  =  6a;, 

und  der  von  1  +2a;  —  6a;2  +  5a;^ 

2-6x2x  +  5x3a:2  =  2--12a;+15a;2. 

§  41.  Maximum  oder  Minimum  einer  Funktion.  Die  Be- 
trachtung der  Veränderungen  einer  Funktion  bei  Zunahme 
oder  Abnahme  der  unabhängigen  Veränderlichen  ermöglicht  es 
auch,  die  Werte  dieser  letzteren  zu  bestimmen,  für  welche  die 
Funktion  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  wird.  Um  dies  zu 
erläutern,  betrachten  wir  die  Funktion 

y  =  2  +  x  —  x^, 

die  wir  in  §  10  durch  die  krumme  Linie  von  Fig.  3  dargestellt 
haben. 

Geben  wir  wieder  der  unabhängigen  Veränderlichen  erst 
einen  bestimmten  Wert  x^  und  dann  eine  kleine  Zunahme  d, 
so  ist  y  erst 

2  +  x^^x\ 
und  dann 

2  +  {x^+S)-{x,^  Sf, 

Durch  Subtraktion  folgt  hieraus 

Ay  =  [\  -2x^)8-0^ (14) 

und  also 

Ax  1 
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Läßt  man  S  immer  kleiner  werden,  so  nähert  sich  dieser 
Ausdruck  dem  Wert  1  —  2x^;  also  ist 

-'"-  =  1-2-1 (15) 

Durch  dieses  Resultat,  welches  wir  auch  aus  den  Regeln 
des  vorhergehenden  Paragraphen  hätten  ableiten  können,  wird 
in  jedem  Punkt  der  krummen  Linie  von  Fig.  3  die  Richtung 
der  Berührungslinie  bestimmt,  denn,  wie  wir  in  §  39  gesehen 
haben,  gibt  der  Wert  von  dyjdx  die  Tangente  des  Winkels 
an,  den  die  Berührungslinie  mit  der  aj-Achse  bildet.  Im  Punkt  g 
z.B.,  wo  a;  =  0  ist,  wird  die  Tangente  1,  also  der  Winkel 
selbst  45  ^ 

Im  höchsten  Punkt  a  läuft  die  Tangente  der  aj-Achse 
parallel.  Sie  bildet  mit  ihr  einen  Winkel  0,  und  also  muß, 
wenn  man  für  x^  die  Abszisse  von  a  nimmt,  auch  dyjdx  =  Q 
werden.  Tatsächlich  ist  0  ^  =  0,5  und  wird  für  diesen  Wert 
von  x^  der  Ausdruck  (15)  gleich  Null. 

Gibt  man,  vom  Punkt  a  ausgehend,  der  Abszisse  die  Zu- 
nahme S,  so  wird  nach  (14)  die  Zunahme  von  y 

Jy=^S\ 

und  hätte  man  bei    der  Ableitung  von  (14)  die  zweite  Potenz 
von  S  vernachlässigt,  so  würde 

Jy^O 
werden. 

Man  sieht  auch  in  der  Figur,  daß  ein  kleiner  Bogen, 
z.  B.  ein  Bogen  von  0,01  mm  Länge,  im  Punkt  a  der  krummen 
Linie  genommen,  sich  von  einer  kleinen  geraden  Linie,  parallel 
zu   OX,  nicht  merklich  unterscheidet. 

Im  Punkt  a  ist  die  Funktion  ein  Maximum.  Aber  auch 
wenn  die  Ordinate  ein  Minimum  wird,  läuft  die  Tangente  der 
rr- Achse  parallel  (Fig.  11,  §  11)  und  gelten  ähnliche  Betrach- 
tungen. 

Man  kann  im  allgemeinen  sagen: 

Wenn  für  einen  gewissen  Wert  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen eine  Fkmktion  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  loird,  so 
wird  der  Differentialquotient  dieser  Funktion  0,  oder  auch: 
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Berechnet  man,  mit  Vernachlässigung  der  zweiten  und 
höherer  Potenzen  von  S,  die  Veränderung  einer  Funktion, 
welche  die  Folge  einer  Zunahme  S  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen ist,  so  erhält  man  0,  wenn  der  Wert,  von  dem  man 
ausging,  ein  Maximum  oder  Minimum  war. 

Man  drückt  dies  wohl  auch  so  aus:  Wenn  eine  Funktion 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum  ist,  ändert  sie  sich  nicht  bei 
einer  unendlich  kleinm  Änderung  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen. 

Wenn  man  nämlich  diese  letztere  Veränderung  unendlich 
klein  nennt,  so  will  man  damit  sagen,  daß  sie  so  klein  gedacht 
werden  muß,  daß  die  zweite  und  höhere  Potenzen  derselben  im 
Vergleich  mit  der  ersten  weggelassen  werden  können. 

Die  allgemeine  Funktion 

ax^  +  bx.+  c, 

die  wir  in  §  11  betrachteten,  hat  als  Differentialquotient 

2ax  +  b. 

Dieser  wird  Null  für 

^  _b_ 
2a 

und  wir  fanden  denn   auch,    daß  für  diesen  Wert  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  die  Funktion  ein  Minimum  ist. 

§  42.  Summe  einer  unendlich  großen  Anzahl  unendlich 
kleiner  Größen.  Nähern  sich  in  einer  Summe  alle  Glieder  der 
Null,  aber  nimmt  zugleich  die  Anzahl  der  Glieder  fortwährend 
zu,  so  kann  der  Fall  eintreten,  daß  die  Summe  einen  bestimmten 
Grenzwert  hat 

Man  wird  sich  eines  Beispiels  aus  der  Geometrie  er- 
innern. 

Teilt  man  eine  Pyramide  durch  Ebenen,  die  der  Grund- 
fläche parallel  laufen  und  gleichen  Abstand  voneinander  haben, 
in  dünne  Schichten  und  beschreibt  in  jeder  ein  Prisma,  welches 
mit  ihr  die  obere  Grundfläche  und  die  Höhe  gemein  hat,  so 
ist  die  Summe  aller  dieser  Prismen  kleiner  als  der  Inhalt  der 
Pyramide,  aber  sie  hat  diesen  Inhalt  zum  Grenzwert,  wenn 
man  die  Anzahl  der  Ebenen  unbegrenzt  zunehmen  läßt.     Der 
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Kürze  halber  kann  man  mit  Hinweglassang  des  Wortes  „Grenz- 
wert" sagen,  daß  der  Inhalt  der  Pyramide  gleich  der  Summe 
einer  unendlich  großen  Anzahl  von  Prismen  von  unendlich 
kleiner  Höhe  ist. 

Dieselbe  Methode  wird  in  vielen  anderen  Fällen  ange- 
wandt. Man  teilt  oft  eine  zu  berechnende  Größe  in  eine  große 
Anzahl,  z.  B.  n  kleine  Teile,  und  setzt  an  Stelle  jedes  Teils 
etwas,  was  ein  wenig  davon  verschieden  ist.  Wenn  sich  nun 
die  Summe  der  Fehler,  die  man  so  macht,  bei  Zunahme  der 
Zahl  n  der  Null  nähert,  so  wird  der  Grenzwert  der  Summe 
der  n  Größen,  durch  welche  man  die  n  Teile  ersetzt  hat,  den 
gesuchten  Wert  liefern. 

Will  man  z.  B.  die  Länge  einer  krummen  Linie  berechnen, 
so  teilt  man  sie  in  eine  große  Anzahl  kleiner  Bogen  und  er- 
setzt jeden  Bogen  durch  seine  Sehne.  Der  Grenzwert  der 
Summe  aller  dieser  Sehnen  bei  fortwährendem  Zunehmen  der 
Anzahl  der  Teile  ist  die  gesuchte  Länge. 

In  dieser  Weise  wird  in  der  niederen  Geometrie  der  Um- 
fang des  Kreises  ermittelt. 

Hier  noch  einige  andere  Beispiele.  Um  den  Inhalt  der 
Figur  zu  berechnen,  die  (Fig.  37)  durch  eine  gegebene  krumme 

Linie  PQ,    die  Abszissenachse   OX 
und  zwei  Koordinaten  ÄP  und  BQ 
begrenzt  wird,  teilt  man  das  Stück 
von  OXj  welches  zwischen  Ä  und  B 
liegt,  in  eine  große  Anzahl  von  Teilen 
ÄCy  CD  usw.  und  errichtet  in  den 
Teilpunkten  die  Ordinaten.   Der  ge- 
suchte   Inhalt    wird    dann    in    die 
Streifen  ÄPBG,    CBSD  usw.    ge- 
teilt.    Diese    ersetzt   man,    wie  aus 
der    Figur    zu    ersehen   ist,    durch 
Rechtecke;  man  sieht  ohne  weiteres,  daß  der  gesuchte  Inhalt 
der  Grenzwert  der  Summe   dieser  Rechtecke  bei  andauernder 
Vermehrung  der  Anzahl  der  Teile  ist. 

Der  Sektor  OAB  (Fig.  38),  welcher  durch  die  beiden 
„ Leitstrahlen '^  OA  und  OB  und  eine  gegebene  krumme 
Linie  begrenzt  ist,  kann  durch  eine  Anzahl  von  Leit- 
strahlen zwischen  OA  und  O^in  kleinere  Sektoren  wie   OCD 
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geteilt  werden  und  jeder  derselben  kann  durch  einen  Kreis- 
sektor wie  0  GE  ersetzt  werden.  Der  Grenzwert  der  Summe 
dieser  Kreissektoren  ist  der  Inhalt  von  AOB. 

Man  kann  dies  alles  wieder  kürzer  ausdrücken,  indem 
man  sagt,  daß  die  Länge  einer  krummen  Linie  die  Summe  einer 
unendlich  großen  Anzahl  unendlich  kleiner 
Sehnen  ist,  daß  der  Inhalt  von  APQB 
in  Fig.  37  durch  Addition  unendlich 
vieler  unendlich  kleiner  Rechtecke  ge- 
funden wird,  und  daß  man  in  Fig.  38 
ebenso  mit  unendlich  kleinen  Kreissek- 
toren verfahren  muß. 

Die    unendlich    kleinen    Teile,    in 
welche  eine   Größe  geteilt  wird ,   nennt  pjg^  33 

man  die  Elemente  dieser  Größe. 

Der  Vorteil,  den  die  angegebene  Berechnungsweise  bietet, 
liegt  darin,  daß  diese  Elemente  durch  andere  unendlich  kleine 
Größen  ersetzt  werden,  deren  Wert  leichter  gefunden  werden 
kann.  Die  Aufgabe  wird  hierdurch  auf  eine  andere,  welche 
einfaeher  ist,  zurückgeführt,  die  Bestimmung  des  Inhaltes  einer 
Pyramide  z.  B.  auf  die  Bestimmung  der  Inhalte  einer  An- 
zahl von  Prismen,  die  Berechnung  des  Flächeninhaltes  einer 
von  einer  krummen  Linie  begrenzten  Figur  (Fig.  37)  auf  die 
Aufgabe,  die  Summe  einer  Anzahl  von  Rechtecken  zu  be- 
stimmen. 

Auch  in  physikalischen  Problemen  wendet  man  oft  die- 
selbe Methode  an,  da  die  Teilung  einer  komplizierten  Erschei- 
nung zu  einer  Vereinfachung  führen  kann.  Wenn  z.  B.  die 
Konzentration  einer  Lösung  von  einem  Punkt  zum  anderen  sich 
ändert,  so  kann  man  den  Raum,  in  welchem  sich  die  Lösung 
befindet,  in  kleine  Teile,  z.  B.  in  kleine  rechtwinklige  Parallel- 
epipeda  teilen  und  annehmen,  daß  die  Konzentration  innerhalb 
jedes  dieser  Teile  überall  dieselbe  sei  und  sich  nur  beim  Über- 
gang von  dem  einen  kleinen  Raum  zum  anderen  sich  sprung- 
weise ändere.  Ebenso  kann  man,  wenn  man  die  Wärme- 
entwickelung besprechen  will,  die  während  einer  gewissen  Zeit 
durch  einen  elektrischen  Strom  von  veränderlicher  Stärke  in 
einem  Leitungsdraht  hervorgebracht  wird,  den  ganzen  Zeitraum 
in   kleine  Teile   teilen  und  die    Wärmeentwickelung   während 


62  Mathematische  Einleitang.  [§  42 

eines  jeden  dieser  Teile  so  berechnen,  als  ob  der  Strom  die 
Stärke  beibehielte,  die  er  am  Anfang  dieses  Teils  hat.  Das 
Resultat,  zu  welchem  man  kommt,  ist  immer  um  so  genauer, 
je  weiter  die  Teilung  getrieben  wird,  und  der  Grenzwert 
dieses  Resultates  für  den  Fall,  daß  die  Anzahl  der  Teile  fort- 
während zunimmt,  wird  der  Wirklichkeit  entsprechen. 

Mit  den  Hilfsmitteln,  welche  die  höhere  Mathematik  bietet, 
um  die  Grenzwerte  von  Summen  wie  die  oben  besprochenen, 
sogenannte  Integrale,  zu  bestimmen,  wollen  wir  uns  hier  nicht 
beschäftigen;  es  genügt  uns,  die  Möglichkeit  solcher  Berech- 
nungen einzusehen,  während  wir  die  Ausführung  den  Mathe- 
matikern überlassen  können. 


Erstes  Kapitel. 


Bewegung  und  Kräfte. 

§  43.  Beweg^g  von  Punkten  und  Körpern.  Die  Orts- 
veränderung von  Körpern  und  Teilen  derselben  ist  die  ein- 
fachste Erscheinung,  welche  in  der  Physik  zur  Sprache  kommt, 
und  die  Gesetze,  von  denen  diese  Erscheinung  beherrscht  wird, 
sind  von  um  so  größerer  Bedeutung,  als  viele  Erscheinungen, 
die  auf  den  ersten  Blick  von  ganz  anderer  Art  zu  sein  scheinen, 
auf  Bewegungen  zurückgeführt  werden  können.  Wir  wollen 
uns  daher  zunächst  mit  der  Lehre  von  der  Bewegung,  der 
Mechanik  beschäftigen. 

Wenn  sich  ein  Punkt  bewegt,  so  beschreibt  er  eine  gerade 
oder  krumme  Linie,  welche  die  Bahn  des  Punktes  genannt  wird. 

Bei  der  Bewegung  eines  Körpers  muß  man  die  Bahnen 
unterscheiden,  die  von  den  verschiedenen  Punkten  durchlaufen 
werden  und  die  voneinander  sehr  verschieden  sein  können. 

Bei  der  Wellenbewegung  z.  B.  in  einer  Wassermasse  muß 
man  der  Reihe  nach  auf  die  Ortsveränderung  der  verschiedenen 
Wasserteilchen  achten,  von  denen  sich  in  demselben  Augen- 
blick einige  in  einer  hohen,  andere  in  einer  tiefen  Lage  be- 
finden, und  wenn  eine  Flüssigkeit  durch  eine  Öffnung  aus 
einem  Gefäß  ausströmt,  muß  man  untersuchen,  auf  welchen 
krummen  Linien  die  Teilchen  der  Flüssigkeit  die  Öffnung  er- 
reichen und  das  Gefäß  verlassen. 

Bei  festen  Körpern  ist  keine  so  große  Verschiedenheit  der 
Bewegungen  möglich  wie  bei  einer  Flüssigkeit  oder  einem  Gas, 
aber  die  verschiedenen  Punkte  eines  sich  drehenden  Kreisels 
oder  eines  in  die  Höhe  geschleuderten  Stabes  durchlaufen 
doch  sehr  voneinander  abweichende  Bahnen. 
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§  44.  Materielle  Punkte.  In  vielen  Fällen  hat  man 
jedoch  eine  genügende  Vorstellung  von  der  Bewegung  eines 
Körpers,  sobald  man  von  einem  Punkte  desselben  die  Orts- 
veränderung kennt  Es  kann  sein,  daß  alle  Punkte  des  Gegen- 
standes in  derselben  Weise  fortschreiten  (fortgeschobener 
Schlitten)  oder  auch,  daß  man  sich  mit  der  Kenntnis  der  Bahn 
eines  Punktes  begnügen  und  von  den  Einzelheiten  in  der  Be- 
wegung der  anderen  absehen  kann,  um  z.  B.  die  Bewegung 
einer  Gewehrkugel  zu  untersuchen,  kann  man  damit  beginnen, 
die  Aufmerksamkeit  nur  auf  einen  Punkt  derselben  zu  richten. 
Wird  ein  Körper  in  dieser  Weise  durch  einen  einzigen  Punkt 
ersetzt,  so  wird  er  ein  materieller  Punkt  genannt 

§  45.  Zeit.  Nachdem  man  die  Bahn  eines  Punktes  kennen 
gelernt  hat,  kann  man  auf  den  Ort  achten,  wo  er  sich  in  be- 
stimmten Augenblicken  befindet,  und  auf  die  Zeit,  welche  er  für 
die  Bewegung  von  dem  einen  Ort  nach  dem  anderen  braucht 
Einen  bestimmten  Zeitpunkt  gibt  man  durch  die  Anzahl  der 
Zeiteinheiten  an,  die  seit  irgend  einem  festen  Augenblick, 
dem  Anfangspunkt  der  Zeitrechnung,  verlaufen  sind,  oder  auch 
wenn  der  betrachtete  Zeitpunkt  diesem  Anfangspunkt  voraus- 
geht, durch  die  Anzahl  Zeiteinheiten,  die  bis  an  den  letzteren 
verlaufen  werden.  Die  betreflfende  Anzahl  Zeiteinheiten  wird 
mit  t  bezeichnet;  sie  wird  als  eine  positive  Größe  betrachtet, 
wenn  man  es  mit  einem  Zeitpunkt  nach  dem  Anfangspunkt 
der  Zeitrechnung,  und  als  eine  negative  Größe,  wenn  man  es 
mit  einem  Augenblick  vor  demselben  zu  tun  hat 

Als  Zeiteinheit  wollen  wir,  wenn  nichts  anderes  gesagt 
wird,  die  Sekunde  benutzen. 

Als  Augenblick,  von  dem  aus  man  die  Zeit  rechnet^  kann 
man  häufig  den  Zeitpunkt  wählen,  in  welchem  die  Bewegung 
anfängt 

Die  Bestimmung  des  Ortes,  in  welchem  sich  ein  Punkt  in 
bestimmten  aufeinander  folgenden  Augenblicken  befindet,  wird 
bei  langsamen  Bewegungen,  wie  die  der  meisten  Himmels- 
körper, durch  den  Umstand  erleichtert,  daß  sich  während  der 
Zeit,  die  zur  Beobachtung  des  Ortes  erforderlich  ist,  der  Stand 
nicht  merklich  ändert.  Bei  schnelleren  Bewegungen  muß  man 
den  einen  oder  anderen  Kunstgriff  anwenden. 
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§  46.  Gleiehformi^  Bewegnng.  Geschwindigkeit  Die 
Ei^ebnisse  derartiger  Beobachtungen  können  in  verschiedener 
Weise  Teranschaulicht  werden.  Man  kann  z.  B.  die  Bahn  in  einer 
Figur  abbilden,  erforderlichenfaUs  in  verkleinertem  oder  in 
vergrößertem  Maßstab,  nnd  neben  verschiedene  Punkte  der 
Figur  Zahlen  setzen,  welche  die  Zeiten  angeben,  in  denen  der 
Körper  diese  Punkte  erreicht  hat. 

Die   Bewegung   heißt  gleich  förmig ,    wenn   in   willkürlich  ge- 
toähUen  gleichen  Zeitteilen  gleich  große      -t       ,       i      i      ■ 
Wege  zurückgelegt  werden.  Fig.  39  stellt  p.     ^^    * 

eine  solche  Bewegung  vor;  die  Punkte 
0,  1,  2,  3,  4  liegen  in  gleichen  Abständen  voneinander. 

Die  Oeschunndigkeit  bei  einer  gleichförmigen  Bewegung  unrd 
gemessen  durch  den  in  der  Zeiteinheit  zurückgelegten  Weg, 

Mit  einer  Ausdrucksweise,  deren  wir  uns  in  derartigen 
Fällen  oft  bedienen  werden,  sagen  wir  auch:  die  Geschwindig- 
keit ist  der  Weg,  der  in  der  Zeiteinheit  durchlaufen  wird. 

Die  Oeschioindigkeit  einer  gleichförmigen  Betvegung  ist  fort- 
während gleich  groß. 

In  der  Definition  der  gleichförmigen  Bewegung  ist  aus- 
drücklich die  Rede  von  unllkürlich  gewählten  gleichen  Zeit- 
teilen. Der  Körper  muß  nicht  nur  in  jeder  Sekunde  gleich 
weit  fortschreiten,  sondern  auch  in  jeder  halben  Sekunde,  in 
jeder  zehntel  Sekunde  usw.  Soll  daher  die  in  Fig.  39  dar- 
gestellte Bewegung  wirklich  gleichförmig  sein,  so  müssen  die 
Punkte,  neben  welche  ^/g,  l^/^t  2^/3  usw.  geschrieben  werden 
muß,  genau  in  der  Mitte  zwischen  denjenigen  Punkten  liegen, 
bei  denen  0,  1,  2,  3  steht. 

Die  durch  Fig.  40  dargestellte  Bewegung  ist  nicht  gleich- 
förmig, obwohl  man  glauben  könnte, 

daß  sie  es  ist,  solange  man  nur  auf      ir~% / — i^ r" 

die  Wege  achtet,  die  in  vollen  Zeit-  Yig,  40. 

einheiten  durchlaufen  werden. 

§  47.  Freier  Fall.  Beschleunigte  und  verzögerte  Be- 
wegung. Für  die  Entwickelung  der  physikalischen  Begriffe  ist 
von  besonderer  Wichtigkeit  das  Fallen  der  Körper,  wenn  sie 
störenden  Einflüssen  so  gut  wie  möglich  entzogen  sind  (freier 
Fall).  Ein  solcher  Einfluß  wird  in  mehr  oder  weniger  hohem 
Grade  von  der  Luft  ausgeübt;   wir  wollen  aber  im  folgenden 

Lorentz,  Lehrbuch  der  Physik.    I.  ^ 
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annehmeD,  daß  diese,  wenn  nötig,  hinweggenommen  ist.  Die 
Beobachtung  hat  erstens  gelehrt,  daß  dann  alle  Korper  gleich  schnell 
fallen,  und  ztveüens,  daß  die  in  aufeinander  folgenden  gleichen  Zeil- 
teilen durchlaufenen  Wege,  von  dem  Äugenblicke  an,  in  welchem 
^  ^      ^  .   ,      .  ^      -  ....  I ^^  ^oü  anfängt,  gerechnet, 

^  '         ^  J[  ^  sich    x/uMnander  verhalten 

Flg.  41. 

wie   die    Zahlen   1,   3,  5, 

7  %isw.    Diesem  Gesetze  entsprechend  wird  die  Bewegung  eines 

fallenden  Körpers  durch  Fig.  41    dargestellt,   wenn  man  sich 

die  Linie  in  vertikaler  Stellung  denkt 

Da  in  aufeinander  folgenden  gleichen  Zeiten  immer  größere 
Wege  zurückgelegt  werden,  nennen  wir  die  Bewegung  be- 
schleunigt. Werden  die  in  gleichen  Zeiten  durchlaufenen  Wege 
immer  kleiner,  dann  ist  die  Bewegung  verzögert, 

§  48.  Hin-  und  hergehende  Beweg^ung.  Die  Bewegungs- 
richtung eines  Punktes  kehrt  sich  zuweilen  um,  so  daß  er  die  Bahn 
entlang  zurückgeht  Als  Beispiel  hiervon  kann  ein  vertikal  nach 
oben  geworfener  Körper  dienen.    Die  Bewegung  desselben  wird 

durch   Fig.  42    dargestellt, 

—^ ^ ^ f-f-      wenn   man  sich    die   Linie 

Fig.  42.  in   vertikaler   Stellung  mit 

dem  Punkt  0  unten  denkt 

In  der  Figur   ist   noch   der  besondere  Umstand  ausgedrückt, 

daß    nach    der   Umkehrung   der   Bewegungsrichtung,    die    im 

Zeitpunkt  4  stattfindet,   der 

^ 1 ■) 5 — 3 ?^     Punkt   für   jedes  Stück   des 

Pig.  43,  Weges,    das    er    beim   Auf- 

steigen in  einer  Sekunde 
durchlaufen  hat,  auch  beim  Fallen  eine  Zeiteinheit  braucht. 

Bei  der  in  Fig.  43  dargestellten  Bewegung  besteht  diese 
Eigentümlichkeit  nicht 

§  49.  Bewegrmg  auf  einer  gesohlossenen  Balm.  Wenn 
ein  Punkt  auf  einer  geschlossenen  krummen  Linie  immer  in 
derselben  Richtung  fortschreitet,  so  führt  er  eine  Anzahl  von 
Umläufen  aus.  Die  Zeit,  welche  er  braucht,  um  von  irgend 
einem  Punkt  der  Bahn  zu  demselben  Punkt  zurückzukehren, 
heißt  die   Umlaufsxeit, 

In  Fig.  44  ist  der  Fall  dargestellt,  daß  der  Punkt,  nach- 
dem  er  in  5  Zeiteinheiten  zum  Ausgangspunkt  zurückgekehrt 
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ist,  die  folgenden  Umläufe  in  derselben  Weise  ausfährt  wie 
den  ersten.  Man  kann  dann  von  d&r  ümlaufszeit  sprechen, 
d.  h.  von  der  Zeit,  die  für  jeden  Umlauf,  einerlei  welchen,  er- 
forderlich ist.  Diese  Zeit  ist  dieselbe,  in 
welchem  Punkt  A  oder  B  man  auch 
den  Umlauf  anfangen  läßt 

Das  einfachste  Beispiel  einer  Be. 
wegung  auf  einer  geschlossenen  Linie 
mit  konstanter  Umlaufszeit  ist  die  gleich- 
formige  Bewegung. 

Bewegungen,  die  sich  wie  die  so- 
eben betrachtete  immer  nach  Verlauf 
einer  bestimmten  Zeit  in  derselben  Weise  wiederholen,  heißen 
periodisch;  die  betreffende  Zeit  wird  die  Periode  genannt.  Bei 
einer  Bewegung  mit  konstanter  Umlaufszeit  haben  die  Worte 
„Umlaufszeit"  und  „Periode"  dieselbe  Bedeutung. 

§  50.  Schwingungen.  Auch  eine  Bewegung  auf  einer 
nicht  geschlossenen  Linie  kann  periodisch  sein;  dies  ist  z.  B. 
der  Fall,  wenn  ein  Punkt  zwischen  zwei  äußersten  Stellungen 
hin-  und  hergeht^  so  daß  jeder  Hin-  und  Hergang  in  derselben 
Weise  stattfindet.  Derartige  Bewegungen  werden  als  Schwin- 
gungen bezeichnet.    Li  der  Regel 

wollen  wir  unter  einer  Schwin-      ^/l ? 1 ^ 1 

gung    einen    vollen    Hin-    und 

Hergang    verstehen;    die    dazu         s  7  ß 

erforderUche     Zeit     heißt     die      ^o 1 — ^ ^"""ä i 

Schtvingungsxeit   Im  besonderen 

betrachten    wir    Schwingungen       ^v^ j s ^ 

auf  einer  geraden  Linie.  o  i  :&  3-^ 

Zwischen    denselben    Um- 
kehrpunkten und  bei  derselben       d^ ^ — ' ä — ' *^ 

Schwingungszeit  kann   die   Be-  Fig.  45. 

wegung  noch  in  sehr  verschiedener 

Weise  stattfinden;  es  sind,  wie  wir  sagen  können,  verschiedene 
Schwingungsformen  möglich.  Die  Fig.  45,  a,  b,  c,  d  können  zur 
Erläuterung  dienen.  Li  der  ersten  sind  der  Hingang  und  die 
Rückkehr  gleichförmige  Bewegungen  mit  derselben  Geschwindig- 
keit In  Fig.  b  sind  sie  auch  noch  gleichförmig,  aber  die  Be- 
wegung  ist  nach  rechts   langsamer   als   nach   links.     Die   in 

5* 
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Fig.  c  dargestellte  Bewegung  unterscheidet  sich  von  der  in 
Fig.  a  abgebildeten  dadurch,  daß  der  Punkt  an  den  Enden 
der  Bahn  jedesmal  eine  Zeiteinheit  lang  in  Rnhe  bleibt  In 
Fig.  d  endlich  sind  beide  Bewegungen  beschleunigt 

In   allen   diesen  Fällen   ist   die  Schwingungsdaner   nicht 

nur  die  Zeit,  in  welcher  der  Punkt  von  dem  einen  Ende  der 

j u .       Bahn  aus  hin-  und  hergeht,  sondern 


Fig.  46. 


auch  die  Zeit,  welche  er  braucht, 
um  von  einem  beliebigen  Punkt  G 
(Fig.  46)  aus  zuerst  nach  dem  einen  Ende  A  zu  gehen,  dann 
nach  dem  anderen  Ende  B  zurückzukehren  und  schließlich 
wieder  den  Ausgangspunkt  zu  erreichen. 

§  51.     Ein£Eiohe   Schwingungen.      Wir  wollen  jetzt  eine 

Schwingungsform  besprechen,  die  von  besonderer  Wichtigkeit  ist. 

A 


Fig.  47. 

Wenn  (Fig.  47)  sich  ein  Punkt  F  auf  einem  Kreis  bewegt, 
so  geht  die  Projektion  Q  dieses  Punktes  auf  einen  festen 
Durchmesser  AB  zwischen  den  Endpunkten  A  und  B  des 
letzteren  hin  und  her;  die  Projektion  ftthrt  regelmäßige 
Schwingungen  aus,  wenn  P  die  aufeinander  folgenden  Umläufe 
in  gleicher  W^eise  macht.  Die  Schwingungszeit  von  0  ist  offen- 
bar dasselbe  wie  die  ümlaufszeit  von  P. 

Die  Schwingungen  von  Q  in  dem  besonderen  Fall,  daß  P 
eine  gleichförmige  Bewegung  hat,  werden  einfache  genannt 
Man  beachte,  daß  die  Bewegung  von  Q  eine  solche  einfache 
Schwingung  sein  kann,  auch  wenn  der  Kreis  und  der  Punkt  P 
nicht  da  sind;  der  Punkt  Q  kann  sich  auch  dann  so  bewegen, 
daß  er  als  die  Projektion  eines  anderen  Punktes  betrachtet  werden 
kann,  der  sich  gleichförmig  auf  einem  Kreisumfang  bewegt 

Es  ist  leicht  einzusehen,  daß  die  Projektion  von  P  auf  eine 
beliebige  Linie  in  der  Ebene  des  Kreises   sich   in   derselben 
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Weise  bewegt  wie  der  Punkt  Q.  In  kurzen  Worten  können 
wir  also  sagen: 

Eine  einfache  Schioingung  ist  die  Projektion  einer  gleichförmigen 
Kreisbewegung  auf  eine  gerade  Linie,  die  in  der  Ebene  des  Kreises  liegt, 

Fig.  48  dient  zur  näheren  Erläuterung  der  einfachen 
Schwingung.  Die  Punkte  0,  1,  2,  3  usw.  auf  dem  Kreise 
liegen  in  gleichen  Entfernungen  voneinander.  Natürlich  kann 
man  die  Bewegung  eingehender  betrachten  und  in  derselben 
Weise  den  Ort  des  Punktes  für  Augenblicke  angeben,  die 
z.  B.  um  ein  Sechzehntel  der  Schwingungszeit  auseinander- 
liegen. 

Wir  richten  unsere  Aufmerksamkeit  besonders  auf  die 
folgenden  Eigenschaften  der  einfachen  Schwingung. 

a)  Um  eine  der  Hälften  A  O  und  B  O  (Fig.  47)  der  Bahn 
in  der  einen  oder  in  der  anderen  Richtung  zu  durchlaufen, 
braucht  der  Punkt  den  vierten  Teil  der  Schwingungszeit. 

b)  Ein  beliebiges  Stück  der  Bahn  wird  beim  Hingang  und 
beim  Hergang  in  derselben  Zeit  zurückgelegt 

c)  In  zwei  Augenblicken,  die  um  die  halbe  Schwingungs- 
zeit voneinander  entfernt  sind,  befindet  sich  der  schwingende 
Punkt  in  gleicher  Entfernung,  aber  auf  verschiedenen  Seiten 
von  O  und  bewegt  sich  in  entgegengesetzten  Richtungen. 

d)  Die  Bewegung  ist  beschleunigt,  während  sich  der 
schwingende  Punkt  dem  Punkt  0  nähert,  und  verzögert,  wenn 
er  sich  von  O  entfernt. 

Der  Abstand  OA,  die  halbe  Länge  der  Bahn,  wird  die 
Schwingungsweite  oder  Amplitude  genannt. 

§  52.  Anderes  Beispiel  von  dem  Zusammenhang  zwischen 
der  Bewegung  zweier  Punkte.  Im  Falle  des  vorigen  Para- 
graphen wurde  die  Bewegung  von  Q  durch  die  Bewegung  des 
Punktes  P  bestimmt.  In  ähnlicher  Weise  zwingt  man  bei  vielen 
Maschinen  einen  Punkt,  sich  in  der  für  irgend  einen  Zweck 
nötigen  Weise  zu  bewegen,  dadurch,  daß  man  ihn  mit  einem 
anderen  Punkt  verbindet,  der  selbst  eine  bestimmte  Be- 
wegung hat  Ein  Beispiel  hiervon  wird  durch  Fig.  49  ver- 
anschaulicht. 

Der  Punkt  P  hat  eine  gleichförmige  Bewegung  auf  dem 
Kreis  und  Q  muß  sich  auf  der  Verlängerung  des  Durchmessers 
BA  so  bewegen,  daß  der  Abstand  PQ  eine  konstante  Länge  / 
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Fig.  49. 


hat  Man  kann  auch  sageu,  daß  sich  eine  gerade  Linie  P  Q 
von  konstanter  Länge  mit  dem  einen  Ende  gleichförmig  auf 
einem  Kreis  bewegt,  während  das  andere  Ende  auf  der  geraden 
Linie  BD  gleitet. 

Der  Punkt  Q  geht  hin  und  her  zwischen  den  Punkten  D 
und  Ey  die  man  erhält,  wenn  man  ÄD  ^  BE^l  macht  Daß 
die  Bewegung  jetzt  aber  keine  einfache  Schwingung  ist,  zeigt 

sich,  sobald  man  für 
einige  Augenblicke  den 
Ort  von  0  bestimmt 
Es  genügt  schon,  dies 
für  einen  Augenblick 
zu  tun,  der  in  der  Mitte 
zwischen  denjenigen 
liegt,  in  denen  sich  der 
Punkt  P  in  ^  und  in  B  befindet  Zu  diesem  Zwecke  halbiert 
man  den  Halbkreis  BÄ  in  G  und  bestimmt  F  so,  daß  GF=^  l 
ist  Der  Punkt  F  liegt  nicht  in  der  Mitte  von  ED,  was  der 
Fall  sein  würde,  wenn  die  Bewegung  von  Q  eine  einfache 
Schwingung  wäre. 

§  53.  Darstellung  der  Bewegung  eines  Punktes  durch 
eine  Formel.  Wir  nehmen  auf  der  Bahn  einen  festen  Punkt  0 
an  und  bestimmen  den  Ort  des  beweglichen  Punktes  durch 
die  längs  der  Bahn  gemessene  Entfernung  s  von  O,  in  welcher 
er  sich  befindet  Diese  Entfernung  rechnen  wir  positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  sie  von  0  aus  die  eine  oder  die  andere 
Richtung  hat. 

Im  Laufe  der  Bewegung  ist  s  offenbar  eine  Funktion  der 
Zeit  tj  die  seit  dem  Augenblick  verlaufen  ist,  von  dem  aus 
man  die  Zeit  rechnet,  und  die  Bewegung  ist  bekannt,  sobald 
man  weiß,  welche  Funktion  s  von  t  ist,  mit  anderen  Worten, 
nach  welchem  Gesetz  die  eine  Veränderliche  von  der  anderen 
abhängt.  Dann  kann  für  jeden  Augenblick  der  Ort  des  Punktes 
angegeben  werden. 

Die  Beziehung  zwischen  den  Veränderlichen  kann  durch 
eine  Tabelle  angegeben  werden  (vgl.  §  1).  Man  kann  nämlich 
die  Zeiten,  in  denen  man  die  Lage  des  Punktes  beobachtet 
hat,  in  die  erste  Kolumne  eintragen,  und  die  für  «  gefundenen 
Werte  in  die  zweite. 
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Der  Zusammenhang  zwischen  s  und  t  kann  aber  auch 
durch  eine  Formel  ausgedrückt  werden,  sei  es  durch  eine 
empirische  Formel,  die  sich  so  gut  wie  möglich  den  Be- 
obachtungen anschließt,  sei  es  durch  eine  Gleichung,  die  aus 
der  Definition  einer  Bewegung  besonderer  Art  abgeleitet  wird. 

Solche  Gleichungen  sind  für  die  Bewegungen,  von  denen 
in  den  vorhergehenden  Paragraphen  die  Rede  war,  leicht  auf- 
zustellen. 

§  54.  a)  Gleichförmige  Bewegung.  Wir  wählen  für  O  den 
Punkt,  in  welchem  sich  der  Körper  in  dem  Augenblicke  be- 
fand, von  dem  aus  man  die  Zeit  t  zu  rechnen  anfing,  und  wir 
nehmen  an,  daß  die  Bewegung  nach  derjenigen  Seite  gerichtet 
ist,  nach  welcher  «  positiv  gerechnet  wird.  Die  Geschwindig- 
keit sei  V.  Aus  der  Definition  der  Bewegung  folgt  unmittel- 
bar, daß 

s  =  vt 

ist  Diese  Formel  gilt  auch  für  eine  Bewegung  nach  der 
negativen  Seite  hin,  wenn  man  in  diesem  Fall  die  Ge- 
schwindigkeit mit  dem  negativen  Vorzeichen  versieht. 

Es  ist  zuweilen  wünschenswert,  den  Punkt  O  anders  zu 
wählen  als  oben  angegeben  wurde;  zur  Zeit  t  =  0  befindet  sich 
dann  der  Körper  in  einer  gewissen  Entfernung  a  von  O.  Für 
die  Zeit  t  wird  infolgedessen 

s  =  a  +  vt. 

In  dieser  Formel  kann  sowohl  v  als  a  positiv  oder  negativ  sein, 
b)  F^ei^  Fall.  Wir  rechnen  die  Zeit  t  von  dem  Augen- 
blicke an,  in  welchem  die  Bewegung  anfängt,  und  s  nach  unten 
von  dem  Punkte  aus,  in  welchem  der  Körper  losgelassen  wird. 
Den  Weg,  welcher  in  der  ersten  Zeiteinheit  zurückgelegt  wird, 
bezeichnen  wir  mit  a.  Dann  sind  (§  47)  die  Wege,  die  in  der 
zweiten,  dritten  Zeiteinheit  usw.  durchlaufen  werden,  bezw. 
3  a,  5  a,  la  usw.  Hieraus  folgt  für  die  Wege,  welche  in  den 
zwei  ersten,  den  drei  ersten,  den  vier  ersten  Zeiteinheiten 
zurückgelegt  werden,  4  a,  9  a,  16  a.  Allgemein  ist  also,  wenn  < 
eine  ganze  Zahl  ist, 

«  =  a<2 (1) 

Die  Beobachtung  hat  gelehrt,  daß,  auch  wenn  t  nicht 
durch  eine  ganze  Zahl  ausgedrückt  wird,  dieselbe  Beziehung  gilt. 
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Der  in   2,5  Sekunden  durchlaufene  Weg  ist  z.  B.  6,25  a. 

c)  Einfache  Scfiwingung.  In  Fig.  47  verstehen  wir  unter  s 
den  Abstand  O  Q  des  beweglichen  Punktes  Q  von  der  Mitte  der 
Bahn  und  nehmen  a  positiv,  wenn  Q  über  O  liegt  Die  Zeit  t 
rechnen  wir  von  dem  Augenblicke  an,  in  welchem  P  in  ^  war, 
die  Umlaufszeit  oder  Schwingungszeit  bezeichnen  wir  mit  f, 
welche  Größe  also  im  Gegensatz  zu  der  veränderlichen  Zeit< 
eine  Konstante  ist,  und  die  Amplitude  mit  a.  Winkel  endlich 
drücken  wir  in  Bogenmaß  aus. 

Wenn  der  Punkt  P  in  der  Zeit  t  den  Bogen  A  P  durch- 
laufen hat,  so  ist 

l_A0P=2n^^. 

wie  man  findet,  wenn  man  bedenkt,  daß  P  eine  gleichförmige 
Bewegung  hat  und  daß  die  Verbindungslinie  von  P  mit  O  in 
der  Schwingungszeit  T  den  Winkel  2  n  beschreibt. 
Ferner  ist 

0Q=  OPco^AOP, 
also 

5  =  a  cos  2  ;r  ^, (2) 

Obschon  bei  dieser  Ableitung  angenommen  wurde,  daß  t  <\T 
^  ist,  gilt  die  Formel  für  alle  Werte  von  t. 

)  Liegt  z  B.  t  zwischen  \  T  und  ^  T,  so  haben 
P  und  Q  Lagen  wie  die  in  Fig.  50  an- 
gegebenen. Die  Länge  von  O  Q  ist  jetzt 
a  cos  BO  P;  man  hat  also,  da  s  negativ  ist, 
s  =—  a  cos  POP  =  acos^  OP, 
und  für  AOP  kann  wieder  2ntlT  ge- 
Fig.  50.  schrieben  werden. 

Andere  besondere  Fälle  können  ebenso 
behandelt  werden.  Wir  bemerken  nur  noch,  daß  die  Formel  (2) 
auch  gilt,  wenn  t  >  T  ist,  selbst  wenn  t  vielmal  die  Schwingungs- 
zeit umfaßt.  Die  Formel  drückt  aus,  daß  jedesmal  nach 
Verlauf  dieser  letzteren  Zeit  s  wieder  denselben  Wert  an- 
nimmt, denn  wenn  t  um  T  zunimmt,  so  nimmt  der  Winkel 
2ntlT  his2n  zu  und  kehrt  der  Cosinus  wieder  zu  demselben 
Wert  zurück. 
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Gerade  weil  der  Cosinus  eine  periodische  Funktion  ist, 
kann  die  Formel  eine  periodische  Bewegung  darstellen. 

d)  Die  Formel  (2)  muß  durch  eine  andere  ersetzt  werden, 
wenn  zur  Zeit  t  =  0  der  schwingende  Punkt  nicht  in  A  (Fig.  47) 
ist  Man  nehme  z.  B.  an,  er  befinde  sich  um  diese  Zeit  in  O 
und  bewege  sich  nach  der  positiven  Seite  hin;  der  Punkt  P  ist 
dann  (Fig.  51)  in  P^.  Werden  dann  in  der  Zeit  t  die  Wege  P^  P 
und  O  Q  durchlaufen,  so  ist 

00=  OPsinP^  OP 
und  also 

5  =  a  sin  2  TT  ^ , 
und  diese  Gleichung  gilt  wieder  für  a,lle  Werte  von  t. 


Ist  (Fig.  52)  der  Punkt,  der  sich  auf  dem  Kreise  bewegt, 
im  Augenblick  ^  =  0  in  P^,  wird  der  Bogen  äPq,  durch  den 
Badius  als  Einheit  ausgedrückt,  mit  p  bezeichnet  und  beziehen 
sich  P  und  Q  auf  die  Zeit  t,  so  ist 


also 


l,A0P==2n-^+P^ 


5  =  a  cos 


{^^i+p)- 


§  55.  Graphische  Darstellung  einer  Bewegung.  Der  Zu- 
sammenhang zwischen  s  und  t  kann  in  der  in  §  9  besprochenen 
Weise  durch  eine  Figur  ausgedrückt  werden,  wenn  man  t  durch 
die  Abszissen  und  s  durch  die  Ordinaten  darstellt.  Jedem  Paar 
zusammengehöriger  Werte  von  t  und  s  entspricht  ein  Punkt  in  der 
Figur,  und  die  gerade  oder  krumme  Linie,  welche  durch  die  so 
erhaltenen  Punkte  geht,  veranschaulicht  die  Art  der  Bewegung. 
Wir  können  die  Abszissenachse  und  die  Ordinatenachse  jetzt 
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die  Achse  der  Zeiten  ond  die  Achse  der  Wege  nennen  nnd 
sie  in  der  Figur  durch  die  Buchstaben  T  und  S  unterscheiden. 

a)  Oleichßmiige  Bewegung.  Da  bei  dieser  Bewegung  in 
aufeinander  folgenden  gleichen  Zeiten  die  Entfernung  s  jedesmal 
um  denselben  Betrag  zunimmt,  müssen  in  der  graphischen 
Darstellung  die  Änderungen  der  Ordinate  denen  der  Abszisse 
proportional  sein;  eine  gleichförmige  Beiaegung  unrd  also  durch 
eine  gerade  Linie  dargestellt, 

Fig.  53  stellt  eine  Bewegung  dar,  bei  welcher  s  zur  Zeit 
=  0  bereits  den  Wert  OÄ  hat.  Die  Verschiebung  ist  nach 
der  positiven  Seite  gerichtet,  so  daß  s  zunimmt  Wenn  pq  die 
Zeiteinheit  vorstellt,  so  ist  die  Differenz  su  der  Ordinaten|?r 
und  q$  die  Zunahme  von  «  für  die  Zeiteinheit^  also  das  Maß 
der  Geschwindigkeit  Je  größer  diese  ist,  einen  desto  größeren 
Winkel  bildet  die  Linie  mit  der  Achse  der  Zeiten. 

Ist  für  <  =  0  auch  5  =  0,  so  geht  die  Linie  durch  den 
Ursprung  der  Koordinaten. 


Fig.  54. 

Fig.  54  bezieht  sich  auf  den  Fall,  daß  der  Abstand  s,  der 
zur  Zeit  t  =  0  den  Wert  OÄ  hat,  abnimmt  Zu  der  durch  OB 
dargestellten  Zeit  wird  s  =  0;  der  bewegliche  Punkt  erreicht 
dann  denjenigen  Punkt  der  Bahn,  von  welchem  aus  s  ge« 
rechnet  wird. 

Man  kann  die  graphische  Methode  benutzen,  um  eine  Vor- 
stellung von  der  Bewegung  einer  Anzahl  Körper  zu  geben,  die  sich 
auf  derselben  Bahn  bewegen.  Betrachten  wir  z.  B.  eine  Eisen- 
bahnlinie mit  vier  Stationen  und  rechnen  die  Entfernung  8  von 
der  einen  Endstation  ab  in  der  Richtung  nach  der  anderen. 
Auf  der  Achse  der  Wege  (Fig.  55)  sollen  die  Entfernungen 
'er  zweiten,   dritten  und  vierten  Station  von  der  ersten  z.  ß. 
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durch  Oä,  OB  und  0  0  dargestellt  werden;  der  Kürze  halber 
bezeichnen  wir  auch  die  Stationen  selbst  durch  die  Buchstaben 
0,  Ä,  B,  0. 

Der  Lauf  eines  jeden  Zuges  wird  nun  durch  eine  Linie 
angegeben.  Die  Linie  Opqrsu  z.B.  bezieht  sich  auf  einen 
Zug,  der  zur  Zeit  <  =  0  ^  _e_ 
von  O  abgeht,  mit  gleich- 
formiger  Bewegung  nach 
A  geht,  diese  Station 
zu  der  durch  Ov  dar- 
gestellten  Zeit  erreicht, 
hier  so  lange  anhält,  wie 
durch  die  Länge  von  p  q 
angegeben  wird,  sodann 
seine  Bewegung  mit  ge- 
ringerer Geschwindigkeit 
fortsetzt  (qr  macht  näm- 
hch  einen  kleineren  Win- 
kel mit  O  T als  Dp),  in B etwas  länger  anhält  als  in uiund  endlich 
von  B  nach  0  mit  derselben  Geschwindigkeit  geht,  mit  der 
die  Strecke  O  A  durchlaufen  wurde  [s  u  läuft  parallel  Op), 

Die  von  a  ausgehende  Linie  gilt  fär  einen  Zug,  der  sich 
geradeso  bewegt  wie  der  zuerst  betrachtete,  der  aber  so  viel 
später  abgeht*  wie  durch  0  a  angegeben  wird.  Die  bei  h  be- 
ginnende Linie  veranschaulicht,  daß  ein  Zug  mit  größerer  Ge- 
schwindigkeit als  die  beiden  vorhergehenden  von  0  nach  0 
geht,  ohne  an  den  Zwischenstationen  anzuhalten.  Endlich  ist 
noch  der  Lauf  eines  Zuges  dargestellt,  der  von  0  ausgeht  und 
nur  in  B  anhält  Die  Linie  ef  bezieht  sich  auf  eine  Bewegung 
in  der  Richtung  von'  0  nach  O. 

Wenn  die  Figur  einmal  konstruiert  ist,  so  kann  man  aus 
derselben  verschiedene  Einzelheiten  entnehmen.  Will  man 
wissen,  um  welch«  Zeit  die  Züge  einen  bestimmten  Punkt  des 
Weges  passieren,  so  muß  man  von  dem  entsprechenden  Punkt 
der  Achse  der  Wege  eine  Linie  parallel  zu  OT  ziehen.  Da- 
gegen sehen  wir  an  den  Durchschnittspunkten  der  Linien  mit 
einer  Senkrechten  auf  O  T,  wo  sich  die  verschiedenen  Züge  in 
einem  bestimmten  Augenblick  befinden. 

Das  Schneiden  zweier  Linien,  welche  man  im  Punkt  d  sieht, 
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Fig.  56. 


bedeutet,  daß  ein  Zug  einen  anderen  einholt,  und  zwar  zu 
einer  Zeit,  welche  durch  die  Abszisse  Og  von  d,  und  an 
einem  Ort,  der  durch  die  Projektion  h  des  Durchschnitts- 
punktes auf  O  G  bestimmt  wird.  Auch 
Kreuzungen  von  Zügen  sind  in  der 
Figur  angedeutet 

b)  Freier  Fall,  Die  krumme  Linie 
in  Fig.  56  stellt  graphisch  dar,  was 
in  §  54  durch  die  Formel  (1)  aus- 
gedrückt wurde.  Wenn  OA,  AB,  BC, 
CD  Zeiteinheiten  bedeuten,  dann  ist 
Aa=a,  Bb=^4a,  Cc=9aj  Dd=lßa. 
Da  die  Ordinaten  den  zweiten  Po- 
tenzen der  Abszissen  proportional  sind, 
so  ist  die  Linie  eine  Parabel  (§  18). 
Überhaupt  stellt  jede  kru/nime  Linie  eine 
nicht  gleichförmige  Beioegung  dar. 
c)  Schwingungen.  Bei  einer  schwingenden  Bewegung  wird 
jedesmal   nach  Verlauf  der   Schwingungszeit  wieder   derselbe. 

I  Punkt  der  Bahn  er- 
^  ./  ^  \ /^  reicht.  Diese  Eigen- 
schaft macht  sich 
in  der  graphischen 
Darstellung  dadurch 
bemerkbar,  daß  die- 
selbe Ordinate  wieder- 
kehrt, wenn  die  Ab- 
szisse um  den  der 
Schwingungszeit  ent- 
sprechenden Wert  an- 
wächst. 

Die  graphische  Dar- 
stellung einer  sehunngenr 
den  Bewegung  ist  daher 
eine  Wellenlinie.  Ver- 
schiedenen Schwingungs- 
formen  entsprechen  je- 


Fig.  57. 


doch     WeUerUinien    von   verschiedener    Gestalt. 

Dies  wird  durch  Fig.  57  erläutert.     Die  Linien  I,  II,  HI 
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und  IV  beziehen  sich  auf  die  Bewegungen,  die  auch  in  Fig.  45 
a,  h,  Cy  d  dargestellt  sind;  dabei  ist  zu  bemerken,  daß  die 
horizontalen  Entfernungen  von  Fig.  45  in  verkleinertem  Maß- 
stab durch  die  vertikalen  Ordinaten  von  Fig.  57  wiedergegeben 
werden,  so  daß  sich  „rechts'*  in  Fig.  45  und  „oben"  in  Fig.  57 
entsprechen.  Bei  jeder  Linie  der  letzteren  Figur  ist  eine  hori- 
zontale gerade  Linie  als  Achse  der  Zeiten  gezogen,  und  zwar 
in  einer  solchen  Höhe,  daß  die  Wellenlinie  nach  oben  und 
nach  unten  sich  gleichweit  von  der  geraden  Linie  entfernt; 
die  Ordinaten  stellen  also  die  Entfernungen  des]  schwingenden 
Punktes  von  der  Mitte  der  Bahn  dar.  Die  Figur  bedarf  wohl 
keiner  weiteren  Erläuterung. 

Die  graphische  Darstellung  einer  einfachen  Schwingung 
wird  leicht  aus  der  in  §  51  gegebenen  Definition  abgeleitet. 
Man  kann  z.  B.  für  Augenblicke,  die  um  ^/^^  Schwingungszeit 
voneinander  entfernt  sind,  die  Entfernung  bestimmen,  in  welcher 
sich  der  schwingende  Punkt  auf  der  einen  oder  der  anderen 
Seite  von  0  (Fig.  47)  befindet,  und  muß  dann  diese  Entfernungen 
als  gleichweit  voneinander  stehende  positive  oder  negative  Or- 
diüaten  in  der  Figur  anbriDgen. 

Wir  überlassen  es  dem  Leser,  diese  Konstruktion  auszu- 
führen. 

Die  Linien^  welche  einfache  Schuringungen  darstellen,  sind  ein- 
fache  Wellenlinien  oder  Simtsoiden  (Fig.  25). 

Ersetzt  man  nämlich  in  den  Formeln  von  §  54,  c  und  d 
die  Buchstaben  t  und  s  bzw.  durch  x  und  y,  so  nehmen  sie 
dieselbe  Gestalt  an  wie  die  Gleichungen  in  §  21. 

Wir  bemerken  schließlich  noch,  daß,  ebenso  wie  jede 
schwingende  Bewegung  durch  eine  Wellenlinie  dargestellt  wird, 
auch  umgekehrt  jede  Wellenlinie  als  das  Bild  einer  gewissen 
Schwingungsform  betrachtet  werden  kann.  Man  kann  z.  B.  bei  der 
krummen  Linie  L^  in  Fig.  26  eine  Anzahl  von  Ordinaten  in 
gleichen  Entfernungen  voneinander  ziehen.  Ein  Punkt  kann  sich 
nun  so  auf  einer  geraden  Linie  bewegen,  daß  die  Entfernung  von 
einem  festen  Punkt  der  Linie  für  eine  Reihe  von  gleichweit 
auseinanderliegenden  Augenblicken  so  groß  ist  wie  durch  die 
Ordinaten  angegeben  wird. 

§  56.  Anfzeiclmnng  von  Bewegungen.  Ein  Körper,  welcher 
sich  genau  oder  nahezu  auf  einer  geraden  Linie  bewegt    und 
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an  welchem  ein  Schreibstift  befestigt  ist,  kann  auf  eine  dem 
8tift  gegenübergestellte  Ebene  die  Linie  aufzeichnen,  die  seine 
Bewegung  graphisch  darstellt. 

Ist  nämlich  (Fig.  58)  L  L  die  Linie  im  Raum,  auf  welcher 
sich  der  Stift  bewegt,  und  ist  eine  Ebene,  z.  B.  ein  Blatt 
Papier  dem  Stift  gegenübergestellt,  so  würde  auf  dieser  Fläche, 
wenn  sie  selbst  stillstände,  eine  gerade  Linie  gezeichnet  werden, 
welche  mit  L  L  zusammenfällt.  Wird  nun  aber  die  Ebene  in  der 
Richtung  Xa  senkrecht  zu  LL  von  rechts  nach  links  verschoben, 

und  zwar  mit  gleichförmiger  Be- 
I '  wegung,   so   bekommt   man  eine 

ji       ^     p^     1k     1'.^  krumme    Linie  pqr'st^  welche 

die    verlangte    graphische    Dar- 
stellung ist. 

Um  dies  einzusehen,  denken 

wir   uns   auf  dem   Papier  einige 

P"'      '      1       !  gleich  weit  voneinander  entfernte 

a.\ a^     l     a     a-     '    ^       Linien  a  fc,    a^\.   a^b^,  a^b^  usw., 

1        '       2.     a      H  senkrecht  zu  aX     Fällt  anfangs 

IjL  db  mit  der  festen  Linie  LL  zu- 

Fig.  58.  sammen,  so  wird  dies  nach  Ver- 

lauf einiger  Zeit  a^  b^  und  nach 
Verlauf  der  doppelten  Zeit  a,  b^  tun,  usw.  Dabei  kommen  a^, 
o,  usw.  nacheinander  in  denjenigen  Punkt  von  LL^  in  welchem 
sich  zuerst  a  befand. 

Schneiden   nun   die  Linien   ab,   a^b^,   a^b^  usw.  die  ent- 

06  Enr?e  in  p,  q'y  r,  «',  t\   so  findet  man,   indem  man 

V,    s's  usw.  parallel   zu   Xa   zieht,   diejenigen   Punkte 

L,  in  denen  sich  der  Stift  in  den  betreffenden  Augen- 

^eÜEmd.    Die  Strecken  ap.  aq,  ar  usw.,  um  die   er  in 

genblicken   vom   festen  Punkt  a  der  Linie  LL  ent- 

sind  also  wirklich  gleich  den  Ordinaten  der  krummen 

man  in  der  Figur  sieht. 

I  kleine  Abänderung  macht  die  Methode  brauchbarer. 

-inn    nämlich   das   Blatt   Papier   um    einen   Rotations- 

r  wickeln  (man   legt   ein  rechtwinkliges  Stück  um  den 

ier  nnd  befestigt   die   Ränder   aneinander]    und    diesem 

ren   eine  gleichförmige  Drehung  um  seine  Achse  geben, 

■nd  sich  der  Körper  mit  dem  Schreibstift  in  der  Richtung 
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einer  erzeugenden  Linie  bewegt  Auf  der  Oberfläche  wird  dann 
eine  Linie  gezeichnet,  die,  nachdem  das  Papier  in  der  Rich- 
tung einer  erzeugenden  Linie  durchgeschnitten  und  wieder  zu 
einer  Ebene  ausgebreitet  ist,  mit  der  Linie  p  q  r  von  Fig.  58 
übereinstimmt,  wenigstens  wenn  die  Geschwindigkeit  eines 
Punktes  der  Zylinderfläche  ebenso  groß  ist  wie  diejenige,  mit 
welcher  im  Fall  von  Fig.  58  die  Ebene  verschoben  wurde. 

Was  man  als  Schreibstift  benutzt,  hängt  von  den  Um- 
ständen ab.  Oft  nimmt  man  eine  Borste,  eine  feine  Me- 
tallspitze oder  etwas  Ahnliches;  das  Papier,  welches  eine 
glatte  weiße  Oberfläche  haben  muß,  wird  dann  vermittelst 
einer  Flamme  mit  Ruß  überzogen.  Da  dieser  durch  den  Stift 
leicht  weggenommen  wird,  bekommt  man  eine  feine  weiße  Linie, 
die  man  aufheben  kann,  wenn  man  den  Ruß  durch  ein  Fixier- 
mittel auf  dem  Papier  befestigt.  Man  kann  sich  auch  der 
Photographie  bedienen.  Benutzt  man  nämlich  ein  lichtempfind- 
liches Papierblatt,  so  kann  ein  Lichtbündel,  welches  auf  einen 
Punkt  des  Blattes  gerichtet  ist,  als  „Schreibstift"  dienen. 

§  57.  Anwendungen  der  graphischen  Methode.  Man  hat 
in  der  angegebenen  Weise  u.  a.  die  Gesetze  des  freien  Falles 
imtersucht  Der  rotierende  Zylinder  stand  dabei  vertikal  und 
ein  mit  einem  Zeichenstift  versehener  Körper  fiel  an  ihm 
herab.  Durch  geeignete  Hilfsmittel  war  dafür  gesorgt,  daß 
der  Zeichenstift  sich  nur  in  vertikaler  Richtung  bewegen 
konnte  und  stets  sanft  gegen  den  Zylinder  gedrückt  wurde. 
Dadurch,  daß  man  zuerst  entweder  nur  den  Zylinder  in  Drehung 
versetzte  oder  nur  den  Körper  fallen  ließ,  konnte  man  eine 
horizontale  und  eine  vertikale  Linie  erhalten,  von  deren  Durch- 
schnittspunkt dann  die  krumme  Linie  ausging,  die  bei  dem 
eigentlichen  Versuch  beschrieben  wurde.  Man  konnte  schließ- 
lich, nachdem  man  das  Blatt  Papier  wieder  ausgebreitet  hatte, 
die  horizontale  Linie  als  Abszissenachse  und  die  vertikale  Linie 
als  Ordinatenachse  nehmen  und  die  zu  verschiedenen  Abszissen 
gehörenden  Ordinaten  miteinander  vergleichen.  Es  zeigte  sich, 
daß  die  Ordinaten  den  zweiten  Potenzen  der  Abszissen  pro- 
portional waren,  daß  die  Linie  also  eine  Parabel  war,  wie  es 
nach  §  55,  b  der  Fall  sein  muß. 

Bei  der  Untersuchung  schwingender  Bewegungen  bedient 
man  sich  oft  der  graphischen  Methode.     Ein  feiner  Stift,   der 
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an  einen  schwingenden,  z.  B.  einen  tönenden  Körper  befestigt 
ist,  zeichnet  auf  einen  rotierenden  Zylinder  eine  Wellenlinie, 
die  nicht  nur  zeigt,  über  welchen  Abstand  der  Punkt  hin-  und 
hergeht  und  wie  oft  er  dies  während  einer  Umdrehung  des 
Zylinders  tut,  sondern  die  uns  auch  durch  ihre  Gestalt  die 
Schwingungsform  des  Körpers  angibt.  Es  zeigt  sich  z.  B.,  daB 
eine  schwingende  Stimmgabel  Linien  wie  die  in  §  20  und  21 
besprochenen  aufzeichnet;  hieraus  folgt,  daß  die  Sehtvingtmgen 
einer  Stimmgabel  einfache  sind. 

In  den  besprochenen  Fällen  werden  mit  Hilfe  der  graphi- 
schen Methode  Bewegungen  untersucht,  die  so  schnell  sind, 
daß  die  unmittelbare  Beobachtung  schwierig  wird.  Gleich- 
gute Dienste  kann  die  Methode  bei  langsamen  Ortsverände- 
rungen  leisten;  selbst  sehr  träge  Bewegungen,  die  die  Geduld 
des  Beobachters  auf  eine  schwere  Probe  stellen  würden,  fallen 
in  ihr  Bereich.  Das  Steigen  und  Sinken  der  Meeresoberfläche, 
die  Änderungen  des  Barometerstandes  können  durch  Apparate 
aufgezeichnet  werden,  die,  einmal  in  Bewegung  gesetzt,  ge- 
raume Zeit  sich  selbst  überlassen  werden  können  und  denen,  da 
sie  ununterbrochen  aufzeichnen,  keine  einzige  Bewegung  entgeht 

In  verschiedenen  Fällen  ist  dieser  oder  jener  Kunstgriff 
nötig,  um  den  Körper,  dessen  Bewegungen  man  untersuchen 
will,  einen  Schreibstift  in  Bewegung  setzen  zu  lassen.  Natür- 
lich braucht  der  Stift  nicht  immer  direkt  an  dem  Körper  be- 
festigt zu  werden;  man  kann  ihn  auch  in  einer  gewissen  Ent- 
fernung von  demselben  anbringen,  wenn  er  nur  mit  ihm  so 
verbunden  ist,  daß  die  Bewegung  des  Körpers  auf  den  Stift 
tibertragen  wird.  Dies  Verfahren  wird  vielfach  von  den  Phy- 
siologen angewandt,  um  die  Bewegungen  im  tierischen  Körper 
graphisch  darzustellen. 

Wir  erwähnen  noch  ein  einfaches  Mittel,  durch  welches 
man  das  Aufschreiben  von  Bewegungen,  die  innerhalb  enger 
Grenzen  stattfinden,  weiter  fortsetzen  kann,  als  dem  umfang 
des  Zylinders  entspricht,  ohne  daß  der  bereits  gezeichnete  Teil 
einer  Wellenlinie  von  einem  später  beschriebenen  Teil  ge- 
schnitten wird.  Man  kann  dem  Zylinder  außer  der  Rotation 
eine  Verschiebung  in  der  Richtung  der  Achse  geben,  die  eben- 
falls mit  konstanter  Geschwindigkeit  vor  sich  geht.  Wenn 
dann  der  Schreibstift  stillstände,  so  würde  eine  Schraubenlinie 
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entstehen;  geht  er  dagegen  hin  und  her^  so  hekommt  man  eine 
Wellenlinie,  deren  Punkte  abwechselnd  auf  der  einen  und  der 
anderen  Seite  der  Schraubenlinie  liegen.  Wenn  das  Papier  in 
eine  Ebene  ausgebreitet  wird,  so  würde  die  Schraubenlinie 
eine  gerade  Linie  geben,  die  in  bezug  auf  die  erzeugenden 
Linien  schief  steht;  die  Wellenlinie,  welche  auf  dem  fort- 
schreitenden Zylinder  entsteht,  befindet  sich  in  einer  eben- 
solchen Lage. 

§  58.  Anwendung  der  graphischen  Methode  auf  die  Zeit- 
messung^.  Wenn  die  Schwingungen  einer  Stimmgabel  auf  einen 
Zylinder  aufgezeichnet  werden,  dem  durch  ein  Uhrwerk  eine 
gleichförmige  Bewegung  von  bekannter  Geschwindigkeit  erteilt 
wird,  so  kann  man  aus  der  Anzahl  der  Wellen,  die  die  er- 
haltene Linie  auf  dem  Zylinderumfang  aufweist,  die  Anzahl 
der  Schwingungen  in  einer  Sekunde  und  folglich  die  Schwin- 
guDgszeit  ableiten.  Ebenso  kann  bei  jeder  Linie,  die  durch 
einen  beweglichen  Stift  auf  den  Zylind^  gezeichnet  wird,  die 
Zeit,  in  welcher  ein  gewisser  Teil  beschrieben  wurde,  aus  dem 
Abstand  der  erzeugenden  Linien  gefunden  werden,  die  durch 
die  Endpunkte  dieses  Teils  gezogen  werden. 

Man  hat  verschiedene  Mittel  ersonnen,  die  es  ermöglichen, 
immer  mit  Hilfe  eines  gleichförmig  rotierenden  Zylinders,  die 
Dauer  einer  Erscheinung  oder  die  Zeit  zwischen  zwei  Er- 
scheinungen zu  messen.  Man  kann  z.  B.  dem  Zylinder  gegen- 
über einen  Stift  anbringen,  der  sich  selbst  überlassen  die  ge- 
schwärzte Oberfläche  nicht  berührt,  der  aber  in  senkrechter 
Richtung  für  einen  Augenblick  gegen  den  Zylinder  gedrückt 
werden  kann.  Tut  man  dies  in  den  beiden  Augenblicken, 
deren  zeitlichen  Abstand  man  zu  wissen  wünscht,  so  bekommt 
man  zwei  Punkte,  deren  Abstand  man  dann  messen  kann. 
Anstatt  den  Stift  gegen  den  Zylinder  zu  drücken,  kann  man 
ihm  auch  eine  feste  Stellung  geben  und  von  seinem  Ende  einen 
elektrischen  Funken  nach  dem  Zylinder  überspringen  lassen, 
wodurch  etwas  von  dem  Ruß  weggeschlagen  wird.  Endlich 
kann  man  den  Stift  ununterbrochen  in  Berührung  mit  dem 
Zylinder  lassen  und  es  so  einrichten,  daß  er  in  der  Richtung 
der  erzeugenden  Linien  etwas  verschoben  werden  kann,  aber 
so,  daß  er  nachher  sofort  in  die  ursprüngliche  Stellung  zurück- 
kehrt Dann  bekommt  man  eine  Linie  wie  die  in  Fig.  59  ab- 
Lore ntz,  Lehrbuch  der  Physik.    I.  6 
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gebildete;    der  Abstand  der  Punkte  b  und  e  ist  das  Maß  für 
die  Zeit  zwischen  den  beiden  Augenblicken,  in  denen  der  Stift 

verschoben  wurde,  wäh- 
^  t- .  rend    aus    der    Länge 


\ 


e  von  od  hervorgeht,  wie 

Fig.  59.  lange  er  in  der  neuen 

Stellung   geblieben  ist. 

Die  schiefe  Stellung  von  h  o  und  e  f  ist  eine  Folge  davon, 

daß  während  der  Verschiebung  des   Stiftes  der  Zylinder  sich 

eine      kleine      Strecke 


t-ti. 


Ü" 


^       weitergedreht  hat    Er- 

pj    gQ  folgt  die  Verschiebung 

des  Stiftes  sehr  schnell, 
so  stehen  (Fig.  60)  hc  und  e/*  nahezu  senkrecht  auf  ah. 

§  59.  Chronographen.  Wenn  der  Zylinder  nicht  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  rotiert,  kann  man  doch  die  Dauer 
von  Erscheinungen,  deren  Lauf  auf  seiner  Oberfläche  auf- 
gezeichnet oder  registriert  wird,  ermitteln,  wenn  man  zugleich 
eine  zweite  Erscheinung  aufzeichnet,  die  sich  in  bekannten 
Zwischenzeiten  wiederholt. 

Wir  setzen  in  den  folgenden  Beispielen  voraus,  daß  der 
Zylinder  vertikal  steht. 

a)  Man  kann  mit  Hilfe  eines  Uhrwerkes  einen  Stift,  der 
ununterbrochen  mit  dem  Zylinder  in  Berührung  ist,  jede  Se- 
kunde während  einer  kurzen  Zeit  nach  oben  verschieben,  wo- 
durch man  eine  Linie  wie  L^  in  Fig.  61  bekommt.     Wird  nun 


Fig.  61. 


durch  einen  zweiten  Stift,  der  die  Linie  L^  zeichnet  und  der 
vertikal  unter  dem  ersten  steht,  bei  p  und  q  der  Anfang  und 
das  Ende  einer  gewissen  Zeit  registriert,  so  kann  man,  wenn 
man  nachher  vertikale  Linien  durch  p  und  q  zieht,  die  Dauer 
dieser  Zeit  auf  L^  ablesen.  Dabei  können  auch  Bruchteile 
einer  Sekunde  bestimmt  werden,  wenn  man  annimmt,  daß  wäh- 
rend   einer    Sekunde     die    Bewegung    des    Zylinders    gleich- 
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formig   gewesen   ist     In   der   Figur  ist    die   verlaufene   Zeit 
8,3  Sekunden. 

b)  Man  kann  die  Anzahl  der  Schwingungen,  die  eine 
Stimmgabel  in  einer  Sekunde  macht,  bestimmen,  wenn  man 
unter  dem  Stift,  der  die  Schwingungen  aufzeichnet,  einen  zweiten 
anbringt,  der  in  bekannten  Zeitintervallen  auf  dem  Zylinder 
Marken  wie  die  bei  p  und  q  in  Fig.  61  oder  andere  Zeichen 
macht. 

c]  Kurze  Zeiten  können  gemessen  werden,  wenn  man  über 
eine  Stimmgabel  verfügt,  die  in  der  Sekunde  eine  bekannte 
Anzahl  von  Schwingungen  macht.     In  Fig.  62  wird  durch  ah 


"a 


Fig.  62. 


die  Dauer  einer  zu  untersuchenden  Erspheinung  dargestellt, 
während  die  obere  Linie  der  Stimmgabel  angehört,  die  als 
Zeitmesser  dient.  Die  beiden  Schreibstifte  stehen  am  besten 
wieder  auf  derselben  vertikalen  Linie.  Die  durch  ah  ange- 
gebene Zeit  beträgt  dann  4,8  Schwingungszeiten. 

Ist  auch  der  untere  Schreibstift  mit  einem  schwingenden 
Körper  verbunden,  so  kann  man  die  Schwingungszeit  dieses 
letzteren  finden,  indem  man  ermittelt,  wieviel  Wellen  durch 
die  beiden  Stifte  in  derselben  Zeit  beschrieben  werden. 

d]  Mne  Abänderung  dieser  Methode  besteht  darin,  daß 
man  in  den  Augenblicken, 

deren  Zeitabstand  man  er-      '~\^'\/\y\/\/'\y\^r\J 
mittein  will,  aus  dem  Stift,  Fig.  63. 

der   mit   einer   bekannten 

Periode  schwingt,  einen  elektrischen  Funken  auf  den  Zylinder 
überspringen  läßt  Man  bekommt  dann  eine  Zeichnung  wie 
in  Fig.  63. 

Apparate,  die  dazu  dienen,  auf  einem  rotierenden  Zylinder 
oder  auf  einem  fortgeschobenen  Papierstreifen  Marken  anzu- 
bringen, die  bestimmten  Zeiten  entsprechen,  werden  Chrono- 
graphen genannt 

§  60.  Andere  Methode,  eine  graphische  Darstellung  des 
Pallas  eines  Körpers  zu  bekommen.     Ein  Schreibstift,  der  am 

6* 


84 


Erstes  Kapitel. 


[§61 


Ende  einer  schwingenden  Feder  befestigt  ist^  befindet  sich,  so- 
lange diese  sich  selbst  überlassen  wird,  im  Punkt  O  (Fig.  64), 
der  „Gleichgewichtslage'*,  und  geht,  wenn  er  nach  Ä  ver- 
schoben und  hier  losgelassen  wird,  auf  der  horizontalen  Linie 
AB  hin  und  her.  Er  ist  fortwährend 
in  Berührung  mit  einer  vertikalen  Platte, 
die  in  der  Richtung  PO  fallen  kann; 
auf  diese  Platte  würde  die  Linie  OF  ge- 
zeichnet werden,  wenn  der  Stift  während 
des  Fallens  in  Ruhe  wäre.  Werden  aber 
der  Stift  und  die  Platte  beide  bewegt, 
und  zwar  so,  daß  der  Fall  in  dem  Augen- 
blick anfängt,  in  welchem  der  Stift  in 
A  losgelassen  wird,  so  bekommt  man  die 
Linie  ACDE,  Die  Entfernungen  zwischen 
den  Punkten  a,  h,  c,  d,  in  denen  diese 
Linie  OP  schneidet,  sind  die  Wege,  welche 
die  Platte  zwischen  den  aufeinander  folgen- 
den Augenblicken  zurückgelegt  hat,  in 
denen  der  Schreibstift  durch  die  Gleich- 
gewichtslage geht.  Da  diese  Augenblicke 
gleich  weit  auseinanderliegen,  müssen,  wie 
aus  dem  Gesetz  des  freien  Falles  (§  54,  b) 
abgeleitet  werden  kann,  ah,  bc,  od  eine  arithmetische  Reihe 
bilden. 

Ans  der  Gestalt  der  Linie  kann  man  auch  ersehen,   daß 
1  die  Feder  immer  weniger  weit  von  ihrer  Gleichgewichts- 
$6  entfernt. 

^  61.    Geschwindigkeit  bei  einer  nicht  gleichförmigen  Be- 

Bf.    Bei  einer  derartigen  Bewegung  spricht  man  zunächst 

r  mutieren  Geschwindigkeit  während  einer  gewissen  Zeit  und 

i  von   der  Geschwindigkeit  in  einem  bestimmten  Augenblick, 

■nter   der   mittleren  Geschwindigkeit   versteht    man   die 

irindigkeit,  die  der  Körper  bei  gleichförmiger  Bewegung 

haben  müssen,   um  in  der  betreffenden  Zeit  denselben 

!  zurückzulegen,   den  er  in  Wirklichkeit  durchlaufen  hat 

xnitUere  Geschwindigkeit  wird  daher  gefunden,  indem  man 

•  Weg  durch  die  Zeit  dividiert. 

Unter  der  Geschwindigkeit  in  einem  bestimmten  Augen- 
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blick  versteht  man  den  Grenzwert,  welchem  sich  die  mittlere 
Geschwindigkeit  für  eine  gewisse  auf  diesen  Augenblick  folgende 
Zeit  nähert,  wenn  man  sich  die  Länge  der  letzteren  dem  Wert 
Null  nähern  läßt 

Man  kann  diese  Bestimmung  auch  so  aussprechen:  Die 
Oeschwindigkeit  in  einem  bestimmten  Augenblick  ivird  gefunden, 
wenn  man  den  in  einer  unendlieh  kleinen  Zeit  zurückgelegten  Weg 
durch  diese  Zeit  dimdiert. 

Wenn  ein  Zeitintervall  sehr  klein  ist,  so  ist  die  für  dasselbe 
geltende  mittlere  Geschwindigkeit  nur  wenig  verschieden  von 
dem  genannten  Grenzwert  und  kann  als  Näherungswert  an 
dessen  Stelle  genommen  werden.  Wenn  z.  B.  ein  Eisenbahnzug 
in  einer  Minute  einen  Weg  v^n  1200  m  zurücklegt,  so  ist  die 
Geschwindigkeit  am  Anfang,  dieser  Minute  wohl  nicht  nennens- 
wert verschieden  von  20  m  pro  Sekunde,  aber  hätte  man  nur 
beobachtet,  daß  in  30  Minuten  ein  Weg  von  32400  m  durch- 
laufen wird,  so  würde  man  vielleicht  einen  merklichen  Fehler 
begehen,  wenn  man  annähme,  die  Anfangsgeschwindigkeit  sei 

32400  ^Q  Ol       -, 
=  1 8  m  pro  oekunde 

gewesen. 

Die  graphische  Darstellung  der  Bewegungen  kann  dazu 
dienen,  das  Gesagte  zu  erläutern.  Zunächst  sieht  man  leicht 
ein,  daß  bei  einer  gleichförmigen  Bewegung  wie  die  durch  die 
gerade  Linie  von  Fig.  53  dargestellte  die  Geschwindigkeit 
durch  die  Tangente  des  Winkels  gegeben  wird,  den  ^5  mit 
O  T  macht.  Ebenso  wird  bei  einer  Bewegung,  die  durch  die 
krumme  Linie  von  Fig;  12  dargestellt  wird,  wenn  man  OX  als 
Achse  der  Zeiten  und  0  Y  als  Achse  der  Wege  wählt,  die  mitt- 
lere Geschwindigkeit  für  die  durch  Ä  0  ausgedrückte  Zeit  durch 
igQPX'  bestimmt.  jBQist  nämlich  der  zurückgelegte  Weg, 
also  B  QjA  G  die  mittlere  Geschwindigkeit.  Die  mittlere  Ge- 
schwindigkeit während  der  Zeit  Ä  C  wird  durch  tg  Q'  FX 
gegeben  und  die  Geschwindigkeit  für. den  durch  A  angedeu- 
teten Augenblick  durch  die  Tangente  des  Winkels,  den  die 
Berührungslinie  FE  mit  FX  macht. 

§  62.  Berechnung  der  Geschwindigkeit,  wenn  das  Gesetz 
der  Bewegung  gegeben  ist.  Wir  drücken  s  durch  die  Zeit  t 
aus  und  fragen  nach  der  Geschwindigkeit  v  für  eine  bestimmte 
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Zeit  t  Um  diese  zu  tinden,  betrachten  wir  ein  auf  diesen 
Augenblick  folgendes  Zeitteilchen  J  t.  Am  Ende  desselben  ist 
die  Zeit  i  +  At,  und  setzt  man  dies  in  die  Formel,  die  s  als 
Funktion  von  t  darstellt,  an  Stelle  von  i  ein,  so  findet  man,  wie 
groß  8  in  dem  neuen  Augenblick  ist. 

Man  hat  dann  zwei  Werte  von  s  aus  der  Formel  be- 
rechnet, von  denen  der  eine  für  die  Zeit  t,  der  andere  für  die 
Zeit  t  +  At  gilt.  Die  Differenz  derselben  kann  man  die  Zu- 
nahme von  8  nennen  und  mit  Js  bezeichnen;  sie  ist  der  Weg, 
der  in  der  Zeit  A  t  durchlaufen  wird.  Die  mittlere  Geschwindig- 
keit während  der  Zeit  A  i  ist  nun 

und  die  wahre  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  ist  der  Grenzwert, 
dem  sich  dies  Verhältnis  nähert,  wenn  A  t  immer  kleiner  wird. 
Man  kann  also  schreiben  (§  39) 

T  •      ^ s        ds 

Jt         dt 

Bei  dem  Abnehmen  von  A  t  muß  t  selbst  unverändert  gelassen 
werden ;  diese  Größe  gibt  nämlich  den  im  voraus  festgestellten 
Augenblick  an,  für  den  man  die  Geschwindigkeit  sucht. 

Man  findet  also,  sobald  s  als  Funktion  der  Zeit  t  gegeben 

ist,    die   Geschwindigkeit   durch   Differenzieren  (§  40).     Dabei 

verdient  bemerkt  zu  werden,  daß,  wenn  wir  für  d  t  eine  positive 

Zunahme  der  Zeit  wählen,  ds  positiv  oder  negativ  ausfallen 

kann,  je  nachdem  der  Ort  des  beweglichen  Punktes  am  Ende  des 

'^  'telementes  dt  m  bezug  auf  den  Ort  am  Anfang  desselben 

derjenigen  Seite  liegt,  nach  welcher  man  s  positiv  rechnet 

nach  der  entgegengesetzten  Seite.    Die  vermittelst  der  ge- 

len  Formel  berechnete  Geschwindigkeit  v  ist  also  positiv, 

die  Bewegungsrichtung  mit  der  Bichtung  übereinstimmt, 

r  man  a  positiv  nennt,  und  negativ  im  entgegengesetzten  Fall. 

§  68.  Anwendung  auf  den  freien  FalL  Gleichförmig  be- 
•nnlgta  Bewegung.  Beschleunigimg.  Bei  einem  fallenden 
per,  f&r  den  die  Formel  (1)  (§  54,  b)  gilt,  wird  der  in  der 
9  t  +  At  zurückgelegte  Weg  a[t  +  At)\    Daraus  folgt 

J8maa{t  +  Afj^-ai^  =  2atAt  +  a[Aff, 
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—TT  =  2at  +  aJt 

A  t 

und 

v=^2at (3) 

Also:  Bmn  freien  Fall  ist  die  Oeschivindigkeit  proportional  der 
Zeit,  während  der  die  Bewegung  stattgefunden  hat;  oder  auch:  in 
aufeinander  folgenden  gleichen  Zeitteilen  nimmt  die  Oeschivindigkeit 
jedesmal  wm  denselben  Betrag  zu. 

Eine  Bewegung,  bei  welcher  dies  letztere  der  Fall  ist, 
wird  gleichförmig  hesMefwnigt  genannt  Unter  der  Beschl&imigung 
versteht  man  dabei  die  Zunahme  der  Geschwindigkeit  in  der 
Zeiteinheit. 

Der  freie  Fall  ist  natürlich  nicht  die  einzige  gleichförmig 
beschleunigte  Bewegung.  In  jeder  Eichtung  und  mit  jedem 
Wert  von  a  kann  man  sich  eine  Bewegung  vorstellen,  die  der 
Gleichung  (1)  entspricht. 

An  Stelle  des  in  der  ersten  Sekunde  zurückgelegten  Weges 
kann  man  die  Beschleunigung  einführen,  um  die  gleichförmig 
beschleunigte  Bewegung  näher  zu  beschreiben.  Nach  Gleichung  (3) 
ist  die  Beschleunigung  2  a.  Für  den  freien  Fall  wird  sie  ge- 
wöhnlich mit  g  bezeichnet   Die  Formeln  (3)  und  (1)  werden  dann 

v==gt (4) 

s^igt^ (5) 

Mit  Hilfe  dieser  Formeln  kann  man  die  Geschwindigkeit 
berechnen,  die  ein  Körper  bekommt,  wenn  er  von  einer  Höhe  s 
herabfällt    Aus  (5)  folgt  für  die  Dauer  des  Falles 

*=l/f («) 

und  dann  aus  (4)  für  die  Endgeschwindigkeit 


v  =  y2gs (7) 

Was  die  Messung  der  Beschleunigung  beim  freien  Fall 
betrifit,  so  bemerken  wir,  daß  man  die  genauesten  Resultate 
nicht  durch  direkte  Beobachtung  eines  fallenden  Körpers, 
sondern  in  einer  anderen  Weise  bekommen  hat,  die  wir 
später  kennen  lernen  werden. 

Da  alle  Körper  gleich  schnell  fallen,  so  ist  g  für  alle 
gleich  groß.   *Man  hat  femer  gefunden,  daß  die  Beschleunigung 
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an  Terschiedenen  Punkten  der  Erdoberflache  ungleiche  Werte 
hat  Je  mehr  man  sich  den  Polen  nähert,  desto  schneller 
fallen  die  Körper ,  nnd  der  Wert  Ton  g  wird  größer.  Hier 
folgen  einige  der  für  g  erhaltenen  Werte;  als  Längeneinheit 
ist  dabei  das  Zentimeter  und  als  Zeiteinheit  die  Sekunde 
benutzt 

Breite  Fallbeschleunigiuig 


0» 

9T8,1 

45» 

980,6 

52  <» 

981^ 

90» 

983,1 

Der  Wert  von  ^  ist  für  Königsberg  981,4,  für  Berlin  981,2, 
för  Wien  980,8. 

§  64.  Vertikal  in  die  Höhe  geworfener  Körper.  Die  Be- 
obachtung hat  gelehrt,  wie  bereits  in  §  48  erwähnt  wurde,  daß 
die  erst  steigende  und  dann  fedlende  Bewegung  eines  solchen 
Körpers  die  Eigenschaft  hat^  die  wir  durch  Fig.  42  (S.  66) 
aasdrückten.    Man  kann  daraus  das  Folgende  ableiten« 

a)  Die  Geschwindigkeit  des  Körpers  ist  gleich  groß  in 
zwei  Augenblicken,  die  gleich  Yiel  Tor  und  nach  dem  Zeit- 
punkt liegen,  in  welchem  die  Bewegung  umgekehrt  wird.  Der 
Weg  z.  B.,  der  in  Fig.  42  zwischen  den  Zeiten  1  und  1,0001 
zurückgelegt  wird,  ist  derselbe  wie  derjenige,  welcher  zwischen 
den  Zeiten  6,9999  und  7  durchlaufen  wird. 

b)  Da  während  des  Fallens  die  G^eschwindi^eit  in  jeder 
Sekunde  um  g  zunimmt,  muß  sie  während  des  Steigens  in  jeder 
Sekunde  um  g  abnehmen.  So  ist  z.  B.  in  Fig.  42  der  Unter- 
schied zwischen  den  Geschwindigkeiten  in  den  Augenblicken  1 
und  2  derselbe  wie  zwischen  den  Geschwindigkeiten  in  den 
Augenblicken  7  und  6. 

Weil  bei  einem  vertikal  in  die  Höhe  geworfenen  Körper 
in  aufeinander  folgenden  gleichen  Zeiten  die  Geschwindigkeit 
jedesmal  um  denselben  Betrag  abnimmt,  wird  die  Bewegung  eines 
solchen  Körpers  gleichßrmig  verzögert  genannt 

c)  Wird  ein  Körper  mit  der  Geschwindigkeit  v^  vertikal 
in  die  Höhe  geworfen,  so  muß,  da  in  jeder  Sekunde  die  Ge- 

' windigkeit  um  g  abnimmt,  nach 

/  =  -?- (8) 
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Sekunden  die  Geschwindigkeit  gleich  Null  geworden  sein.  Dies 
ist  die  Zeit,  welche  für  das  Steigen,  und  ebenso  die  Zeit,  die 
für  das  Fallen  gebraucht  wird. 

Die  Höhe  k,  die  der  Körper  erreicht,  ist  zugleich  der 
Weg,  den  er  beim  Fallen  in  der  Zeit  (8)  zurücklegt.  Aus 
Formel  (5)  folgt  daher 

Ä  =  l^l (9) 

§  65.  Zusammensetzung  von  zwei  Geschwindigkeiten.  Wir 
wollen* annehmen,  eine  Ebene,  z.  B.  das  Deck  eines  SchiflFes, 
bewege  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  in  einer  Richtung, 
die  in  der  Ebene  selbst  liegt,  und  ein  Körper  bewege  sich  in 
der  Ebene,  z.  B.  es  rolle  eine  Kugel  über  das  Deck  des 
Schiffes.  Man  kann  dann  auf  die  Punkte  der  Ebene  achten,  in 
denen  sich  der  Körper,  jedesmal  nach  gleichen  Zeiten,  befindet 
Die  Lage  dieser  Punkte  bestimmt  die  Bewegung,  die  der 
Körper  für  einen  Beobachter  zu  haben  scheint,  der  selbst  auf 
der  Ebene  steht  und  an  der  Bewegung  derselben  teilnimmt, 
vielleicht  ohne  etwas  davon  zu  bemerken.  Diese  scheinbare 
Bewegung  wird  auch  die  relative  Bewegung  des  Körpers  in 
bezug  auf  die  Ebene  genannt;  sie  muß  von  der  wahren  oder 
absoluten  Bewegung  unterschieden  werden,  von  der  man  eine 
Vorstellung  bekommt,  wenn  man 
untersucht,  welche  Punkte  des 
Raumes  der  Körper  nacheinander 
erreicht. 

Wir  nehmen  nun  an,  daß 
die  relative  Bewegung  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  in  der 
Richtung  einer  geraden  Linie  in 
der  Ebene  stattfindet.  Diese  Linie 
ist  in  Fig.  65  mit  AM  bezeichnet;  Fig.  65. 

Ä,  Bj  Gj  D  sind  die  in  gleichen 
Abständen  voneinander  liegenden  Punkte  der  Linie,  in  denen  sich 
der  Körper  in  Augenblicken  befindet,  die  in  Zwischenzeiten  =  1 
aufeinander  folgen,  also  in  Augenblicken,  die  wir  mit  0,  1,  2,  8 
bezeichnei^  können.  Wir  müssen  nun  auf  die  Bewegung  der 
Linie  selbst  bei  der  Verschiebung  der  Ebene  achten;  wir 
nehmen  an,  daß  diese  Verschiebung  in  der  Richtung  A  L  mit 
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der  Geschwindigkeit  AÄ  stattfindet.  Hat  die  Linie  die  Lage 
AM  zur  Zeit  0,  so  werden  die  Lagen  von  ^  in  den  Augen- 
blicken 1,  2,  3  dargestellt  durch  Äy  Ä\  Ä'\  wenn  man  Ä  Ä'  = 
A' Ä"  =  AÄ  macht.  Die  Linie  selbst,  welche  parallel  zu  sich 
selbst  fortschreitet,  hat  nacheinander,  die  Lagen  Ä  M',  Ä'  M'\ 
Ä"M"'. 

Während  sich  der  Körper  zur  Zeit  0  im  Punkt  A  des 
Raumes  befindet,  befindet  er  sich  zur  Zeit  1  in  demjenigen 
Punkt  von  Ä  M',  in  den  B  gekommen  ist,  also  im  Punkt  Jff, 
den  man  erhält,  wenn  man  durch  B  eine  Linie  parallel  zu  AL 
zieht;  alle  Punkte  Yon  AM  verschieben  sich  nämlich  in  der- 
selben Richtung.  Aus  der  Figur  ist  zu  ersehen,  wie  in  der- 
selben Weise  die  wahren  Orte  C"  und  D"'  des  Punktes  für  die 
Augenblicke  2  und  3  gefunden  werden.  Man  sieht  nun  leicht^ 
daß  A,  B'f  (7",  D'"  auf  einer  geraden  Linie  liegen;  daß  diese 
wirklich  die  wahre  Bahn  des  Körpers  ist,  wird  durch  Be- 
trachtung der  Lagen  bestätigt,  die  er  in  Zeitpunkten  hat,  die 
zwischen  den  Augenblicken  0  und  1,  1  und  2  usw.  liegen. 
Ferner  ist  ^F  =  F  C"  =  CD'",  und  da  dies  auch  der  Fall 
sein  würde,  wenn  AB,  BCusw.,  AÄ,  Ä Ä'  usw.  nicht  die 
Wege  in  Zeiteinheiten,  sondern  in  beliebigen  gleichen  Zeiten 
vorstellten,  so  ist  die  absolute  Bewegung  des  Körpers  gleich- 
formig. 

Die  Geschwindigkeit  dieser  Bewegung  \ä\,AB\  man  karm, 
tüie  man  sieht,  diese  Oesckmndigkeit  dadurch  finden,  daß  man  die  (?e- 
schwindigkeit  A  Ä  der  Ebene  und  die  Oesehtvindigkeit  A  B,  die  der 
Körper  in  bezug  auf  die  letztere  hat,  nach  der  Begel,  die  wir  in 
§27  für  die  Zusammensetzung  von  Vektoren  gegeben  haben,  xv^ 
sammensetzt. 

Zu  demselben  Schluß  kommt  man  auch,   wenn   die  Be- 
^'  wegung  des  Körpers  auf  der  Ebene 

und  die  Verschiebung  der  letzteren 
in  der  Richtung  A  L  mit  veränder- 
licher Geschwindigkeit  stattfinden. 
Für  die  Dauer  sehr  kurzer  (eigent- 
_  lieh  unendlich  kleiner)  Zeiten  kann 

^*     *  man   auch   dann   noch  beide   Be- 

wegungen als  gleichförmig  betrachten.  Es  sei  nun  (Fig.  66)  A  der 
Ort  im  Raum,  an  welchem  sich  der  bewegliche  Körper  in  einem 
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gewissen  Augenblick  befindet,  E  die  Lage,  welche  er  nach 
einer  sehr  kurzen  Zeit  erreicht  haben  würde,  wenn  die  Ebene 
in  Buhe  wäre.  Wenn  sich  nun  während  dieser  Zeit  der  Punkte 
bis  nach  a,  und  die  Linie  Ä  E  bis  nach  a  e  fortbewegt  hat,  so 
ist  der  Eckpunkt  e  des  Parallelogramms  ÄaeE  der  neue  Ort 
des  Körpers  im  Raum. 

Die  Linien  Äa,  ÄE  und  Ä  e  stellen  also  die  ein  und  der- 
selben sehr  kleinen  Zeit  entsprechenden  Wege  bei  der  Bewegung 
der  Ebene,  bezw.  der  relativen  und  der  absoluten  Bewegung 
des  Körpers  dar.  Die  diesen  Bewegungen  entsprechenden  Ge- 
schwindigkeiten müssen  die  Richtung  der  drei  Linien  haben 
und  der  Länge  derselben  proportional  sein;  hieraus  folgt  (§  28), 
daß  die  dritte  Geschwindigkeit  durch  die  Diagonale  AB  des 
Parallelogramms  dargestellt  wird,  dessen  Seiten  ÄÄ  und  AB 
die  beiden  anderen  Geschwindigkeiten  angeben. 

Von  einem  Körper  wie  der  hier  betrachtete  pflegt  man 
zu  sagen,  daß  er  xwei  Oescktvindigkeiten  zugleich  hat,  nämlich 
die  relative  Geschwindigkeit  in  bezug  auf  die  Ebene  und  die 
Geschwindigkeit  dieser  letzteren. 

Dieser  Ausdrucksweise  gemäß  wollen  toir  unter  der  Aussage 
„ein  Körper  habe  zwei  Geschwindigkeiten"  immer  verstehen^  daß  er 
diejenige  Geschwindigkeit  hat,  welche  man  erhält,  wenn  num  diese 
beiden  nach  der  Regel  von  §27  zusammensetzt. 

Die  Bezeichnungen  „Parallelogramm  der  Geschwindig- 
keiten^', „resultierende  Geschwindigkeit",  „Zerlegen  einer  Ge- 
schwindigkeit'^,  „Geschwindigkeitskomponenten"  bedürfen  nach 
dem  in  §  27  gesagten  keiner  weiteren  Erläuterung  mehr.  Wir 
bemerken  nur  noch  das  Folgende: 

a)  Haben  die  beiden  Geschudndigkeüen,  die  man  zusammen- 
zusetzen hat,  dieselbe  oder  entgegengesetzte  Richtung,  so  ist  die 
resultierende  Geschwindigkeit  gleich  ihrer  Summe  oder  ihrer  Diffe- 
renz. Hiervon  kann  man  sich  leicht  überzeugen^  indem  man 
einen  Körper  betrachtet,  der  sich  in  einer  gewissen  Richtung 
in  einer  Ebene  bewegt,  während  diese  Ebene  in  derselben  oder 
in  der  entgegengesetzten  Richtung  fortgeschoben  wird. 

Zwei  entgegengesetzte  und  gleiche  Geschwindigkeiten  haben 
die  Resultierende  Null.  Ein  Beispiel  hat  man  in  einer  Person, 
die  ein  Boot  mit  einer  Stange  fortschiebt. 
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Nachdem  wir  jetzt  festgesetzt  haben,  was  wir  unter  der  Zu- 
sammensetzung oder  Vereinigung  zweier  Geschwindigkeiten  von 
entgegengesetzter  Richtung  zu  verstehen  haben,  können  wir  die 
Geschwindigkeitsänderung  eines  vertikal  in  die  Höhe  geworfenen 
Körpers  (§  64)  auch  in  folgender  Weise  beschreiben: 

Ein  Körper,  welcher  vertikal  in  die  Höhe  steigt,  hekom/nd  — 
ebensogut  vne  ein  fallender  Körper  —  in  jeder  Sekunde  zu  der  Ge» 
schwindigkeit f  die  er  bereits  hat,  eine  Qeschtvindigkeit  g  vertikal 
nach  unten. 

b)  Ein  Körper  kann  auch  mehr  als  zwei  Geschwindigkeiten 
zugleich  haben;  die  wahre  Geschwindigkeit  wird  dann  immer 
nach  den  für  Vektoren  gegebenen  Regeln  gefunden.  Ein  fallender 
Stein  z.  B.  hat  in  bezug  auf  die  Erde  die  Bewegung,  welche 
wir  kennen  gelernt  haben,  aber  er  nimmt  außerdem  teil  an 
der  Rotation  der  Erde  um  ihre  Achse,  an  der  fortschreitenden 
Bewegung  unseres  Planeten  um  die  Sonne,  endlich  an  der  Be- 
wegung des  ganzen  Sonnensystems  durch  den  Weltraum.  Die 
absolute  Bewegung  eines  Körpers  wird  von  uns  niemals  be- 
obachtet; bei  den  Erscheinungen  auf  der  Erde,  soweit  wir  sie 
betrachten  werden,  kann  jedoch  meistens  von  der  Bewegung 
der  Erde  abgesehen  und  die  relative  Bewegung,  die  wir  be- 
obachten, als  die  wirkliche  Ortsveränderung  angesehen  werden. 

§  66.  Beschleunigung  bei  einer  beliebigen  geradlinigen 
Bewegung.  Im  allgemeinen  betrachtet  man  als  Maß  für  die 
Beschleunigung  bei  einer  solchen  Bewegung  die  Änderung  der 
Qeschioindigkeit  pro  Zeiteinheit,  abgeleitet  aus  der.  Änderung, 
welche  die  Geschwindigkeit  in  einer  unendlich  kleinen  Zeit 
erleidet;  man  berechnet  also  die  Beschleunigung  dadurch,  daß 
man  die  Änderung  der  Geschwindigkeit  während  einer  un- 
endlich kleinen  Zeit  durch  die  Länge  dieser  Zeit  dividiert. 
Bezeichnet  man  eine  unendlich  kleine  Zeit  mit  dt  und  die 
Änderung  der  Geschwindigkeit  v  während  dieser  Zeit  mit  dv, 
so  ist  die  Beschleunigung 

^  =  ^ (10) 

Man  kann  die  Berechnung  ausführen,  sobald  v  als  Funktion 
der  Zeit  t  gegeben  ist. 

Wir  bemerken  bei  dieser  Formel  noch  das  Folgende.    Hat 
1  in  der  Bahn  des  Punktes  eine  bestimmte  Richtung  als 
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die  positive  gewählt,  dann  gibt  (§  62)  das  Vorzeichen  der  Ge- 
schwindigkeit V  die  Richtung  der  Bewegung  an.  Auch  der  Wert, 
den  man  für  q  findet,  kann  sowohl  negativ  als  positiv  sein.  Dem 
entsprechen  die  verschiedenen  Richtungen,  die  die  Beschleuni- 
gung haben  kann.  Ist  q  positiv,  so  bedeutet  dies^  daß  man,  um 
die  Geschwindigkeit  am  Ende  der  Zeit  di  zu  bekommen,  die 
Geschwindigkeit  am  Anfang  derselben  mit  einer  unendlich 
kleinen  Geschwindigkeit  in  der  positiven  Richtung  zusammen- 
setzen muß;  wenn  q  negativ  ist,  so  bedeutet  dies,  daß  die  un- 
endlich kleine  Geschwindigkeit,  die  zu  der  Geschwindigkeit,  die 
der  Punkt  bereits  hat,  hinzukommt,  die  negative  Richtung  hat. 

Haben  q  \mdv  dasselbe  Vorzeichen,  also  die  Beschleunigung 
und  die  Geschwindigkeit  dieselbe  Richtung,  so  ist  die  Bewegung 
im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  beschleunigt,  dagegen  ist 
sie  verzögert,  wenn  q  und  v  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben. 

§  67.  Znsammenhang  zwischen  der  Geschwindigkeit  eines 
Punktes  und  derjenigen  seiner  Projektion  auf  eine  feste  gerade 
Linie.  Sind  zwei  Körper  so  miteinander  verbunden,  daß  die 
Bewegung  des  einen  eine  Folge  von  der  des  anderen  ist,  so 
hängen  auch  die  gleichzeitigen  Geschwindigkeiten  miteinander 
zusammen.  Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  Q  in  Fig.  49 
hängt  von  derjenigen  des  Punktes  P  ab,  und  in  ähnlicher 
Weise  wird  die  Geschwindigkeit  aller  Teile  einer  Dampf- 
maschine von  derjenigen  des  Kolbens  bestimmt  Wird  die 
Zeit,  in  welcher  dieser  hin-  und  hergeht,  vergrößert  oder  ver- 
kleinert, so  ändern  sich  alle  Ge-  ^^ 
schwindigkeiten  in  der  Maschine  in  > 
demselben  Verhältnis.                                                 y^ 

Wir  wollen  uns  jetzt  vorstellen,  v/^^ 

daß  sich  ein  Punkt  P  (Fig.  67)  auf  der  /| 

krummen  linie  L  bewegt,  und  wollen  /  j  i 

ihn  in  jedem  Augenblick  auf  die  ge-  j^l     \  \ 

rade  Linie  AB  projizieren.   Während  I  i 

dann  P  den  unendlich  kleinen  Weg      —^ -^, r/    b 

PP    durchläuft,  geht  die  Projektion  pjg  57 

Q  um  die  Strecke  Q  Q'  weiter;  die 

Geschwindigkeiten  von  P  und  Q  verhalten  sich  also  wie  PP' 

und  QQ. 

Man  kann  flir  jeden  Punkt  die   Geschwindigkeit   durch 
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eine  gerade  Linie  darstellen,  die  in  der  Richtung  der  Be- 
wegung gezogen  ist  und  deren  Länge  die  Größe  der  Ge- 
schwindigkeit angibt.  Dieser  Vektor  (§  27)  muß  für  P  in  die 
Richtung  der  Linie  fallen,  die  die  Bahn  in  P  berührt,  und  für 
Q  in  die  Richtung  von  A  B,  Wenn  Pp  die  Geschwindigkeit 
von  P  ist,  so  findet  man  die  von  0,  nämlich  Qq,  indem  man 
die  vierte  Proportionale  zu  P  F,  Q  Q'  und  Pp  sucht.  Da  nun 
der  unendlich  kleine  Bogen  PP'  mit  der  Tangente  zusammen- 
fällt, bekommt  man  die  vierte  Proportionale,  wenn  man  p  auf 
AB  projiziert.  Wir  erhalten  also  die  Regel:  Die  Geschwindig- 
keit der  Projektion  eifies  Punktes  ist  die  Projektion  der  Oeschtoindig- 
keit  des  Punktes. 

Befindet  sich  P  in  einem  Punkt  der  Bahn,  in  welchem 
die  Tangente  parallel  A  B  ist,  so  ist  die  Geschwindigkeit  der 
Projektion  ebenso  gi'oß  wie  die  Geschwindigkeit  von  P;  in 
jedem  anderen  Fall  ist  sie  kleiner.  Steht  die  Tangente  an 
der  Bahn  senkrecht  auf  AB,  so  ist  die  Geschwindigkeit  der 
Projektion  gleich  Null.  Das  Gesagte  gilt  auch,  wenn  die  Bahn 
und  die  gerade  Linie  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 

§  68.  Zerlegung  einer  krummlinigen  Beweg^ung  in  einer 
Ebene  in  zwei  geradlinige  Bewegungen.  Wir  können  den  Punkt  P, 
welcher  sich  auf  der  krummen  Linie  L  bewegt,  auf  ztveiJjimen  in 
^,  der  Ebene  der  Bahn,   z.  B.   auf  die 

c  A  zueinander  senkrechten  Koordinaten- 

^^  achsen   OX  und   OY  (Fig.  68)   pro- 

.^d^__J5  jizieren.     Die  Projektionen  P^  und  Pj 

y^  i  bewegen  sich  auf  0  X  und  O  F,  und 

''       1  1  wenn  man  weiß,  loie  sie  dies  tun,  so 

jJ ^        kann  man  für  jeden  Augenblick  auch 

Fig.  68.  ^iß  Lage  von  P  bestimmen. 

Man  pflegt  zu  sagen,  daß  dar 
Pimki  P  die  Bewegungen  der  beiden  Projektionen,  in  der  Figur 
aiao  eine  Bewegung  nach  rechts  und  eine  Bewegung  nach  eben, 
zugleich  hat. 

Dabei  ist  die  Qeschioindigkeit  des  Punktes  die  JResuUante  der 

Geschwindigkeiten,    die   die    Projektionen   in   demselben   Augenblick 

haben.    Wird  nämlich  die  Geschwindigkeit  PA  in  PB  und  PC, 

parallel  zuOX  und  OY,  zerlegt,  so   sind  diese  Komponenten 

leich  den  Projektionen  von  PA  auf  die  Achsen,   also  nach 
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dem  vorhergehenden  Paragraphen  gleich  den  Geschwindigkeiten 
von  Pj  und  Pg. 

Jede  Bewegung  eines  Punktes  im  Kaum  kann  dadurch  beschrieben 
werden,  daß  man  angibt,  wie  sich  seine  Projektionen  auf  drei  zueinander 
senkrechten  Achsen  bewegen.  Die  G-eschwindigkeit  des  Punktes  wird 
auch  hier  für  jeden  Augenblick  dadurch  gefunden,  daß  man  die  Ge- 
schwindigkeiten der  Projektionen  miteinander  zusammensetzt. 

§  69.  Geschwindigkeit  und  Beschleunignng  bei  einer  ein- 
ÜEtohen  Schwingung.  Wir  können  jetzt  die  Geschwindigkeit 
bei  einer  einfachen  Schwingung  bestimmen,  indem  wir  be- 
denken, daß  diese  der  Definition  gemäß  die  Projektion  einer 
gleichförmigen  Kreisbewegung  ist.  Der  Punkt  P,  der  in 
Fig.  47  (S.  68)  den  Kreisumfang  durchläuft,  hat  die  kon- 
stante Geschwindigkeit  2  7iajT  (S.  72);  diese  Geschwindig- 
keit hat  auch  der  Punkt  Q  in  dem  Augenblicke,  in  welchem 
er  durch  den  Mittelpunkt  0  geht  Dagegen  ist  in  A  und  in 
B  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  einen  Augenblick  gleich  Null. 

Will  man  die  Geschwindigkeit  in  einem  beliebigen  Punkt  Q, 
finden,  so  muß  man  2italT  mit  dem  Cosinus  des  Winkels 
multiplizieren,  den  die  Bewegungsrichtung  von  P  mit  0  Ä  macht. 
Dieser  Winkel  ist  um  \7i  größer  als  der  Winkel  zwischen 
OA  und  0P\  die  gesuchte  Geschwindigkeit  ist  also,  wenn  wir 
die  Bewegung  durch  die  Formel  (2)  darstellen, 

2  na          (et       ^.i\             271  a     '    et       t  /ii\ 

v^-^-Q0^\2%^  +  \n'j  = j^sm27ry.        (11) 

Man  wird  sich  leicht  davon  überzeugen,  daß  diese  Formel  den 
Wechsel  in  der  Richtung  der  Geschwindigkeit  richtig  zum  Aus- 
druck bringt 

Ans  (11)  kann  nun  weiter  die  Beschleunigung  q  abgeleitet 
werden.  Wir  wollen  die  Berechnung  nicht  mitteilen  und  uns 
auf  das  Resultat 

e  = j^^cos2;ry (12) 

beschränken.  Vergleicht  man  dies  mit  der  Gleichung  (2) 
(S.  72),  80  sieht  man,  daß  die  Beschleunigung  gefunden  wird, 
indem  man  die  Entfernung  des  Punktes  von  0  mit  einem 
konstanten  Faktor  multipliziert;  man  hat  nämlich 

<l  =  -^B (13) 
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Das  negative  Vorzeichen  bedeutet^  daß  die  Beschlennignng 
immer  nach  O  gerichtet  ist,  was  anch  leicht  einzusehen  ist; 
aus  dem  soeben  über  die  Geschwindigkeit  Gesagten  geht  nämlich 
ohne  weiteres  hervor,  daß  die  Bewegung  von  Ä  oder  B  nach  0 
hin  beschleunigt  und  die  Bewegung  von  O  hinweg  verzögert  ist 
Die  durch  (13)  ausgedrückte  Proportionalität  der  Be- 
schleunigung mit  der  Entfernung  5  ist  ein  wichtiges  Kennzeichen 
der  einfachen  Schwingung. 

Man  kann  (11)  erhalten,  indem  man  die  Funktion 
s  ^  a  cos  [2 nijT)  in  der  in  §  40,  e  angegebenen  Weise 
differenziert;  ebenso  findet  man  die  Beschleunigung  (12)  da- 
durch, daß  man  den  Wert  (11)  der  Geschwindigkeit  differenziert 
§  70.  Beweg^ong  eines  in  beliebiger  Bichtiing  in  die  Höhe 
geworfenen  Körpers.  Wenn  man  mit  konstanter  Geschwindig- 
keit in  horizontaler  Richtung  fortschreitet,  kann  man  einen 
Ball  in  einer  Richtung  emporwerfen,  die  man,  wenn  man 
nicht  auf  seine  eigne  Bewegung  achtet,  für  vertikal  hält;  man 
sieht  den  Ball  vertikal  über  sich  aufsteigen  und  wieder  nieder- 
fallen, so  daß  man  ihn  nach  einiger  Zeit  mit  der  Hand 
auffangen  kann.  Ebenso  kann  man  auf  einem  Schiff,  wel- 
ches sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  bewegt,  den  Ball 
fallen  lassen  oder  vertikal  in  die  Höhe  werfen,  ohne  daß  man 
an  der  Bewegung  derselben  merkt,  daß  das  Schiff  nicht 
stillsteht. 

Wir  können  daher  sagen :  Auf  einer  vertikalen  Linie,  die 
mit  konstanter  Qeackwindigkeü  in  horv- 
xontaler  Richtung  verschoben  unrä^  kann 
ein  Körper  in  derselben  Weise  steigen 
und  fallen  wie  auf  einer  stillstehenden 
Linie, 

In   Fig.   69   sind  die  Lagen  der 
vertikalen    Linie    für    einige   Augen- 
blicke   angegeben,     die    in    gleichen 
Zwischenzeiten    aufeinander    folgen; 
OÄ  ist  die  Lage  zur  Zeit,  wenn  der 
Körper  seine  größte  Höhe  erreicht  hat    Wir  nehmen  an,  daß 
^r  sich  dann  in  O  befindet    Die  Projektion  des  Körpers  auf 
A  hat  dieselbe  Bewegung  wie  ein  vertikal  in  die  Höhe  ge- 
fener  und  dann  vrieder  fallender  Körper;  a,  b,  o  sind  die 
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Stellen,  an  welchen  sie  sich  in  Augenblicken  befindet,  in  denen 
die  vertikale  Linie  die  verschiedenen  in  der  Figur  angegebenen 
Stellungen  einnimmt  (vgl.  Fig.  42,  S.  66).  In  der  Figur  sind 
nun  in  einer  Weise,  die  keiner  weiteren  Erklärung  bedarf, 
die  Stellen  im  Räume  bestimmt,  welche  der  Körper  nach- 
einander einnimmt;  die  krumme  Linie,  die  durch  alle  diese 
Stellen  geht,  die  wirkliche  Bahn  des  Körpers,  ist  eine  Parabel. 
Ein  Ball,  der  von  dem  Beobachter  im  Schiflf  scheinbar 
vertikal  in  die  Höhe  geworfen  wird,  verläßt  m  Wirklichkeit 
die  Hand  mit  einer  Geschwindigkeit,  die  man  erhält,  wenn 
man  die  Geschwindigkeit,  die  der  Beobachter  dem  Ball  in 
vertikaler  Richtung  erteilte,  mit  der  horizontalen  Geschwindig- 
keit des  Schiffes  zusammensetzt  Nachdem  der  Ball  die  Hand 
verlassen  hat,  ist  er  vollkommen  frei;  dieselbe  Bewegung,  welche 
er  jetzt  bekommt,  muß  er  daher  auch  haben,  wenn  er  in 
anderer  Weise  eine  Geschwindigkeit  in  schiefer  Richtung  be- 
kommen hat,  wenn  z.  B.  ein  stillstehender  Beobachter  ihn  in 
dieser  Richtung  in  die  Höhe  geworfen  hat. 

Mn  in  beliebiger  Richtung  in  die  Höhe  geworfener  Körper 
beschreibt  daher  eine  ParabeL  Die  Bewegung  der  Horizontal- 
Projektion  ist  gleichförmig  und  die  Bewegung  der  Vertikalprojektion 
ist  dieselbe  wie  die  eines  vertikal  in  die  Höhe  geworfenen  Körpers, 

Im  Punkt  0  (Fig.  70)  werde  ein  Körper  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit Oa=^VQ  in  die  ^ 

Höhe   geworfen,   und  zwar  in     f "/^i-^"^ 

einer  Richtung,   die  mit  einer  /^ 

horizontalen  Ebene  den  Winkel         /^ 
a  bildet.     Zerlegt  man  v^  in     o  y   ' 

eine    horizontale   Komponente  P 

Op=Vq  cos  cc  und  eine  vertikale 

Oq  =s  Vq  sin  a,  so  ist  die  erstere  die  Geschwindigkeit  der  gleich- 
förmigen Bewegung,  die  der  Körper  in  horizontaler  Richtung 
hat,  während  die  Bewegung  in  vertikaler  Richtung  dieselbe  ist 
wie  die  eines  Körpers,  der  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  0  q 
vertikal  in  die  Höhe  steigt  Hieraus  können  alle  Einzelheiten 
der  Bewegung  auf  der  Parabel  OÄB  abgeleitet  werden. 

Ein  mit  der  Geschwindigkeit  v^  sin  cc  aufsteigender  Körper 
erreicht  (§  64)  die  Höhe 

Lorentz,  Lehrbuch  der  Physik.    I.  1 
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dies  ist  die  Länge  der  Senkrechten  Ä  C  vom  höchsten  Punkt 
der  Parabel  auf  die  horizontale  Linie  OB.  Die  Dauer  des 
Steigens  ist  (§  64) 

Vq  sin  ff 


und    der    in    dieser    Zeit    in    horizontaler   Richtung   zurück- 
gelegte Weg 

^  ^       r«  sin  «                        ^0*  wö  ff  C08  ff 
0  C  =    -    -    -  •  Vn  cos  a  =  -^ . 

Das  Fallen  längs  Ä  B  dauert  ebensolange  wie  das  Steigen 
auf  0A\  hieraus  folgt 

Vßin2a 


01?  =  20(7  = 


9 


Folgerungen  aus  dieser  Formel.  Wird  ein  Körper  mit  derselben 
Geschwindigkeit  erst  in  einer  Bichtung,  die  den  Winkel  a  mit  OB 
bildet,  und  dann  in  einer  Richtung  geworfen,  die  mit  dieser  Linie  den 
Winkel  90^  —  a  bildet,  so  wird  in  beiden  Fällen  dieselbe  Entfernung 
OB  erreicht.     Diese  Entfernung  ist  am  größten,  wenn  a  w  45^  ist. 

§  71.  Änderung  der  Geschwindigkeit  bei  der  parabo- 
lischen Bewegung.  Die  Geschwindigkeit  des  Körpers^  der 
in  der  beschriebenen  Weise  eine  Parabel 
durchläuft;  kann  in  jedem  Augenblick  in 
eine  horizontale  und  eine  vertikale  Kompo- 
nente zerlegt  werden.  Während  die  erstere 
unverändert  bleibt,  kommt  zu  der  letzteren 
während  jeder  Sekunde  eine  vertikal  nach 
unten  gerichtete  Geschwindigkeit  g  hinzu. 

Um  die  Änderungen  der  Geschwindig- 
keit gut  zu  übersehen,  kann  man  in  einer 
Hilfsfigur  (Fig.  71),  immer  aus  demselben 
Punkt,  Vektoren  ziehen,  die  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  fftr 
verschiedene  Augenblicke  darstellen. 

Ist  nun  in  einem  bestimmten  Augenblick  die  Geschwindig- 
keit P  Q  und  sind  ihre  Komponenten  PR  und  PS,  so  werden, 
wenn  wir  RU  =  g  machen,  P  Uund  PS  die  Geschwindigkeits- 
komponenten nach  Verlauf  einer  Sekunde  darstellen;  die  wirk- 
liche Geschwindigkeit  ist  dann  P  V  und  man  kann  diese  auch 


Fig.  71. 
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aus  PQ  bekommen,  indem  man  diese  letztere  Geschwindigkeit 
direkt  mit  PW=gj  vertikal  nach  unten,  zusammensetzt 

Man  kann  eine  derartige  Figur  auch  konstruieren  für  den 
Fall,  daß  die  Geschwindigkeit  zuerst  schief  ncLch  oben  gerichtet 
ist  Man  sieht  ^o,  daß  sowohl  während  des  Steigens  als 
während  des  Fallens  in  der  Parabel  der  Körper  in  jeder 
Sekunde  eine  nach  unten  gerichtete  Geschwindigkeit  g  be- 
kommt, die  mit  der  bereits  vorhandenen  Geschwindigkeit  zu- 
sammengesetzt wird. 

In  i  Sekunden  bekommt  der  Körper  eine  Geschwindigkeit 
gt  zu  derjenigen  hinzu,  die  er  bereits  hat,  so  daß,  wenn  man 
die  Geschwindigkeit  für  einen  bestimmten  Augenblick  kennt, 
man  die  Geschwindigkeit  für  eine  beliebige  spätere  Zeit  un- 
mittelbar durch  Konstruktion  eines  Parallelogramms  finden 
kann.  Dabei  kann  t  auch  ein  Bruch  sein;  während  eines  jeden 
auch  noch  so  kleinen  Zeitteilchens  bekommt  der  Körper  eine 
diesem  Zeitteilchen  proportionale  Geschwindigkeit  nach  unten. 

§  72.     Beschleunigung  bei  einer  krummlinigen  Beweg^g. 


cj        hacL 
Fig.  72. 

Wir  wollen  jetzt  einen  Körper  betrachten,  der  sich  in  der 
einen  oder  anderen  Weise  auf  einer  krummen  Linie  LL 
(Fig.  72)  bewegt.  In  einem  bestimmten  Augenblicke  ist  er  in 
P  und    hat    die   Geschwindigkeit   PÄ   m    der   Richtung   der 

7* 
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Tangente;  nach  einem  Zeitelement  r  ist  er  nach  Q  gekommen 
und  hat  die  Geschwindigkeit  Q  B,  die  im  allgemeinen  in  Größe 
von  PA  verschieden  ist 

Wenn  Größe  und  Richtung  unverändert  geblieben  wären 
so  würde  die  Geschwindigkeit  am  Ende  .des  Zeitelementes 
durch  Q  C,  parallel  und  gleich  PA,  dargestellt  werden.  Kon- 
struiert man  nun  ein  Parallelogramm,  von  dem  05  die  Dia- 
gonale und  Q  C  die  eine  Seite  ist,  so  gibt  die  andere  Seite 
QD  die  Geschwindigkeit  an,  die  der  Körper  in  der  Zeit  r  zu 
der  bereits  vorhandenen  hinzubekommen  hat  Wir  dividieren 
diese  Geschwindigkeit  durch  die  Länge  r  des  Zeitelementes; 
dadurch  finden  wir  die  Geschwindigkeit,  welche  der  Körper 
pro  Zeiteinlieit  bekommen  hat  und  die  wir  die  mittlere  Be- 
schleunigung während  der  Zeit  r  nennen  können.  Wir  schreiben 
ihr  die  Richtung  von  QD  zu. 

Unter  der  Beschleunigung  im  Punkt  P  versteht  man  den 
Grenzwert,  dem  sich  diese  mittlere  Beschleunigung  nähert,  wenn 
man  die  Zeit  r  sich  dem  Wert  Null  nähern  läßt  Die  Richtung 
der  Beschleunigung  ist  diejenige,  welcher  sich  die  Richtung 
von  QD  nähert,  und  die  Größe  q  der  Beschleunigung  ist 
der  Grenzwert  des  Verhältnisses  QDjx.  Man  kann  die  Be- 
schleunigung durch  einen  Vektor  Pü  von  geeigneter  Richtung 
darstellen,  dessen  Länge  den  Wert  von  q  angibt 

Wenn  man  sagt,  daß  eine  Beschleunigung  q  in  der  Rich- 
tung PH  vorhanden  ist,  so  meint  man  damit,  daß  der  Körper 
in  einer  unendlich  kleinen  Zeit  r  zu  der  Geschwindigkeit,  die 
er  bereits  hat,  eine  Geschwindigkeit  qr  m  der  Richtung  PH 
hinzubekommt 

Das  im  vorhergehenden  Paragraphen  Gefundene  können 
'Wir  jetzt  so  ausdrücken,  daß  wir  sagen,  der  Körper  habe  bei  der 
parabolischen  Bewegung  eine  vertikal  nach  unten  gerichtete 
■Beschleunigung  g. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  daß  es  bei  der  vorher- 
gehenden Betrachtung  nicht  nötig  ist,  daß  die  Bahn  in  einer 
*i'bene  liegt.  Auch  für  eine  beliebige  Bewegung  im  Raum 
Kann  man  die  Beschleunigung  in  der  angegebenen  Weise  de- 
filieren. Daß  übrigens  diese  Definition  zur  Folge  hat,  daß 
pei  einer  krummlinigen  Bewegung  das  Wort  „Beschleunigung" 
^11  uneigentlichem  Sinne  gebraucht  wird,  ist  leicht  einzusehen. 
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Bei  diesem  Wort  muß  man  nun  nicht  immer  an  ein  Zunehmen 
der  Größe  der  Geschwindigkeit  denken. 

§  73.  Komponenten  der  Beschleunigung.  Wir  wollen  an- 
nehmen, daß  die  Linie  L  L,  von  der  im  vorhergehenden  Para- 
graphen die  Rede  war,  in  einer  Ebene  liegt.  Wir  können 
dann  zwei  zueinander  senkrechte  Koordinatenachsen  OX  und 
O  Y  annehmen,  und  sowohl  den  betrachteten  materiellen  Punkt 
als  auch  die  Vektoren,  welche  die  verschiedenen  Geschwindig- 
keiten darstellen,  auf  diese  Achsen  projizieren.  Wir  wissen 
bereits,  daß  in  jedem  Augenblick  die  Projektion  der  Ge- 
schwindigkeit auf  OX  mit  der  Geschwindigkeit  übereinstimmt, 
mit  der  sich  die  Projektion  des  Punktes  auf  dieser  Achse  be- 
wegt Diese  letiztere  Geschwindigkeit  ist  also  in  den  betrachteten 
Augenblicken  pa  und  qb;  da-  man  für  pa  auch  qc  setzen  kann, 
so  wird  die  Zunahme  der  Geschwindigkeit  durch  cb  und  also 
auch  durch  qdj  die  Projektion  von  QD,  dargestellt  Hieraus 
ergibt  sich  leicht,  daß  die  mittlere  Beschleunigung  der  Pro- 
jektion in  der  Zeit  r,  die  die  Richtung  von  q  d  und  die  Größe 
qd/r  hsX,  die  Projektion  der  mittleren  Beschleunigung  des 
auf  der. krummen  Linie  sich  bewegenden  Punktes  ist  Dieselbe 
Beziehung  muß  also  auch  zwischen  den  Grenzwerten  dieser 
mittleren  Beschleunigungen,  d.  h.  zwischen  den  Beschleunigungen 
in  einem  bestimmten  Augenblick  bestehen.  Wird  diese  Be- 
schleunigung für  den  einen  Punkt  durch  PH  angegeben,  so 
wird  sie  für  den  anderen  durch  p  h  dargestellt 

Hieraus  folgt  endlich,  daß,  wenn  man  den  Vektor  PH 
in  die  Komponönten  PJS'und  PN,  parallel  zu  den  Koordinaten- 
achsen^ zerlegt,  diese  die  Beschleunigungen  der  Projektionen 
des  betrachteten  Punktes  vorstellen. 

Entsprechend  der  Ausdrucks  weise,  daß  der  Körper  die  Bewe-« 
gungen  in  den  Richtungen  von  OXxmd  0  T  zugleich  ausführt,  sagen 
wir  auch,  daß  er  die  Beschleunigungen  PK  und  PJV  zugleich  hat 

Überhaupt,  wenn  man  sagt,  daß  ein  Körper  zwei  oder  mehr 
Beschleunigungen  hat,  so  meint  man  damit,  daß  man  die  wirk- 
liche Beschleunigung  bekommt,  wenn  man  diese  Beschleuni- 
gungen nach  der  flir  Vektoren  geltenden  Regel  zusammensetzt 

Es  wird  keine  Schwierigkeit  bieten,  das  Gresagte  auf  die  Be- 
wegung auf  'einer  beliebigen  Linie  im  Raum  auszudehnen;  man  kann 
dann  auf  drei  zueinander  senkrechte  Koordinatenachsen  projizieren. 
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§  74.  Beweg^nng  eines  Körpers,  der  äußeren  Einflüssen 
entzogen  ist.  Bis  jetzt  wurde  nur  über  die  Beobachtung  und 
Beschreibung  von  Bewegungen  gesprochen.  Die  Physiker 
wünschen  aber  auch  die  Ursachen  der  Ortsveränderung  der 
Körper  zu  ermitteln  oder  wenigstens  nachzuforschen,  wie  diese 
von  verschiedenen  Umständen  abhängt.  Wer  ein  Papier- 
schnitzelchen nach  einem  darüber  gehaltenen  Glasstab«  der  mit 
einem  seidenen  Lappen  gerieben  und  dadurch  elektrisiert  worden 
ist,  emporsteigen  sieht,  wird  in  der  Anwesenheit  dieses  Glas- 
stabes die  Ursache  der  Bewegung  des  Papierstückchens  er- 
blicken; er  wird  sagen,  daß  dieses  von  dem  Glasstab  angexogen 
wird.  Dies  ist  zwar  nicht  mehr  als  eine  Bedensart,  allem 
sie  hat  den  Vorteil,  die  Aufmerksamkeit  auf  die  Tatsache  zu 
richten,  daß  das  Papier  nicht  in  die  Höhe  steigt,  wenn  der 
Stab  nicht  über  dasselbe  gehalten  wird. 

Ebenso  können  wir,  sobald  wir  wahrgenommen  haben, 
daß  überall  die  Körper  nach  dem  Mittelpunkt  der  Erde  hin 
fallen,  nicht  umhin,  die  Anwesenheit  der  Erde  als  die  Ursache 
dieser  Bewegung  zu  betrachten. 

In  allen  Fällen,  in  denen  ein  Körper  aus  dem  Zustand 
der  Ruhe  in  den  Zustand  der  Bewegung  übergeht,  gelingt  es 
einen  anderen  Körper  zu  finden,  dessen  Anwesenheit  oder  Zu- 
stand als  die  Ursache  der  Bewegung  betrachtet  werden  kann. 

Ist  ein  Körper  allen  äußeren  Einflüssen  entzogen,  so  beharrt 
er,  wenn  er  in  Ruhe  ist,  datiemd  in  diesem  Zustand.      *^ 

Um  einzusehen,  was  geschieht,  wenn  ein  solcher  sich  selbst 
überlassener  Körper  eine  gewisse  Geschwindigkeit  hat,  be- 
trachten wir  eine  Kugel,  die  auf  einem  horizontalen  Fußboden 
liegt.  Offenbar  wirken  auf  sie  keine  Einflüsse  ein,  die  eine 
Bewegung  hervorrufen  können.  Wir  setzen  nun  die  Kugel 
durch  einen  Schlag  mit  dem  Hammer  in  Bewegung  und  be- 
obachten, was  nach  diesem  Schlag  geschieht,  also  nachdem 
die  ursprüngliche  Bewegungsursache  aufgehört  hat  zu  unrken.  Die 
Kugel  beschreibt  eine  gerade  Linie  und  kommt  zur  Buhe,  nach- 
dem sie  eine  Strecke  durchlaufen  hat,  die  von  der  Beschaffien- 
heit  der  Oberfläche  des  Fußbodens  und  der  Kugel  abhängt; 
je  glatter  wir  beide  machen,  desto  länger  dauert  die  Bewegung. 
So  kommt  man  zu  der  Vorstellung,  daß  die  UnebeiAeiten  der 
Oberflächen  die  Ursache  der  Verzögerung  der  Bewegung  sind 
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und  daß,  wenn  wir  die  Unebenheiten  ganz  entfernen  könnten, 
die  Kugel  sich  unaufhörlich  mit  derselben  Geschwindigkeit 
weiterbewegen  würde.  • 

Aus  diesen  und  ähnlichen  Erscheinungen  hat  man  den 
folgenden  Satz  abgeleitet:  Hat  ein  Körper,  auf  den  keine  äußeren 
Einflüsse  toirken,  eine  Oeschtoindigkeit,  so  behält  er  sie  unaufhör- 
lich mit  derselben  Richtung  u/nd  Größe  bei;  er  hat  eine  gleichförmige 
geradlinige  Bewegung, 

Von  der  Bichtigkeit  dieses  Gesetzes  ist  man  überzeugt, 
nicht  weil  man  einen  Körper,  der  in  Bewegung  ist,  allen 
äußeren  Einflüssen  entziehen  kann,-  sondern  weil  man  be- 
obachtet, daß  sich  die  Bewegung  um  so  mehr  einer  gleich- 
formigen  nähert,  je  besser  es  gelingt,  diese  Einflüsse  zu  ent- 
fernen, und  weil  man  noch  niemals  eine  Abweichung  von  der 
gleichförmigen  Bewegung  beobachtet  hat,  ohne  eine  Ursache 
dafür  angeben  zu  können. 

Das  Gesetz  sagt  ausdrücklich,  daß  sich  der  Körper  in 
gerader  Linie  bewegt.  Auch  für  jede  Richtungsänderung  kann 
man  eine  Ursache  finden.  Niemand  wird  bezweifeln,  daß  es 
ein  von  der  Erde  ausgehender  Einfluß  ist,  infolgedessen  sich 
der  Mond  in  einem  Kreis  um  die  Erde  bewegt. 

§  75.  Kräfte.  Schwerkraft.  Um  physikalische  Erschei- 
nungen kurz  und  deutlich  beschreiben  zu  können,  ist  es  not- 
wendig, für  die  im  vorhergehenden  Paragraphen  besprochenen 
äußerem^  Einflüsse  einen  Namen  zu  haben.  Man  ist  daher  über- 
eingekommen, wenn  man  sieht,  daß  sich  ein  Körper  in  Be- 
wegung se^t  oder  daß  eine  bereits  vorhandene  Bewegung  in 
Geschwindigkeit  oder  Sichtung  eine  Änderung  erleidet,  zu  sagen, 
daß  auf  den  Körper  eine  Kraß  wirkt,  die  dann  als  die  Ursache 
der  Bewegung  oder  Bewegungsänderung  betrachtet  wird. 

Jeder  Kraft  schreibt  man  eine  bestimmte  Richtung  und 
eine  bestimmte  Größe  zu. 

Um  dies  näher  zu  erläutern,  denken  wir  nochmals  an 
einen  Körper,  der  auf  einer  vertikalen  Linie  steigt  oder  fällt 
oder  die  in  §  70  betrachtete  Parabel  beschreibt.  Wir  wissen 
bereits,  daß  in  allen  diesen  Fällen  eine  Beschleunigung  g 
vertikal  nach  unten  stattfindet,  und  wir  können  jetzt  noch 
hinzufügen,  daß,  solange  wir  uns  auf  einen  nicht  zu  großen 
Baum,  z.  B.  ein  Zimmer  beschränken,  die  Bewegungen  in  allen 
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Teilen  dieses  Eaumes  in  derselben  Weise  stattfinden  können. 
Dies  alles  bringt  uns  zu  der  Vorstellung,  daß  der  Körper,  wo 
er  sich  auch  befindet  und  einerlei  ob  er  in  Buhe  ist  oder  ob 
bereits  eine  Geschwindigkeit  in  dieser  oder  jener  Richtung  er 
besitzt,  einer  unveränderlichen  vertikal  nach  unten  gerichteten 
Kraft  unterworfen  ist,  und  daß  die  Wirhmg  dieser  Kraft  eben 
in  der  Beschleunigung  besteht.  Diese  Kraft  nennt  man  die  Schwer^ 
krafl,  und  wir  können  also  sagen: 

Die  fortwährend  in  derselben  Richtung  und  mit  derselben  Größe 
wirkende  Schwerkraft  erteilt  einem  Körper,  während  er  sich  bewegt, 
XU  der  bereits  vorhandenen  Oeschwindigkeit  in  aufeinander  folgenden 
gleichen  Zeiten  gleiche  Geschunndigkeiten  vertikal  nach  unten,  und 
xwar  ist  diese  Geschwindigkeit  pro  Sekunde  gleich  g. 

Einer  derartigen  Redeweise  bedient  man  sich  auch  in 
anderen  Fällen.  Jedesmal^  wenn  ein  Körper  eine  andere  als 
gleichförmige  geradlinige  Bewegung  hat,  spricht  man  von 
einer  Kraft,  die  in  der  Richtung  der  Beschleunigung  wirkt, 
mit  anderen  Worten,  in  der  Richtung  der  Geschwindigkeit,  die 
der  Körper  in  einem  kleinen  Zeitteilchen  zu  der  bereits  vor- 
handenen hinzubekommt,  oder  umgekehrt,  die  Wirkung  einer 
Kraft  besteht  immer  darin,  daß  dem  Körper  in  jedem  kleinen  Zeit- 
teilchen  in  der  Eichtung  der  Kraft  eine  Geschtvindigkeit  erteilt  urird, 
die  mit  der  bereits  vorhandenen  nach  der  Regel  von  §  65  xu^ammen- 
gesetzt  uxird. 

Wirkt  die  ELrafb  gerade  in  der  Richtung  der  Bewegung,  so  ist 
diese  beschleunigt;  dagegen  ist  sie  verzögert,  wenn  die  Kraft 
der  Bewegung  entgegengesetzt  gerichtet  ist 

Weicht  die  Richtung  der  Kraft  von  der  bereits  vor- 
handenen Geschwindigkeit  ab,  so  ist  die  Bahn  gekrümmt. 
Im  Falle  von  Fig.  72  (§  72)  z.  B.  muß  eine  Kraft  in  der 
Richtung  von  PH  wirken,  wenn  die  angenommene  Bewegung 
wirklich  stattfinden  soll. 

Das  Gesagte  wird  noch  in  verschiedener  Hinsicht  ergänzt 
werden,  sobald  wir  einige  Arten  von  Kräften  kennen  gelernt 
haben.     Für  jetzt  bemerken  wir  noch  folgendes: 

a)  Ebenso  wie  manche  andere  Ausdrücke  wird  das  Wort 
„Kraft"  nicht  immer  in  demselben  Sinne  gebraucht  Auch  ein 
Physiker  spricht  zuweilen  von  „Naturkräften"  in  ziemlich  un- 
bestimmtem Sinne.     Allein,  sobald  irgend  eine  Begriffsverwirrung 
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entstehen  kann,  gebe  man  dem  Wort  „Kraft"  keine  andere  Bedeutung, 
als  die,  toelche  wir  ihm  im  vorhergehenden  beigelegt  haben. 

In  diesem  Lehrbuch  wird  das  Wort  nur  ein  einziges  Mal 
in  einem  abweichenden  Sinne  gebraucht  werden.^ 

b)  Es  kann  nicht  nachdrücklich  genug  darauf  hingeimesen 
werden,  daß  auf  einen  Körper,  der  sich  mit  konstanter  Oeschunndig» 
keii  auf  einer  geraden  Linie  bewegt,  alles  zusammengenommen, 
keine  Kraft  unrkt.  Etwas  anderes  ist  es,  daß  auf  ihn  eine 
Kraft  geunrkt  hat,  als  er  die  Geschwindigkeit  bekam. 

Wir  sagten  soeben  „alles  zusammengenommen",  weil,  wie 
wir  bald  lernen  werden,  zw,ei  oder  mehr  Kräfte  auf  den  Körper 
wirken  können,  die  einander  aufheben. 

c)  Im  vorhergehenden  war  nur  von  Fällen  die  Rede,  in 
denen  eine  Geschwindigkeit  nach  und  nach  entsteht  oder  sich 
allmählich  ändert  Nur  in  solchen  Fällen  wird  von  einer  Kraft 
in  dem  angegebenen  Sinne  gesprochen.  Mit  anderen  Worten, 
eine  Kraft  hat,  v/m  einem  Körper  eine  Oeschicindigkeit,  sei  sie  noch 
so  klein,  zu  erteilen,  eine  geivisse  Zeit  nötig.  In  vielen  Fällen, 
in  denen  man  auf  den  ersten  Blick  sagen  würde,  daß  eine 
Geschwindigkeit  plötzlich  entsteht,  zeigt  es  sich  bei  näherer 
Betrachtung,  daß  sie  dem  Körper  nicht  augenblicklich,  sondern 
in  einer  sehr  kurzen  Zeit  erteilt  worden  ist. 

§  76.  Weitere  Beispiele  von  Kräften,  a)  Durch  die  Muskel- 
kraft von  Menschen  oder  Tieren  kann  ein  Körper  in  Bewegung 
gesetzt  oder  eine  bereits  vorhandene  Geschwindigkeit  vergrößert 
oder  verkleinert  werden.  Wenn  man  einen  Schlitten  in  Be- 
wegung setzt,  erteilt  man  ihm  wälirend  einer  gewissen  Zeit 
eine  beschleunigte  Bewegung. 

b)  Bereits  in  §  74  wurde  eine  elektrische  Anziehung  erwähnt. 
Hat  man  zwei  in  derselben  Weise  elektrisierte  Glasstücke,  von 
denen  das  eine  beweglich  ist,  so  nimmt  dieses,  wenn  es  los- 
gelassen wird,  eine  Geschwindigkeit  an,  die  von  dem  anderen 
Stück  hinweg  gerichtet  ist  Es  findet  dann  eine  elektrische  Ab- 
stoßtmg  statt 

c]  Andere  Beispiele  von  Anziehungen  und  Abstoßungen 
liefern  uns  die  Magnete. 


'  Nftmlich  wenn  in  der  Elektrizitätslehre  der  Ausdruck  ,,elektro- 
motorische  Kraft*'  gebraucht  wird. 
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Man  kann  einen  stab-  oder  nadeiförmigen  Magnet  (Kompaß- 
nadel) so  an  einem  Faden  aufhängen  oder  mit  einem  Hütchen 
auf  eine  Spitze  setzen,  daß  er  sich  um  einen  Punkt  in  der 
Mitte  seiner  Länge  in  einer  horizontalen  Ebene  drehen  kann. 
Sich  selbst  überlassen  nimmt  er  dann  eine  bestimmte  Stellung 
ein,  wobei  das  eine  Ende  nahezu  nach  Norden  weist  Man 
nennt  dieses  Ende  den  Nordpol^  das  andere  den  Südpol,  Die 
Richtung  des  Magnets  fällt  nicht  mit  dem  astronomischen 
oder  geographischen  Meridian  zusammen;  im  westlichen  und  mitt- 
leren Europa  weicht  der  Nordpol  westlich  von  dem  letzteren  ab. 
Man  nennt  die  vertikale  Ebene,  in  welche  sich  der  Magnet  ein- 
stellt, den  magnetischen  Meridian  und  den  Winkel,  den  diese 
Ebene  mit  dem  astronomischen  Meridian  bildet,  die  DeklinaUon, 

Die  Deklination  ist  jetzt  in  Amsterdam  13,5®,  in  Bonn  12,4°, 
in  Berlin  9,3®,  in  Königsberg  5,5®,  iu  Wien  7,8®;  sie  nimmt 
jedes  Jahr  um  nahezu  0,07®  ab. 

Hat  nun  ein  Magnet  die  soeben  erwähnte  Stellung  ein- 
genommen, dann  setzt  er  sich  in  Bewegung,  wenn  man  einem 
der  Enden  einen  Fol  eines  anderen  Magnets  in  einiger  Ent- 
fernung gegenüberstellt  Man  muß  also  sagen,  daß  der  eine 
Magnetpol  eine  Kraft  auf  den  anderen  aiisubt;  die  Richtung  derselben 
wird  durch  die  folgende  Regel  bestimmt: 

Zwei  ungleichnamige  Pole  (ein  Nordpol  und  ein  Südpol) 
ziehen  sich  an,  zwei  gleichnamige  (zwei  Nordpole  oder  zwei  Süd- 
pole) stoßen  sich  ab. 

Auch  ein  Stück  Eisen,  welches  man  in  die  Nähe  eines 
der  Pole  einer  Kompaßnadel  hält,  übt  auf  diesen  eine  Kraft 
aus.  Bas  Eisen  zieht  beide  Magnetpole  an  und  udrd  auch  u/mr 
gekehrt  von  diesen  angezogen. 

Endlich  müssen  noch  die  Kräfte  erwähnt  werden,  die  — 
wenn  kein  Eisen  und  kein  Magnetpol  in  der  Nähe  ist  — 
die  Kompaßnadel  nach  dem  magnetischen  Meridian  zurück- 
treiben, nachdem  sie  aus  diesem  entfernt  worden  ist.  Man  hat 
allen  Grund,  diese  Kräfte  dem  Einfluß  der  Erde  zuzuschreiben, 
und  nennt  sie  daher  erdmagnetische  Kräfte, 

d)  Eine  besondere  Klasse  von  Kräften  sind  diejenigen, 
welche  erst  entstehen,  wenn  ein  Körper  in  Bewegung  ist, 
und  die  dann  immer  der  Bewegung  entgegengesetzt  gerichtet 
sind.    Wenn  nach  dem  Aufhören  der  bewegenden  Kraft  die 
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Bewegung  eines  anf  einer  horizontalen  Ebene  gleitenden  oder 
rollenden  Körpers  verzögert  wird,  so  schreiben  wir  dies  der 
Kraft  der  EeHnmg  zu.  Ebenso  widersetzt  sich  bei  Körpern, 
die  sich  in  einer  Flüssigkeit  oder  in  einem  Gas  bewegen,  der 
sogenannte  Widerstand  des  umgebenden  Stoffes  der  Bewegung. 

§  77.  Die  Wirkung  einer  Kraft  aufgehoben  durch  die 
Spannung  eines  Seils  oder  den  Widerstand  einer  Stützfläche. 
Wird  ein  Körper  an  einem  Seil  aufgehängt,  so  hat  die  Schwer-  • 
kraft  nicht  die  früher  erwähnte  Wirkung.  Betrachtet  man 
aber  die  Sache  näher,  so  zeigt  sich  zunächst,  daß  das  Seil 
stets  etwas  verlängert  wird.  Diese  Verlängerung  fällt  bei  einem 
Gummischlauch  sofort  in  die  Augen;  sie  kann  auch  bei  einem 
Metalldraht,  der  mit  einem  Gewicht  von  einigen  Kilogramm 
belastet  wird,  durch  geignete  Hilfsmittel  beobachtet  werden. 
Die  Untersuchung  der  Erscheinung  hat  zu  der  Überzeugung 
geführt,  daß  immer  eine  gewisse  Verlängerung  stattfindet,  wie 
dick  das  Seil  und  wie  leicht  der  Körper  auch  ist. 

Sodann  zeigt  jeder  verlängerte  Draht  das  Bestreben,  wieder 
zur  ursprünglichen  Länge  zurückzukehren.  Er  strebt  infolge- 
dessen den  Körper,  der  an  ihm  hängt,  nach  oben  zu  bewegen, 
und  er  tut  dies  tatsächlich,  wenn  wir  den  Körper  erst  mit  der 
Hand  noch  etwas  weiter  nach  unten  ziehen  und  ihn  dann  loslassen. 

Wir  müssen  also  sagen,  daß  der  Draht  auf  den  Körper 
eine  Kraft  nach  oben  ausübt,  und  es  zeigt  sich,  daß  der  Zu- 
stand der  Ruhe,  in  welchem  sich  der  Körper  befindet,  dadurch 
verursacht  ist,  daß  zum  Kräfte  auf  ihn  wirken,  von  denen  die 
eine  nach  oben  und  die  andere  nach  unten  gerichtet  ist. 

Von  zwei  Ejräften,  die  auf  einen  Körper  wirken,  ohne  ihn 
in  Bewegung  zu  setzen,  sagt  man,  daß  sie  miteinander  im 
Gleichgemiciht  sind  oder  sich  gegenseitig  aufheben. 

Die  Kraft,  welche  das  Seil  auf  den  an  ihm  häugenden 
Körper  ausübt,  heißt  die  Spannmig  des  Seils.  Wenn  man  aus- 
drücken will,  daß  sie  durch  das  Bestreben  des  Drahtes,  sich 
nach  einer  Verlängerung  wieder  zusammenzuziehen,  hervor- 
gebracht wird,  so  wird  sie  Elastizität  genannt.  Die  letztere 
Bezeichnung  wird  überhaupt  gebraucht,  um  die  Kräfte  zu  be- 
zeichnen, die  ein  Körper  ausübt,  wenn  er  eine  Änderung  der 
Form  oder  Größe  erlitten  hat  und  in  den  ursprünglichen  Zu- 
stand zurückzukehren  strebt 
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Ein  Seil  kann  auch  gespannt  sein,  wenn  es  eine  andere 
als  die  vertikale  Richtung  hat  Wir  können  das  eine  Ende 
befestigen  und  am  anderen  Ende  in  beliebiger  Richtung  ziehen. 
Die  Spannung  hat  immer  die  Richtung  der  Länge  des  Seils. 

Wir  können  übrigens  das  Seil  auch  durch  einen  spiral- 

förmig  (d.  h.  nach  einer  Schrauben- 

jlküüüDlTOjüCr^ »►     linie)    gewundenen  Metalldraht  AB 

Pig,  73,  (Fig.  73)  ersetzen;    dieser    hat    den 

Vorzug,  daß  man  die  Verlängerung 
durch  mäßige  Kräfte  leicht  beobachten  kann. 

Bemerkungen  wie  die  vorhergehenden  finden  femer  auch 
Anwendung,  wenn  ein  Körper  auf  eiüer  horizontalen  Ebene, 
z.  B.  auf  einer  Tischplatte  ruht  Das  Holz  wird  dann  ein 
wenig  eingedrückt;  es  strebt  seine  ursprüngliche  Form  wieder 
anzunehmen  und  übt  dadurch  auf  den  Körper  eine  Kraft  aus, 
die  die  Schwerkraft  aufhebt  Diese  Kraft  nennen  wir  den 
Widerstand  der  Unterstützungsfläche. 

§  78.  Angriffspunkt  einer  Kraft.  Wenn  wir  ein  Seil  an 
einem  Punkt  eines  Körpers  befestigen  und  dann  an  dem  Seil 
ziehen,  so  üben  wir  eine  Kraft  aus,  die,  wie  man  sagt,  in  dem 
Befestigungspunkt  angreift.  Auch  bei  anderen  Kräften  spricht 
man  von  dem  Angriffspunkt;  ein  Stück  Eisen  oder  ein  in  der 
Nähe  befindlicher  Magnet  wirkt  z.  B.  auf  die  Pole  einer  Kompaß- 
nadel. 

Die  Schwerkraft,  welcher  ein  Körper  unterworfen  ist, 
wirkt  nicht  auf  einen  einzelnen  Punkt;  sie  kann,  wie  wir 
sehen  werden,  als  aus  sehr  vielen  Kräften  bestehend  betrachtet 
werden,  die  auf  alle  Stoflfteilchen  wirken,  aus  denen  der  Körper 
zusammengesetzt  ist 

§  79.  Gleichgewicht  von  Kräften.  Man  sagt,  daß  zwei 
Kräfte  gleich  sind,  erstens,  wenn  sie  auf  denselben  Körper  —  oder 
auf  gleiche  Körper  —  loirken  und  dieselbe  Wirkung,  also  dieselbe 
Geschwindigkeitsänderung  (§  75)  oder  dieselbe  Formänderung  (§  77J 
bewirken;  zweitens ^  wenn  sie  durch  gleiche  Körper,  die  sich  in 
demselben  Zustand  befinden,  ausgeübt  werden,  und  drittens,  wenn  sie 
in  demselben  Punkt  in  entgegengesetzter  Richtung  angreifen  und 
sich  gegenseitig  aufheben. 

Man  hat  gefunden,  daß  man  niemals  auf  Widersprüche  stößt, 
wenn  man  bald  das  eine,  bald  das  andere  Kennzeichen  benutzt 
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Wir  können  z.  B.  auf  einen  Körper  dadurch  eine  Kraft 
ausüben,  daß  wir  eine  Spiralfeder  mit  dem  einen  Ende  an 
dem  Körper  befestigen  und  mit  der  Hand  am  anderen  Ende 
ziehen.  Der  Grad  der  Verlängerung  der  Feder  bestimmt  dann 
offenbar  die  Kraft,  mit  der  sie  auf  den  Körper  wirkt.  Haben 
wir  nun  zwei  gleiche  Federn  und  ziehen  erst  mit  der  einen 
und  dann  mit  der  anderen  an  demselben  Körper,  so  erhält 
man  dieselbe  Wirkung  auf  diesen  letzteren,  wenn  bei  den  beiden 
Versuchen  die  Verlängerung  der  Federn  gleich  groß  ist.  Man 
sieht  hieraus,  wie  zwei  Kräfte,  die  nach  dem  zweiten  Kennzeichen 
gleich  genannt  werden  müssen,  es  auch  nach  dem  ersten  sind. 

Befestigen  wir  die  beiden  Federn  an  demselben  Punkt 
eines  Körpers,  aber  so,  daß  sie  nach  entgegengesetzten  Seiten 
ziehen,  so  bleibt  der  Körper  in  Ruhe,  wenn  die  Federn  gleich 
viel  verlängert  werden.  Hieraus  geht  hervor,  daß  zwei  Kräfte, 
die  nach  dem  zweiten  Kennzeichen  gleich  groß  sind,  dies  auch 
nach  dem  dritten  Kennzeichen  sind. 

Das  dritte  Kennzeichen  kann  natürlich  nur  auf  Kräfte 
Anwendung  finden,  die  auf  denselben  Körper  wirken,  während 
das  zweite  auch  auf  Kräfte  angewandt  werden  kann,  die  auf 
verschiedene  Körper  wirken. 

Die  erwähnten  Versuche  mit  Spiralfedern  geben  noch  zu 
einigen  Bemerkungen  Veranlassung. 

Zunächst  kann  man  die  Feder  in  umgekehrter  Lage  ge- 
brauchen, so  daß  das  Ende,  an  welchem  man  zuerst  mit  der 
Hand  zog,  an  dem  Körper  befestigt  wird.  Wenn  dann  an  der 
Feder  so  stark  gezogen  wird,  daß  sie  um  ebensoviel  verlängert 
wird  wie  das  erste  Mal,  so  ist  auch  die  Wirkung  auf  den 
Körper,  an  welchem  sie  befestigt  ist,  wieder  dieselbe.  Die 
Feder  zieht  also  an  diesem  Körper  ebenso  stark  wie  bei  dem 
ersten  Versuch,  so  daß  wir  schließen  können,  daß  eine  am- 
gedehnte  Feder  (und  dasselbe  gilt  von  einem  ausgedehnten  Draht) 
sich  nach  beiden  Seiten  hin  mit  derselben  Kraft  zusammerir 
x/uxdehen  strebt. 

Sodann  bedenken  wir,  daß,  wenn  wir  eine  Kraft  F  (Fig.  73) 
auf  das  Ende  B  der  Feder  Ä  B  wirken  lassen,  die  an  einem 
unbeweglichen  Körper  Ä  befestigt  ist,  auf  den  Teil  B  der  Feder 
zwei  entgegengesetzte  Kräfte  wirken.  Nach  links  wirkt  nämlich 
auf  ihn  die  Spannung  der  Feder  selbst    Ist  Gleichgewicht  ein- 
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getreten,  d.  h.  ist  die  Feder  so  weit  aasgedehnt  als  es  die  Blraft  F 
Termagy  so  müssen  die  beiden  Kräfte  einander  gleich  sein.  Also: 
Die  Spannung  einer  Feder,  die  durch  eine  gewisse  Kraft  ausgedehnt 
wird,  ist  gleich  dieser  Kraft. 

Mit  dieser  der  Kraft  F  gleichen  Spannung  wirkt  nun  aber 
die  Spiralfeder  auch  auf  den  Körper  Aj  mit  anderen  Worten,  die 
Kraft  F  wird  in  unveränderter  Größe  auf  den  Körper  übertragen, 
an  dem  die  Feder  befestigt  ist. 

Von  dem  letzteren  können  wir  uns  noch  durch  einen 
Versuch  überzeugen,  bei  welchem  zwei  Federn  AB  und  B  C, 
wie  Fig.  74  zeigt,  gebraucht  werden.  Wir  nehmen  dabei  an, 
daß  die  Feder  B  C  gleich  der  Feder  ^  B  in  Fig.  73  ist  Übt 
man  nun,  in  den  beiden  Fällen  von  Fig.  73  und  Fig.  74,  gleiche 
Kräfte  F  aus,  was  man  daran  sehen  kann,  daß  die  Feder  A  B 

im  ersten  Fall   ebenso 

IkC00CWXS(HH^^OOC<^OCflOCC>^ £►    ^®^*  ausgedehnt  ist  wie 

Pig  74  die  Feder  BG  vai  zwei- 

ten Fall,  dann  ist  auch 
die  Wirkung  auf  den  Körper  A  in  beiden  Fällen  dieselbe.  Die 
in  Fig.  74  eingeschaltete  Feder  A  B  überträgt  also  die  Spannung 
von  B  C  auf  den  Körper  A. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  daß  man  in  einem  Falle 
wie  dem  in  Fig.  74  von  vielen  Kräften  sprechen  kann,  die 
alle  einander  gleich  sind.  Zieht  man  den  Punkt  G  mit  der 
Hand  nach  rechts,  so  wird  die  Hand  durch  die  Feder  nach 
links  gezogen.  Dagegen  übt  BG  auf  AB  eine  Kraft  nach 
rechts  aus  und  steht  selbst  in  B  unter  der  Einwirkung  einer 
Kraft  nach  links.  Wir  müssen  uns  sogar  vorstellen,  daß  nicht 
nur  die  eine  Feder  an  der  anderen  zieht,  sondern  daß  dieselbe 
Wirkung  auch  zwischen  den  beiden  Teilen  besteht,  in  die  man 
eine  und  dieselbe  Feder  in  Gedanken  durch  eine  auf  ihrer 
Länge  senkrecht  stehende  Ebene  teilen  kann. 

Aus  alle  diesem  sieht  man  nun  auch,  wie  notwendig  es 
ist,  immer  deutlich  anzugeben,  auf  welchen  Körper  eine  Kraft 
wirkt  und  durch  welchen  Körper  sie  ausgeübt  wird. 

Natürlich  können  nur  Kräfte,  die  auf  denselben  Körper  oder 
Teil  eines  Körpers  wirken,  sich  gegenseitig  aufheben. 

Bemerkungen  wie  diese  können  auch  in  anderen  Fällen 
gemacht  werden.     Wird  ein  Körper  auf  eine  vertikale  Säule 
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gestellt,  die  auf  einer  horizontalen  Ebene  steht,  so  wird  die 
Säule  zusammengedrückt  und  sie  übt  durch  ihre  Elastizität  nach 
beiden  Seiten  eine  Kraft  aus ;  nach  oben  eine  Kraft,  die  auf  den 
Körper  wirkt  und  mit  dem  Gewicht  desselben  im  Gleichgewicht 
ist,  nach  unten  eine  Kraft,  die  die  Unterlage  in  derselben 
Weise  niederdrückt,  als  ob  der  Körper  direkt  auf  ihr  ruhte. 
Die  Säule  überträgt  wieder  die  Kraft,  die  auf  ihr  oberes  Ende 
wirkt,  auf  die  Unterlage. 

§  80.  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegenwirkung.  Der 
im  vorhergehenden  Paragraphen  besprochenen  Körper  übt  auf 
die  Säule,  auf  welcher  er  steht,  einen  nach  unten  gerichteten 
Druck  aus,  und  wird  selbst  durch  die  Säule  mit  einer  ebenso 
großen  Kraft  nach  oben  gedrückt.  Zwei  ähnliche  gleiche  und 
entgegengesetzt  gerichtete  Kräfte  sind  zwischen  der  Säule  und 
der  Unterlage  wirksam. 

Überhaupt  übt  ein  Körper  niemals  eine  Kraft  auf  einen 
anderen  aus,  ohne  daß  dieser  auf  ihn  eine  Kraft  in  der  ent- 
gegengesetzten Richtung  ausübt.  Man  unterscheidet  diese 
Kräfte  als  Wirkung  {Aktion)  und  Oegenioirkung  [Reaktion),  und 
man  hat  gefunden,  daß  sie  immer  gleich  groß  sind.  Die  An- 
ziehungen und  Abstoßungen  z.  B.,  welche  elektrisierte  Körper 
oder  Magnete  aufeinander  ausüben,  befolgen  dieses  Gesetz; 
wenn  ein  elektrisierter  Körper  A  an  einer  Spiralfeder  auf- 
gehängt und  von  einem  anderen  B,  der  sich  unter  ihm  be- 
findet, angezogen  wird,  so  zeigt  die  Ausdehnung  der  Feder 
eine-  gleich  große  Kraft  an,  wenn  man  Ä  und  B  vertauscht, 
während  ihre  relative  Stellung  unverändert  bleibt. 

Die  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegenwirkung  ist  in  so 
vielen  Fällen  nachgewiesen  worden,  daß  man  sie  auch  in 
Fällen  annimmt,  in  denen  vielleicht  eine  der  Kräfte  noch  gar 
nicht  nachgewiesen  worden  ist.  Man  hat  z.  B.  beobachtet,  daß 
ein  elektrisierter  Körper,  wenn  er  schnell  bewegt  wird,  auf  die 
Pole  eines  Magnets  wirkt;  man  darf  nun  annehmen,  daß  auch 
die  letzteren  auf  den  ersteren  einwirken,  obgleich  dies  noch 
nicht  experimentell  nachgewiesen  ist. 

§  81.  Folgen  der  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung. Auf  den  ersten  Blick  scheint  es,  daß  lebende  Wesen 
eine  Ausnahme  von  der  Regel  bilden,  .daß  ein  Körper  nicht 
in  Bewegung  kommen  kann,  ohne  daß  eine  äußere  Kraft  auf 
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ihn  einwirkt;  es  scheint,  daß  wir  selbst  unseren  Körper  ohne 
eine  solche  Ursache  in  fortschreitende  oder  steigende  Bewegung 
bringen  können.  Bei  näherer  Überlegung  zeigt  sich  jedoch 
das  Gegenteil. 

Wenn  wir  ruhig  auf  einem  Treppentritt  stehen,  so  drücken 
wir  diesen  so  weit  ein,  daß  durch  die  Gegenwirkung  Gleich- 
gewicht mit  unserem  Gewichte  hergestellt  wird.  Um  aber 
die  Treppe  hinaufzusteigen,  drücken  wir  die  Tritte  stärker 
nach  unten,  bei  schnellem  Treppensteigen,  indem  wir  mit  den 
Füßen  gegen  die  Tritte  schlagen]  die  größere  Gegenwirkung, 
welche  dies  zur  Folge  hat,  gibt  unserem  Körper  die  Ge- 
schwindigkeit nach  oben. 

Beim  Fortschreiten  auf  horizontalem  Fußboden  machen 
wir  Gebrauch  von  der  Rauheit  desselben.  Jeder  kann  selbst 
die  Beobachtung  machen,  daß  er  den  Fußboden  nach  hinten 
drückt;  die  Gegenwirkung  des  Fußbodens  ist  es,  die  bewirkt, 
daß  der  Körper  nach  vorn  geht.  Bei  einem  vollkommen  glatten 
Fußboden  würden  diese  horizontalen  Kräfte  nicht  bestehen 
können  und  das  Fortschreiten  würde  unmöglich  sein. 

Ist  der  Fußboden  rauh  genug  und  selbst  beweglich,  so 
bewegt  er  sich  rückwärts.  Hiervon  hat  man  verschiedene  An- 
wendungen gemacht;  wir  weisen  nur  darauf  hin,  daß  eine 
Person,  die  einen  Kahn  mit  der  Stange  fortschiebt,  diesen  mit 
seinen  Füßen  nach  hinten  drückt.  Er  selbst  wird  durch  das 
Deck  des  Fahrzeugs  nach  vom  gedrückt,  aber  er  bleibt  an 
demselben  Platz,  da  die  Stange,  die  er  gegen  den  festen 
Boden  drückt,  eine  entgegengesetzt  gerichtete  B[raft  auf  ihn 
ausübt 

Die  Fortbewegung  eines  Fahrzeugs  durch  Euder,  Räder 
oder  eine  Schraube  besteht  darin,  daß  man  auf  das  Wasser 
eine  Kraft  nach  hinten  ausübt;  hierdurch  wird  wieder  eine 
Gegenwirkung  hervorgerufen,  die  auf  das  Fahrzeug  wirkt 

Das  Schwimmen  der  Fische  und  der  Flug  der  Vögel 
haben  mit  diesen  Bewegungsmitteln  einige  Ähnlichkeit  Die 
für  das  Aufsteigen  erforderliche  Gegenwirkung  wird  durch  den 
Vogel  hervorgerufen,  während  er  die  Flügel  niederschlägt 
Beim  Emporschlagen  der  Flügel  wirkt  auf  ihn  allerdings  eine 
Kraft  nach  unten,  allein  die  Geschwindigkeit  der  Bewegungen 
und  die  Stellung  der  Flügel  sind  derartig,  daß  die  Luft  beim 
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Niederschlagen  einen  größeren  Widerstand  leistet  als  beim 
Emporschlagen. 

Als  letztes  Beispiel  der  Gegenwirkung,  die  jede  Wirkung 
begleitet,  erwähnen  wir  den  Fall  eines  Körpers,  der  über 
eine  Fläche,  z.  B.  eine  Tischplatte,  fortgezogen  wird,  wobei 
er  einen  Reibungswiderstand  erleidet.  Der  Körper  strebt 
dann  die  Platte  mit  einer  dieser  Reibung  gleichen  Kraft  fort- 
zuziehen. 

§  82.  Das  Hessen  der  Kräfte.  Um  die  Größe  von  Kräften 
durch  Zahlen  angeben  zu  können,  müssen  wir  zunächst  fest- 
setzen, nach  welcher  Regel  wir  das  Verhältnis  zweier  Kräfte 
bestimmen  wollen,  und  zweitens  müssen  wir  eine  bestimmte 
Kraft  als  Einheit  wählen.  Nun  sahen  wir  bereits  in  §  75,  daß 
die  Wirkung  einer  Kraft  in  der  Änderung  der  Geschwindig- 
keit, der  Beschleunigung,  besteht,  die  sie  einem  Körper  er- 
teilt; es  liegt  also  nahe,  die  Kraft  als  proportional  dieser  Be- 
schleunigung zu  betrachten.  Vielleicht  ist  es  aber  etwas  deut- 
licher, wenn  wir  die  Größe  von  Kräften  zunächst  nach  der 
Ausdehnung  beurteilen,  die  sie  an  einer  Spiralfeder  bewirken; 
es  wird  sich  bald  zeigen,  daß  wir,  wenn  wir  so  verfahren, 
mit  der  zuerst  genannten  Auffassung  nicht  in  Widerspruch 
kommen. 

Die  Größe  der  Schwerkraft,  die  auf  einen  Körper  wirkt, 
wird  das  Oetmeht  des  Körpers  genannt.  Um  die  Gewichte  ver- 
schiedener Körper  zu  vergleichen,  können  wir  uns  einer  Spiral- 
feder bedienen,  die  mit  dem  oberen  Ende  an  einem  festen 
Haken  aufgehängt  und  am  unteren  Ende  mit  einer  Schale  ver- 
sehen ist,  in  die  man  die  zu  untersuchenden  Körper  legen  kann. 

Zwei  Körper  haben  nun  offenbar  dasselbe  Gewicht,  wenn 
sie  dieselbe  Verlängerung  der  Feder  bewirken,  und  denjenigen 
Körpern,  welche  die  Feder  am  meisten  verlängern,  dürfen 
wir  das  größte  Gewicht  zuschreiben. 

Wir  stellen  uns  jetzt  vor,  wir  hätten  eine  Anzahl  von 
Körpern,  z.  B.  Stücke  Kupfer  von  demselben  Volum,  an  denen 
wir  in  keiner  Hinsicht  einen  Unterschied  bemerken  können. 
Wenn  wir  diese  der  Reihe  nach  in  die  Schale  bringen,  be- 
kommen wir  jedesmal  dieselbe  Ausdehnung,  so  daß  die  ver- 
schiedenen Stücke  auch  gleiche  Gewichte  haben.  Wenn  wir 
femer  nacheinander  1,  2,  3  usw.  Stücke  Kupfer  in  die  Schale 

Lorentz,  Lehrbach  der  FhTsik.    I.  8 
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legen,  so  wird  die  Ausdehnung  immer  größer.  Wir  stellen  uns 
vor  —  und  dies  können  wir,  ohne  in  irgendeinen  Widerspruch 
zu  kommen  — ,  daß  die  Kräfte,  durch  die  in  diesen  Fällen 
die  Feder  ausgedehnt  wird,  sich  verhalten  wie  1,  2,  3  usw. 
Da  ferner  ein  Stück  Kupfer,  dessen  Volum  2 mal  oder  3mal 
80  groß  ist  als  das  Volum  der  erwähnten  Stücke,  dieselbe 
Wirkung  ausübt  wie  2  oder  3  der  letzteren,  so  setzen  toir  das 
OewiciU  von  Körpern,  die  aus  demselben  Stoff  bestehen,  ihrem 
Volum  proportional 

Jetzt  ist  es  klar,  wie  man  mit  Hilfe  der  Spiralfeder  das 
Verhältnis  verschiedener  Gewichte  oder  anderer  Kräfte  be- 
stimmen und  auch  alle  in  einer  bestimmten  Einheit  aus- 
drücken kann. 

Als  Krafteinheit  nehmen  wir  vorläufig  das  Gewicht  von 
einem  Kubikzentimeter  Wasser  bei  4®  C,  d.  h.  bei  derjenigen 
Temperatur,  bei  welcher  eine  Menge  Wasser  das  kleinste  Volum 
hat  (§  6).  Wir  nennen  diese  Gewichtseinheit  das  Gewicht  von 
einem  Gramm  oder  kurzweg  ein  Gramm. 

Mit  Hilfe  der  Tabelle  von  §  6  können  wir  leicht  das 
Gewicht  von  1  ccm  Wasser  von  einer  anderen  Temperatur 
berechnen.     Bei   Erwärmung   von   4®  auf  10®  wird  für  eine 

bestimmte  Menge  Wasser  das  Volum    *  mal  größer.    Da 

es  sich  nun  gezeigt  hat,  daß  sich  das  Gewicht  eines  Körpers 
nicht  ändert,  wenn  man  ihn  erwärmt,  muß  das  Gewicht  von 

-^— -  ccm  Wasser   von   10*^  immer  noch  ein  Granun  sein; 

0  999877 

hieraus  folgt,  daß  1  ccm  davon  ^i^^z^v^i  =  0,99975  Gramm  wiegt 

Um  nun  z.  B,  das  Gewicht  von  einem  Stück  Blei  in 
Grammen  auszudrücken,  haben  wir  nur  zu  ermitteln,  wieviel 
Kubikzentimeter  W^asser  man  in  die  Schale  bringen  muß,  um 
dieselbe  Ausdehnung  zu  bekommen,  die  durch  das  Blei  bewirkt 
wurde.  In  derselben  Weise  kann  auch  eine  Kraft,  die  wir 
mit  der  Hand  auf  das  untere  Ende  der  Feder  ausüben,  oder 
eine  elektrische  oder  magnetische  Anziehung,  die  in  vertikaler 
Richtung  auf  einen  an  der  Feder  aufgehängten  Körper  wirkt, 
in  Grammen  oder  Teilen  eines  Gramms  gemessen  werden. 

Wir  brauchen  wohl  nicht  zu  sagen,  daß  man  das  Gewicht 
eines  Körpers  vermittelst  einer  Wage  genaner  bestimmen  kann 
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als  vermittelst  einer  Spiralfeder.  Wir  nehmen  aber  bei  diesen 
Betrachtungen  an,  daß  man  eine  Feder  benutzt,  weil  man 
mit  dieser  auch  verschiedene  andere  Kräfte  leicht  messen 
kann. 

In  Wirklichkeit  wird  das  Gewicht  eines  Körpers  nicht 
direkt  mit  dem  Gewicht  eines  gewissen  Volums  Wasser  ver- 
glichen, sondern  mit  dem  von  „Gewichten",  d.  h.  von  Metall- 
stücken, die  direkt  oder  indirekt  mit  meiner  Menge  Wasser  ver- 
glichen worden  sind.  Man  braucht  also  nicht  jedesmal  den 
Baum,  den  eine  gewisse  Menge  Wasser  einnimmt,  zu  messen, 
und  hierin  liegt  ^in  großer  Vorteil,  da  es  schwierig  ist,  diese 
Messung  genau  auszufuhren.  Dies  ist  in  so  hohem  Grade  der 
Fall,  daß  man,  wenn  es  möglich  ist,  eine  Volumbestimmung 
durch  eine  Wägung  ersetzt;  man  ermittelt  z.  B.  oft  das  innere 
Volum  eines  Gefäßes  dadurch,  daß  man  die  Menge  Wasser 
oder  Quecksilber  wiegt,  die  es  fassen  kann. 

Eine  Vergleichung  eines  Gewichtsstückes  mit  einer  Menge  Wasser, 
deren  Volum  bestimmt  wurde,  ist  bei  Einführung  des  metrischen  Systems 
ausgeführt  worden;  man  hat  damals  ein  Stück  Platin  verfertigt,  das  so 
gut  wie  möglich  dasselbe  Gewicht  wie  ein  Kubikdezimeter  Wasser  von 
4^0.  hat.  Dies  Stück  ist  das  Normalkilogramm,  das  noch  jetzt  auf- 
bewahrt wird,  von  dem  genaue  Kopien  angefertigt  worden  sind  und  mit 
dem  alle  Gewichtsstücke,  die  wir  benutzen,  direkt  oder  indirekt  ver- 
glichen sind. 

Als  genauere  Untersuchungen  gelehrt  hatten,  daß  das  Normalkilo- 
gramm etwas  von  dem  Gewicht  eines  Kubikdezimeters  Wasser  abwich, 
wurde  das  Kilogramm  nicht  verändert,  so  daß  es  jetzt  nicht  mehr  ganz 
richtig  ist,  zu  sagen,  daß  1  cbdm  Wasser  von  4°  C.  1  kg  wiegt. 

Ähnlich  verhält  es  sich  mit  dem  Meter.  Man  hat  gegen  Ende  des 
18.  Jahrhunderts  einen  Maßstab  angefertigt,  der  so  gut  wie  möglich 
gleich  dem  vierzigmillionsten  Teil  des  Erdumfanges  war.  Dies  Normal- 
meter ist  beibehalten  worden,  auch  nachdem  genauere  Messungen  des 
Erdumfanges  ein  Resultat  geliefert  hatten,  welches  von  dem  früher  er- 
haltenen etwas  abweicht. 

Der  Unterschied  zwischen  dem  Gewicht  eines  Kilogramms  und  dem 
eines  Kubikdezimeters  Wasser  von  4®  C.  ist  übrigens  so  gering,  daß  wir 
in  allen  Fällen,  die  in  diesem  Buche  zur  Sprache  kommen,  davon  absehen 
können. 

§  83.  Homogene  und  niclithomogene  Körper.  Spezifisches 
Gewicht,  Ein  Körper  oder  ein  Stoff  heißt  homogen^  wenn  die 
Eigenschaften  desselben  in  allen  Punkten  dieselben  sind  oder, 
genauer  gesagt,  wenn  kleine  Teile  von  gleichem  Volum  und. 
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gleiclier  Form  und  Lage,  an  verschiedenen  Stellen  aus  dem 
Körper  herausgenommen,  in  ihren  Eigenschaften  Tollkommen 
übereinstimmen. 

Flüssigkeiten  und  Gase  können  in  der  Regel  als  homogen 
betrachtet  werden,  ebenso  krystallisierte  feste  Körper.  Bei 
Holz  verrät  sich  der  Mangel  von  Homogenität  schon  bei  ober- 
flächlicher Beobachtung;  Glas  und  Metalle  sind  viel  mehr 
homogen,  aber  vollkommen  sind  es  auch  diese  Stoffe  niemals, 
da  durch  die  Bearbeitung,  welche  sie  erfahren  haben,  die 
OberHächenschichten  andere  Eigenschaften  angenommen  haben, 
als  die  tieferliegenden  Teile. 

Bei  Stoffen,  die  homogen  sind  oder  die  man  als  homogen 
betrachtet,  versteht  man  unter  dem  spezifischen  Gewicht  die 
Zahl,  welche  angibt,  wievielmal  ein  gewisses  Volum  des  Stoffes 
mehr  wiegt,  als  ein  gleiches  Volum  eines  bestimmten  Stoffes, 
mit  dem  alle  anderen  verglichen  werden.  Für  diesen  Stoff 
wählt  man  in  den  meisten  Fällen  Wasser  von  4®  C,  und  man 
kann  daher  sagen:  das  spezifische  Gewicht  eines  Stoffes  gibt,  in 
Grammen  ausgedrückt,  das  Gewicht  von  1  ccm  des  Stoffes  an. 

§  84.  Znsammenhang  zwischen  der  Größe  von  KräAen 
und  der  Geschwindigkeit,  die  sie  einem  Körper  erteilen.    Man 

kann  in  verschiedener  Weise  die  Größe  einer  Kraft  beurteilen, 
während  sie  eiiieyi  Körper  in  Bewegung  setzt.  Wir  können  z.  B. 
einen  Körper  vermittelst  einer  Spiralfeder  über  eine  horizontale 
Ebene  fortziehen;  die  Verlängerung  der  Feder  ist  dann  in  jedem 
Augenblick  ein  Maß  für  die  Kraft,  die  auf  den  Körper  wirkt. 
Oder  wir  können  bei  elektrisierten  Körpern  erst,  während  sie 
in  Ruhe  gehalten  werden,  die  Kräfte  messen,  die  sie  aus  ver- 
schiedenen Entfernungen  aufeinander  ausüben,  und  dann,  wäh- 
rend sie  sich  bewegen,  aus  ihrem  Abstand  auf  die  Größe  der 
Kraft  schließen.  Man  hat  nämlich  allen  Grund  zu  der  An- 
nahme, daß  die  Wirkung  zwischen  zwei  gegebenen  elektrisierten 
Körpern,  unabhängig  von  der  Bewegung,  die  wir  ihnen  geben 
können,  nur  von  ihrer  relativen  Stellung  abhängt 

Dadurch,  daß  man  nun  auf  einen  und  denselben  Körper 
verschiedene  Kräfte  wirken  ließ  und  jedesmal  sowohl  die  Größe 
der  Kraft  als  auch  die  Geschwindigkeitsänderung  des  Körpers 
ermittelte,  hat  man  das  folgende  Gesetz  gefunden: 
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I.  Wirken  nacheinander  verschiedene  Kräfte  auf  einen  Körper, 
aber  jede  Kraft  eine  Zeitlang  in  derselben  Richtung  und  mit  der- 
selben Größe  ^  80  sind  die  Oesohmndigkeiten,  die  sie  dem  Körper 
in  der  Zeiteinheit  erteilen,  d,  h.  die  Beschleunigungen  den  Kräften 
proportional. 

Diesem  Gesetze  gemäß  müssen  die  verschiedenen  Werte, 
die  die  Beschleunigung  g  eines  fallenden  Körpers  auf  der  Erd- 
oberfläche hat  (§  63),  dem  Umstände  zugeschrieben  werden, 
daß  die  Schwerkraft  an  dem  einen  Ort  stärker  und  an  dem 
anderen  schwächer  wirkt.  Das  Gewicht  desselben  Körpers 
würde  demnach  auch  ohne  Zweifel  derselben  Spiralfeder  in  der 
Nähe  der  Pole  eine  größere  Ausdehnung  geben,  als  in  der 
Nähe  des  Äquators. 

Nachdem  wir  obiges  Gesetz  kennen  gelernt  haben,  ist  es 
klar,  daß  die  beiden  in  §  82  erwähnten  Auffassungen  nicht 
miteinander  in  Widerspruch  stehen. 

§  85.  Einfluß  der  Stoffmenge,  die  in  Bewegung  gesetzt 
werden  muß.  Ein  zweites,  nicht  minder  wichtiges  Gesetz  ist 
das  folgende: 

IL  Wenn  eine  und  dieselbe  Kraft,  immer  ohne  die  Richtung 
und  die  Größe  zu  ändern,  nacheinander  auf  verschiedene  Körper 
loirkt,  so  ist  die  Geschioindigkeit,  welche  diese  in  der  Zeiteinheit  fte- 
kom/men,  umgekehrt  proportional  der  Stoffmenge,  welche  sie  enthalten. 

Bestehen  die  Körper,  welche  man  miteinander  vergleicht, 
aus  derselben  Substanz,  z.  B.  aus  Kupfer,  so  ist  offenbar  die 
Stoffmenge,  welche  sie  enthalten,  proportional  dem  Volum, 
und  da  jedes  Kubikzentimeter  gleich  viel  wiegt,  auch  dem 
Gewicht  Für  solche  Körper  kann  das  zweite  Gesetz  aus  dem 
ersten  abgeleitet  werden,  wenn  man  noch  den  Umstand  be- 
rücksichtigt, daß  alle  Körper  gleich  schnell  fallen.  Wir  wollen 
z.  B.  annehmen,  das  eine  Stück  Kupfer  sei  doppelt  so  groß 
als  das  andere.  Die  Gewichte  wollen  wir  mit  K  und  2K  be- 
zeichnen. Durch  diese  Kräfte  bekommen  dann  beide  Stücke, 
wenn  wir  sie  fallen  lassen,  in  der  Sekunde  die  Geschwindig- 
keit g.  Nun  lasse  man  aber  auf  das  große  Stück  eine  Kraft 
wirken,  die  gleich  ^  also  nur  gleich  der  Hälfte  seines  Gewichtes 
ist,  man  lasse  z.  B.  das  Stück  über  eine  glatte  horizontale 
Ebene  mit  der  Kraft  K  fortgezogen  werden.    Dann  wird  das 
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Stück  nach  dem  ersten  Gesetz  in  der  Zeiteinheit  eine  Ge- 
schwindigkeit lg  bekommen.  Eine  Kraft  K,  die  dem  kleinen 
Stück  die  Geschwindigkeit  g  erteilt,  gibt  also  dem  großen  nur 
die  Geschwindigkeit  \g. 

Wirkt  auf  beide  Stücke  dieselbe  Kraft  F,  so  ist  die  Ge- 
schwindigkeit^ die  das  kleine  in  der  Sekunde  bekommt,  nach 
dem  ersten  Gesetz 


A' 


r9 


und  die,  welche  das  große  Stück  bekommt, 

F 

Werte,  die  wieder  dem  zweiten  Gesetze  genügen. 

Hat  man  es  mit  Körpern  zu  tun,  die  aus  yerschiedenen 
Substanzen  bestehen,  so  muß,  wenn  das  Gesetz  Sinn  haben 
soll,  zuerst  festgesetzt  werden,  nach  welchem  Maßstab  man 
die  Stoflmengen,  welche  sie  enthalten,  miteinander  vergleichen 
will.  Wir  wollen  nun  übereinkommen  xu  sagen,  daß  z.  B,  ein 
Stück  Kupfer  und  ein  Stück  Eisen  dieselbe  Stoffmenge  enthalten, 
wenn  sie  an  demselben  Ort  der  Erde  gleich  viel  loiegen.  Ein  Stück 
Kupfer  mit  dem  Gewicht  A"  und  ein  Stück  Eisen  mit  dem 
Gewicht  2K  enthalten  nach  dieser  Auffassung  Stoffmengen, 
die  sich  zueinander  wie  1  zu  2  verhalten,  und  auf  diese  Körper 
können  nun  wieder  die  obigen  Schlüsse  angewandt  werden,  so 
daß  auch  in  diesem  Fall  das  Gesetz  seine  Gültigkeit  hat 

Die  Stoffmenge  eines  Körpers  wird  die  Masse  genannt 
Die  Massen  verschiedener  Körper  sind,  wie  wir  gesehen  haben, 
ihren  Gewichten  an  demselben  Ort  der  Erde  proportional; 
die  Wage  ist  daher  das  Instrument,  welches  dazu  dient, 
Massen  miteinander  zu  vergleichen.  Die  Begriffe  Crewickt  und 
Masse  muß  man  jedoch  scJtarf  voneinander  unterscheiden.  Das 
Gewicht  eines  Körpers  ist  die  Kraft,  mit  der  er  von  der  Elrde 
angezogen  wird;  es  ist  größer  oder  kleiner,  je  nachdem  wir 
unsere  Beobachtungen  näher  bei  den  Polen  der  Erde  oder 
n&her  beim  Äquator  machen.  Die  Masse  dagegen  ändert  sich 
nichty  wenn  man  den  Körper  von  einem  Ort  der  Erdoberfläche 
nach  einem  anderen  bringt,  und  man  kann  die  Massen  zweier 
Körper  durch  Versuche  vergleichen,  bei  denen  die  Schwerkraft 
gar  nicht  im  Spiel  ist,  z.  B.  dadurch,  daß  man  die  Körper  mit 
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einer  Spiralfeder  über  eine  horizontale  Fläche  fortzieht  und 
jedesmal  die  bei  einer  bestimmten  Ausdehnung  vorhandene 
Beschleunigung  mißt. 

§  86.  Beispiele  des  Einflusses  der  Hasse  auf  die  Bewegungs- 
erscheinungen. Je  größer  die  Masse  eines  Körpers  ist,  desto 
längere  Zeit  braucht  eine  und  dieselbe  Kraft,  um  eine  be- 
stimmte Geschwindigkeit  hervorzubringen.  Ebenso  ist  die  Zeit, 
während  der  eine  Kraft  wirken  muß,  um  eine  bereits  vor- 
handene Geschwindigkeit  zu  vernichten,  bei  einem  Körper  von 
großer  Masse  länger  als  bei  einem  kleinen  Körper.  Die  der 
Bewegung  entgegengesetzten  Geschwindigkeiten,  welche  die 
Körper  in  diesem  Falle  in  aufeinander  folgenden  Zeitteilen 
erhalten,  mit  anderen  Worten  die  Geschwindigkeits Verminde- 
rungen, sind  wieder  der  Masse  umgekehrt  proportional. 

Wenn  der  Magnet  von  §  76  durch  eine  drehende  Be- 
wegung in  einer  horizontalen  Ebene  aus  seiner  Gleichgewichts- 
lage gebracht  und  dann  losgelassen  wird,  so  nimmt  er  eine 
beschleunigte  Bewegung  nach  der  Gleichgewichtslage  hin  an. 
Er  überschreitet  diese  Lage  und  hat,  sobald  dies  geschehen 
ist,  weil  auf  ihn  stets  Kräfte  wirken,  die  ihn  in  den  magneti- 
schen Meridian  zu  stellen  streben,  eine  verzögerte  Bewegung. 
Nach  einiger  Zeit  ist  die  Geschwindigkeit  erschöpft;  der  Magnet 
kehrt  nach  der  Gleichgewichtslage  zurück  und  geht  von  neuem 
durch  sie  hindurch;  kurz,  er  schwingt  über  einen  gewissen 
Winkel  hin  und  her. 

Dabei  vrird  für  den  Übergang  aus  einer  der  äußersten 
Stellungen  in  die  Gleichgewichtslage  ebensoviel  Zeit  gebraucht 
wie  für  die  Bewegung  von  der  Gleichgewichtslage  in  eine 
jener  Stellungen.  Femer  hat  man  gefunden,  daß,  solange  die 
Ablenkungswinkel  nicht  zu  groß  sind,  große  und  kleine  Schwin- 
gungen in  derselben  Zeit  gemacht  werden.  Hierauf  kommen 
wir  später  zurück,  weisen  aber  jetzt  besonders  darauf  hin,  daß 
die  Schwingungen  langsamer  werden,  wenn  man  den  Magnet  in 
Punkten,  die  an  beiden  Seiten  gleich  weit  von  der  Mitte  liegen, 
mit  zwei  gleichen  Stücken  Kupfer  belastet. 

Da  sich  ein  drehbarer  Kupferstab  nicht  in  den  magneti- 
schen Meridian  stellt,  muß  man  annehmen,  daß  bei  diesem 
Versuch  keine  Kräfte,  die  die  Bewegung  beeinflussen,  auf  die 
Kupferstücke  wirken.     Die  Vergrößerung  der  Schwingungszeit 


120  Erstes  Kapitel.  [§  87 

kann  also  nur  durch  die  Vermehrung  der  Masse  des  Stabes  her- 
vorgebracht sein. 

Daß  diese  Vermehrung  wirklich  eine  solche  Wirkung  haben 
muß,  sieht  man  leicht  ein,  wenn  man  sich  vorstellt,  daß  zwei 
gleiclie  Magnete,  von  denen  der  erste  nicht,  wohl  aber  der 
zweite  mit  Kupferstücken  beschwert  ist,  so  gedreht  werden, 
daß  sie  gleicligroße  Winkel  mit  der  Gleichgewichtslage  bilden 
und  daß  sie  dann  zugleich  losgelassen  werden.  Da  die  wirken- 
den Kräfte  bei  beiden  dieselben  sind,  muß  der  zweite  Magnet 
wegen  der  größeren  Masse  in  derselben  Zeit  die  kleinere  Ge- 
schwindigkeit bekommen;  er  wird  also  die  Gleichgewichtslage 
später  als  der  erste  Magnet  erreichen. 

Ahnliche  Erscheinungen  können  bei  tönenden  Körpern, 
z.  B.  bei  einer  schwingenden  Stimmgabel,  beobachtet  werden. 
Die  Zinken  sind  hier  abwechselnd  weiter  nach  innen  gebogen 
und  weiter  voneinander  entfernt  als  in  der  Gleichgewichtslage. 
Die  Elastizität  des  Stahls  treibt  stets  die  Teilchen  nach  der 
Gleichgewichtslage  und  hat  bei  jeder  Annäherung  an  diese 
Lage  eine  Beschleunigung  und  bei  jeder  Entfernung  von  ihr 
eine  Verzögerung  zur  Folge.  Wenn  man  die  Zinken  der 
Stimmgabel  mit  Kupferstücken,  Kautschukringen  oder  etwas 
derartigem  belastet,  ohne  an  der  Elastizität  etwas  zu  ändern,  so 
macht  man  die  Schwingungen  langsamer,  wie  sich  z.  B.  zeigt, 
wenn  man  diese  auf  einen  rotierenden  Zylinder  aufzeichnet 
(§57). 

§  87.  Einheiten  der  Kraft  nnd  der  Hasse  In  der  Geo- 
metrie pdegt  man  die  Längeneinheit  und  die  Volumeinheit 
nicht  beide  willkürlich  zu  wählen,  sondern,  nachdem  man  die 
erste  festgesetzt  hat,  für  die  zweite  den  Inhalt  eines  Warfels 
za  nehmen,  dessen  Kante  gleich  der  Längeneinheit  ist  Hier- 
durch werden  die  Eegeln  für  die  Inhaltsberechnung  einfacher 
als  es  sonst  der  Fall  sein  würde.  Hätte  man  als  Längeneinheit 
das  Meter  und  als  Volumeinheit  den  KubikfuB  genommen,  so 
würde  man  die  Zahl,  welche  den  Inhalt  eines  rechtwinkligen 
Parallelepipeds  angibt  nicht  bekommen,  indem  man  die  Zahlen, 
welche  die  Länge,  die  Breite  und  die  Höhe  angeben,  mit- 
einander multipliziert. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Berechnung  der  Wirkung, 
die  eine  gegebene  Kraft  auf  eine  gegebene  Masse  ausübt^  yer- 
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einfachen,  wenn  man  dafür  sorgt,  daß  zwischen  der  Kraft- 
einheit und  der  Masseneinheit  ein  bestimmter  Zusammen- 
hang besteht 

Man  wähU  diese  Einheiten  so,  daß  die  Einheit  der  Kraft  der 
Einheit  der  Masse  eine  Beschleunigung  1  erteilt,  d,  h.  daß  sie  eine 
Geschwindigkeit  1  verursacht,  wenn  sie  eine  Zeiteinheit  lang  auf 
die  Einheit  der  Masse  wirkt. 

Wirkt  dann  eine  Kraft  K  auf  die  Masse  1,  so  ist  die 
Beschleunigung  nach  dem  ersten  Gesetz  (§  84)  K.  Und  nach 
dem  zweiten  Gesetz  (§  85)  wird  die  Beschleunigung 

^  =  -§' (14) 

wenn  die  Kraft  auf  die  Masse  m  wirkt. 

In  Worten  ausgedrückt:  die  Zahl,  welche  die  Beschleunigung 
angibt,  ist  gleich  dem  Quotienten  der  Zahlen,  welche  die  Kraft 
und  die  Masse  angeben,  oder  in  kürzerer  Ausdrucksweise,  die 
wir  in  solchen  Fällen  oft  benutzen  werden :  um  die  Beschleunigung 
zu  bekommen,  muß  man  die  Kraft  durch  die  Masse  dividieren. 

Die  Formel  (14)  kann  auch  in  der  Form 

K=^  qm 
geschrieben  werden. 

Wendet  man  nun  diese  Beziehung  auf  einen  fallenden 
Körper  an,  so  wird  K  das  Gewicht  des  Körpers,  welches  wir 
P  nennen  wollen,  während  q  die  früher  besprochene  Be- 
schleunigung g  wird.  Zwischen  den  Zahlenwerten  des  Ge- 
wichtes und  der  Masse  haben  wir  also  die  Beziehung 

P=^gm (15) 

Wenn  zwischen  den  Einheiten  der  Kraft  und  der  Masse 
der  angegebene  Zusammenhang  besteht,  wollen  wir  sagen,  daß 
die  Einheiten  „zueinander  passen".  Dies  ist  noch  auf  ver- 
schiedene Weise  möglich,  z.  B.: 

a)  Zeiteinheit  die  Sekunde,  Längeneinheit  das  Meter,  Kraft- 
einheit das  Gewicht  eines  Kilogramms.  Die  Masseneinheit  ist 
jetzt  nicht  die  Menge  StofiF  in  einem  Kilogramm,  denn  wenn 
man  diese  fallen  läßt,  sieht  man,  daß  ihr  die  Krafteinheit 
nicht  die  Beschleunigung  1,  sondern  die  Beschleunigung  g 
(9,81)  erteilt  Wenn  eine  Kraft  gleich  dem  Gewicht  von  einem 
Kilogramm  auf  eine  Masse  wirkte,   die  ^mal  so  groß  ist  als 
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die  eines  Kilogramms,  so  würde  eine  Beschleunigung  1  ent- 
stehen; daher  muö  die  zuletzt  genannte  Menge  Stofif  zur  Massen- 
einheit gewählt  werden.  Dies  ergibt  sich  auch  aus  der  Formel 
(15,  da  P  =  g  sein  muB,  wenn  m=  1  werden  soll. 

b)  Einheiten  von  Zeit  und  Länge  wie  oben,  Masseneinheit 
die  Masse  eines  Kilogramms.  Durch  eine  einfache  Schluß- 
folgerung oder,  wenn  man- will,  durch  die  Formel  (15)  findet 
man,  daß  jetzt  als  Krafteinheit  eine  Kraft  genommen  werden 
muß,  die  ^mal  kleiner  ist  als  das  Gewicht  eines  Kilogramms. 

Natürlich  kann  man  auch  als  Einheiten  Bruchteile  oder 
Vielfache  der  genannten  Einheiten  benutzen,  ohne  etwas  an 
der  Art  des  Systems  von  Einheiten  zu  ändern. 

Die  Einheiten  in  der  unter  b)  angegebenen  Weise  zu 
wählen,  verdient  aus  folgendem  Grunde  den  Vorzug.  Die 
Masse  eines  Kubikdezimeters  Wasser  ist  an  allen  Orten  die- 
selbe. Werden  also  die  Einheiten  in  der  zweiten  Weise 
gewählt,  so  arbeiten  alle  Physiker  mit  derselben  Masseneinheit 
und  also  auch  mit  derselben  Krafteinheit,  da  diese  von  der 
Masseneinheit  abhängt.  Dagegen  ist  das  Gewicht  eines  Kubik- 
dezimeters Wasser  nicht  überall  dasselbe;  das  unter  a)  ge- 
nannte System  ist  daher  nicht  geeignet,  bei  genauen  Messungen 
allgemein  benutzt  zu  werden. 

Ein  System  von  zueinander  passenden  Einheiten,  bei 
welchem  die  Masseneinheit  ein  Kilogramm  oder  ein  einfacher 
Bruchteil  desselben  ist,  wurde  zuerst  bei  der  Untersuchung 
der  elektrischen  und  magnetischen  Erscheinungen  eingeführt 
Gegenwärtig  pflegen  viele  Physiker  als  Längeneinheit  das  Zenti- 
meter und  als  Masseneinheit  das  Gramm  zu  nehmen,  während 
Zeiten  in  Sekunden  ausgedrückt  werden.  In  diesem  Zentimeter- 
Oramm^Sekunderi' System,  welches  wir  als  das  C-G-S-System  be- 
zeichnen wollen,  wird  die  Beschleunigung  der  Schwerkraft  durch 
981  ausgedrückt  und  ist  die  Krafteinheit,  der  man  den  Namen 
J3yn  gegeben  hat,  der  981  ste  Teil  des  Gewichtes  von  einem 
Ghramm,  also  etwas  mehr  als  das  Gewicht  von  einem  Milli- 
gramm. Das  letztere  findet  man  durch  eine  ähnliche  Schluß- 
folgerang wie  oben. 

Bei  numerischen  Berechnungen  wollen  wir,  wenn  nicht 
das  Gegenteil  bemerkt  wird,  das  C-G-S-System  benutzen. 
Übrigens  würden  verschiedene  Formeln,  die  auf  dem  Gebrauch 
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zueinander  passender  Einheiten  beruhen,  ebensogut  gelten, 
wenn  man  z.  B.  die  unter  a)  oder  b)  genannten  Einheiten 
wählte. 

Ausnahmsweise  werden  wir  das  Gewicht  eines  Gramms 
oder  eines  Kilogramms  als  Krafteinheit  und  auch  eine  andere 
Längeneinheit  als  das  Zentimeter  benutzen. 

Wir  bemerken  noch,  daß  man  oft  das  Wort  „Gramm"  be- 
nutzt, bald  um  die  „Masse",  bald  um  das  „Gewicht  eines 
Gramms*'  zu  bezeichnen.  Verwirrung  wird  hieraus  bei  einigem 
Nachdenken  nicht  entstehen. 

§  88.  Sichte.  Unter  der  Dichte  eines  Stoffes  versteht  man 
die  Masse  der  Volumeinheit.  Im  C-G-S-System  wird  also  die 
Dichte  durch  die  Zahl  bezeichnet,  welche  angibt,  wieviel 
Gramm  in  1  ccm  enthalten  sind,  also  durch  dieselbe  Zahl  wie 
das  spezifische  Gewicht  in  bezug  auf  Wasser  von  4®. 

Zuweilen  wird  die  Dichte  eines  Stoffes  durch  die  Zahl 
ausgedrückt,  welche  angibt,  wievielmal  größer  sie  ist  als  die 
Dichte  einer  Substanz,  mit  der  man  alle  Stoffe  vergleicht. 
Diese  Zahl  stellt  zugleich  das  spezifische  Gewicht  des  Stoffes 
in  bezug  auf  diese  Substanz  vor. 

§  89.  Probleme  über  die  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes.  Die  Bewegung  eines  als  materieller  Punkt  be- 
trachteten Körpers  gibt  zu  zweierlei  Problemen  Veranlassung. 
Zuweilen  muß  man,  nachdem  man  die  Bewegung  durch  Be- 
obachtung kennen  gelernt  hat,  einen  Schluß  auf  die  wir- 
kende Kraft  ziehen,  oder  auch  wohl  die  Kraft  angeben,  die 
für  eine  bestimmte  angenommene  Bewegung  nötig  ist.  Zu 
diesem  Zwecke  ermittelt  man  zuerst  die  Beschleunigung  (§§  66 
und  72);  die  Kraft  muß  die  Richtung  derselben  haben  und 
eine  Größe,  die  man  findet,  indem  man  die  Größe  der  Be- 
schleunigung mit  der  Masse  multipliziert. 

In  anderen  Fällen  kennt  man  für  jeden  Augenblick  die 
Kraft,  die  auf  den  Körper  wirkt,  und  es  handelt  sich  darum, 
die  Bewegung  zu  bestimmen.  Dies  ist  möglich,  wenn  für  den 
Augenblick,  in  welchem  man  die  Bewegung  zu  betrachten  an- 
fängt, die  Lage  und  die  Geschwindigkeit  gegeben  sind.  Bei  der 
Lösung  des  Problems  muß  man  im  allgemeinen,  nämlich  wenn 
sich    die  Kraft;  nach  Richtung  und  Größe  ändert,  seine   Zu- 


ll>4  Erstes  Kapitel.  [§89 

tliidit  ZU  eiuer  Teilung  der  Zeit  in  unendlich  kleine  Teilchen 
nelinien. 

a.  Geradlinige  Boregung.  Die  Bahn  ist  eine  gerade  Linie, 
wenn  die  Kraft  immer  dieselbe  Richtung  hat  und  der  Körper 
anfangs  in  Ruhe  ist  oder  eine  Anfangsgeschwindigkeit  in  der 
Riclitung  der  Kraft  oder  in  der  entgegengesetzten  Richtung  hat 

Wir  teilen  die  Zeit  in  sehr  kleine  Teilchen  und  schließen 
zunächst  so,  als  ob  während  eines  jeden  dieser  Teile  die 
Kraft  dieselbe  Größe  beibehielte,  welche  sie  am  Anfang  des- 
selben hat,  als  ob  sich  die  Kraft  also  nicht  allmählich,  sondern 
mit  kleinen  Sprüngen  änderte.  Ist  m  die  Masse  des  Körpers  und 
A'  die  Kraft  am  Anfange  eines  der  kleinen  Zeitteilchen  r,  dann 
erleidet  der  Körper  im  Laufe  desselben  eine  Geschwindigkeits- 
vermehrung oder  Geschwindigkeitsverminderung 

^-T (16) 

Mit  Hilfe  dieser  Formel  kann  die  Geschwindigkeit  am 
Ende  des  Zeitteilchens  r  aus  der  Geschwindigkeit  am  Anfang 
desselben  abgeleitet  werden;  aus  der  Geschwindigkeit  in  dem 
Augenblick,  in  welchem  man  anfängt  die  Bewegung  zu  be- 
trachten, kann  also  die  Geschwindigkeit  am  Ende  des  ersten, 
zweiten,  dritten  Zeitteilchens  usw.  gefunden  werden,  folghch 
auch  die  Geschwindigkeit  in  einem  beliebigen  Augenblick  Das 
Resultat  wird  um  so  genauer  sein,  je  kleiner  man  die  Zeit- 
teilchen gewählt  hat:  das  wahre  Resultat  ist  der  Grenzwert, 
welchem  sich  der  für  die  Geschwindigkeit  gefundene  Wert 
n&herty  wenn  man  die  Zeitteilchen  immer  kleiner  macht. 
Eilner  können  wir  dies  ausdrücken,  indem  wir  sagen,  daß 
4ie  Zeit  in  unendlich  kleine  Teilchen  geteilt  und  während 
des  Teilchens  die  Kraft  als  konstant  betrachtet  wird. 

Sobald  die  Geschwindigkeit  für  den  ganzen  Verlauf  der 

'^S'uig  bekannt  ist.   kann  auch  der  Ort  des  Körpers  für 

a  Augenblick  gefunden  werden.    Bei  diesem  Problem  kann 

?end  eines  Zeitelementes  r  die  Bewegung  als  gleichförmig 

Ächtet  werden,  so  daß  man  den  zurückgelegten  Weg  be- 

"Äen  kann,  indem  man  die  Geschwindigkeit  mit  r  multipli- 

^    Indem  man  dies  für  die  aufeinander  folgenden  unendlich 

«n»en  Zeiten  tut,  kann  man  die  Ortsveränderung  des  Körpers 

on  emem  Augenblick  zum  anderen  verfolgen. 
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In  vielen  Fällen  ist  die  Ej-aft,  welche  auf  den  Körper 
wirkt,  abhängig  von  dem  Orte,  an  dem  er  sich  befindet.  Man 
kann  dann  die  Berechnung  der  Geschwindigkeit  und  die  Be- 
stimmung des  Ortes  nicht  voneinander  trennen,  sondern  muß 
sich  mit  beiden  Fragen  zugleich  beschäftigen.  Es  sei  P 
die  Anfangslage  des  Körpers.  Während  eines  ersten  Zeit- 
elementes legt  er  einen  Weg  zurück,  der  aus  der  Anfangs- 
geschwindigkeit gefunden  werden  kann;  man  kennt  dann  auch 
den  Ort  Q,  in  welchem  er  am  Ende  dieses  Zeitelementes  an- 
gekommen ist.  Zugleich  kann  aus  der  Kraft,  die  in  der 
Anfangslage  P  auf  den  Körper  wirkte,  abgeleitet  werden, 
wie  groß  die  Geschwindigkeit  am  Ende  des  Elementes  ge- 
worden ist  Diese  neue  Geschwindigkeit  dient  dann  zur  Be- 
rechnung des  Weges,  der  in  einem  zweiten  Zeitteilchen  zurück- 
gelegt wird,  während  die  gleichzeitige  Gescliwindigkeitsände- 
rung  aus  dem  Werte  gefunden  wird,  den  die  Kraft  am  An- 
fang des  zweiten,  also  am  Ende  der  ersten  Zeitteilchens  hatte, 
einem  Werte,  der  bekannt  ist,  da  man  den  Ort  Q  bereits  be- 
stimmt hat.    In  dieser  Weise  kann  man  weiter  schließen. 

b)  KrummUnige  Bewegung.  Wir  nehmen  jetzt  an,  daß  sich 
die  Kraft  in  dieser  oder  jener  Weise  in  Richtung  und  Größe 
ändert,  während  der  Körper  eine  beliebige  Anfangsgeschwindig- 
keit hat,  deren  Bichtung  nicht  mit  derjenigen  der  Kraft  zu- 
sammenzufallen braucht. 

Es   sei   P  (Fig.  75)  die  Anfangslage,    PA   die    Anfangs- 
geschwindigkeit, PF  die  anfangs  ^         -^ 
auf  den  Körper  wirkende  Kraft. 
Wir    teilen    die   Zeit    wieder   in 
unendlich  kleine  Teilchen,  die  wir 
mit  T  bezeichnen.     Der   in   dem 
ersten  Element  durchlaufene  Weg 
PQ  wird    aus  der   Geschwindig- 
keit PÄ  berechnet.     Hätte   nun 
keine  Kraft  auf  den  Körper  ge-                     v^^ 
wirkt,  so  würde  die  Geschwindig-                      Fig.  75. 
keit    in    Q    durch    den    Vektor 

QB=PÄ  dargestellt  werden.  In  Wirklichkeit  aber  hat  der 
Körper  zu  dieser  Geschwindigkeit  noch  eine  andere  Qb  be- 
kommen,   die   parallel  PF  ist,    da   wir   während  der   Zeit  r 
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die  BichtuDg  der  Kraft  als  konstant  betrachten;  die  Größe 
von  Qh  ist  durch  den  Ausdruck  (16)  gegeben,  wenn  K  die 
Kraft  PF  ist. 

Die  Geschwindigkeit,  welche  der  Körper  in  Q  hat,  ist  die 
Resultante  Q  G  von  Q  B  und  Q  b.  Aus  dieser  Eesultante  findet 
man  den  Ort  R  des  Körpers  nach  einem  zweiten  Zeitelement^ 
während  die  Geschwindigkeit  B  E,  die  er  dann  hat,  bestimmt 
wird,  indem  man  RD  =  Q  C  mit  der  Geschwindigkeit  Rd  zu- 
sammensetzt, die  die  Folge  der  Kraft  Q  G  ist,  die  auf  den 
Körper  wirkt,  wenn  er  sich  in  Q  befindet 

In  dieser  Weise  kann  man  eine  Beihe  von  Orten  P,  Q,  Äusw., 
die  in  unendlich  kleinen  Entfernungen  voneinander  liegen,  be- 
stimmen und  also  auch  die  ganze  Bahn  kennen  lernen. 

Daß  in  denjenigen  Fällen,  in  denen  die  Kraft  sich  weder 
in  Richtung  noch  in  Größe  ändert,  der  Körper  eine  gleich- 
formig  beschleunigte  oder  verzögerte  geradlinige  Bewegung  hat 
oder  eine  Parabel  beschreibt,  brauchen  wir  nicht  näher  aus- 
einanderzusetzen. 

§  90.  Zusammensetzung  von  Kräften.  Oft  wirken  zwei 
oder  mehr  Bewegungsursachen  zugleich  auf  einen  mate- 
riellen Punkt.  Die  Erfahrung  hat  gelehrt,  daß  die  Geschiaindig- 
keit,  die  der  Punkt  dann  während  eines  Zeitelementes  bekommt,  die 
Resultante  der  Geschwindigkeiten  ist,  die  ihm  die  Kräfte  einzeln  er- 
teilen würden,  was  man  auch  so  aus- 
drucken kann  (vgl.  §  65),  daß  man 
sagt,  der  Punkt  nehme  die  letzteren 
Geschwindigkeiten  zugleich  an. 

Angenommen,    auf   einen    ma- 
teriellen Punkt  P  (Fig.  76)  wirkten 
nur  zwei  Kräfte,  die  durch  die  Vek- 
toren PA  und  PB  dargestellt  werden. 
Fig.  76.  Diö  Geschwindigkeiten,  welche  diese 

Kräfte,  wenn  jede  für  sich  allein 
wirkte,  in  einer  unendlich  kleinen  Zeit  t  dem  Punkt  erteilen 
würden,  werden,  wenn  m  die  Masse  ist,  dargestellt  durch 

Pa  =  ^^r     und     Pb^^^r. 
m  m 

In  Wirklichkeit  bekommt  nun  der  Punkt  die  Geschwindigkeit, 
die  durch  die  Diagonale  Pc  des  aus  Pa  und  Pb  beschriebenen 
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Parallelogramms  dargestellt  wird.  Dieselbe  Geschwindigkeit 
würde  aber  in  der  Zeit  r  entstehen,  wenn  auf  den  Punkt  eine 
einzige  Kraft  in  der  Eichtung  von  Pc  und  von  der  Größe 

PQ^  Pc  xm 

T 

wirkte. 

Aus  den  angeführten  Beziehungen  folgt 

PA:PB:PC=  PaiPbiPc, 

woraus  folgt  (§  28),  daß  PC  die  Diagonale  eines  Parallelo- 
gramms ist,  welches  aus  PA  und  PB  als  Seiten  beschrieben 
wird.     Also : 

Zwei  Kräfte,  die  auf  denselben  Punkt  wirken,  können  durch 
eine  einzige  Kraß  ersetzt  werden,  und  man  bekommt  den  Vektor, 
der  diese  vorstellt,  indem  man  die  Vektoren,  welche  die  zwei  ge- 
gebenen Kräfte  vorstellen,  nach  der  Regel  von  §27  miteinander  z/u- 
sanvmensetzt.  Die  Ausdrücke  „Parallelogramm  der  Kräfte", 
„Zusammensetzen  von  zwei  Kräften",  „Zerlegung  einer  Kraft" 
und  die  Worte  „Komponenten"  und  „Resultante"  bedürfen 
jetzt  keiner  Erklärung  mehr,  ebensowenig  die  Zusammen- 
setzung einer  beliebigen  Anzahl  von  Kräften,  die  auf  einen 
materiellen  Punkt  wirken,  zu  einer  einzigen  Resultante,  sowie 
die  einfachen  Regeln  für  das  Zusammensetzen  von  Kräften, 
die  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  wirken. 

Zwei  Kräfte  haben  die  Resul* 
tante  Null,  sind  also,  wie  wir  be- 
reits wissen,  miteinander  im  Gleich- 
gewicht, wenn  sie  gleich  groß  und 
entgegengesetzt  gerichtet  sind. 

Bei  drei  Kräften  ist  Ol&ich- 
gewicht  m^lich,  wenn  die  dritte  PC  '^-^  /U-^--" "     ^ 

(Mg,  77)    gleich    und    entgegengesetzt  Pj^  .^.y 

gerichtet  ist  der  EestUtante  der  beiden 

anderen  PA  und  PB,  Dann  ist  auch  PA  gleich  und  entgegen- 
gesetzt gerichtet  der  Resultante  von  PB  und  PC. 

Nach  dem  am  Anfang  dieses  Paragraphen  Gesagten  kann 
man  das  Gleichgewicht  von  zwei  oder  drei  Kräften  so  auf- 
fassen, daß  die  Geschwindigkeiten,  die  die  Kräfte  während 
eines  Zeitelementes  dem  materiellen  Punkt  erteilen,  sich  gegen- 
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seitig   Temichten,    eine   AufEEiSsiiDg,   die   allerdings   in   vielen 
Fallen  etwas  gekünstelt  ist 

Es  verdient  noch  bemerkt  zn  werden,  daß  die  Betrach- 
tung, durch  welche  wir  zn  dem  Satze  Tom  Parallelogramm  der 
Eri^  gekommen  sind,  unabhängig  Yon  der  Geschwindigkeit 
ist,  die  der  materielle  Punkt  am  Anfang  der  Zeit  r  bereits 
haben  kann.  Einerlei  welche  Bichtung  und  Größe  diese  Ge- 
schwindigkeit hat,  der  Punkt  würde  immer  außerdem  noch  die 
Geschwindigkeit  Pa  oder  die  Geschwindigkeit  Pb  (Fig.  76)  be- 
kommen, wenn  entweder  nur  die  eine  oder  nur  die  andere 
Kraft  wirkte,  und  er  bekommt  zu  der  bereits  vorhandenen 
Geschwindigkeit  die  durch  Pc  dargestellte,  wenn  beide  Kräfte 
zugleich  auf  ihn  einwirken. 

Der  Satz,  daß  zwei  Kräfte,  die  zugleich  auf  einen  mate- 
riellen Punkt  wirken,  diesem  dieselben  Geschwindigkeiten  erteüen, 
die  sie  zur  Folge  haben  würden,  wenn  sie  allein  wirkten,  ist, 
wie  gesagt,  aus  der  Erfahrung  abgeleitet  Die  Richtigkeit  des- 
selben kann  jedoch  nicht  durch  einen  einzigen  Versuch  be- 
wiesen werden.  Ist  der  Satz  z.  B.  für  die  Spannungen  von 
Seilen  bewiesen,  so  folgt  daraus  noch  keineswegs,  daß  er  auch 
für  die  Anziehungen  und  Abstoßungen  von  Magnetpolen  gilt 
Das  Gesetz  muß  daher  für  verschiedene  Klassen  von  Kräften 
besonders  bewiesen  werden.  Dies  ist  nicht  immer  direkt  ge- 
schehen; daß  wir  dennoch  von  der  Richtigkeit  des  Gesetzes  über- 
zeugt sind,  ist  der  Übereinstimmung  aller  daraus  gezogenen 
Schlüsse  mit  der  Wirklichkeit  zu  verdanken. 

Mit  anderen  Sätzen,  die  in  diesem  Kapitel  besprochen 
wurden,  verhält  es  sich  ebenso.  Bei  den  meisten  Kräften 
würde  es  nicht  leicht  sein,  durch  einen  einfachen  direkten 
Versuch  zu  beweisen,  daß  die  Beschleunigung,  die  sie  einem 
und  demselben  Körper  erteilen,  der  Größe  der  Ejaft  pro- 
portional ist.  Zu  den  auseinandergesetzten  Grundsätzen  ist 
man  denn  auch  nicht  durch  eine  Beihe  von  leicht  aus- 
zuführenden Versuchen,  sondern  durch  ein  langes  Studium 
der  Naturerscheinungen  gekommen. 

§  91.  Zerlegung  der  Bewegung  und  der  Kraft  nach  zwei 
aufeinander  senkrecht  stehenden  Sichtungen.  In  Fig.  78  stellt 
LL  die  Bahn  eines  materiellen  Punktes  vor,  der  sich  in  der 
Ebene  XOY  bewegt,  PH  die  Beschleunigung   in   einem   be- 
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stimmten  Augenblick  und  PFj  von  derselben  Richtung  wie 
PE,  die  zu  dieser  Zeit  wirkende  Kraft  Wenn  die  Masse  mit 
m  bezeichnet  wird,  hat  man 

PF=mX  PH. 
Zerlegt  man  nun  die  Beschleunigung  in  die  Komponenten 
PK  und  PN,  parallel  zu  den  Koordinatenachsen,  und  ebenso 
die  Kraft  in  die  Komponenten  PQ  und  PS,  dann  ist 

PQ  =  mXPK    und     PS  =  mx  PN. 

Wir  wissen  aber  bereits,  daß  PK  die  Beschleunigung  bei  der 
Bewegung  des  Körpers 
in  der  Richtung  OX 
ist,  d.  h.  bei  der  Be 
wegung  der  Projektion 
auf  dieser  Achse.  Hätte 
der  Körper  nur  diese 
Bewegung,  bewegte  er 
sich  also  so  wie  es 
die  Projektion  tut,  so 
müßte  auf  ihn  also  die 
Kraft  PQ  wirken.  Et- 
was ähnliches  gilt  von 
der  Bewegung  in  der 
Richtung  von  O  Y,  und 
wir  können  schließen: 


0 


Fig.  78. 


X 


Die  Kraft,  welche  bei  der  krummlinigen  Bewegung  wirken 
muß,  wird  gefunden,  indem  man  die  Kräfte,  welche  wirken 
müßten,  wenn  der  Körper  entweder  nur  die  Bewegung  in  der 
Richtung  OX  oder  nur  die  in  der  Richtung  O  Y  hätte,  mit- 
einander zusammenzusetzt. 

Zu  einem  hiermit  übereinstimmenden  Satz  kommt  man,  wenn  man 
die  Bewegung  eines  Körpers  im  Raum  in  bezug  auf  drei  zueinander 
senkrechte  Koordinatenachsen  betrachtet. 

Wir  wollen  in  den  folgenden  Paragraphen  dieses  Kapitels 
die  Grundsätze,  welche  wir  jetzt  kennen  gelernt  haben,  auf  einige 
Bewegungserscheinungen  anwenden. 

§  92.  Nähere  Betrachtung  fallender  und  vertikal  in  die 
Höhe  steigender  Körper.  In  §  89  wurde  angegeben,  wie  man 
für  einen  Körper,  dessen  Geschwindigkeit  für  jeden  Augenblick 

Lorentz,  Lehrbach  der  Physik.  d 
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bekannt  ist^  den  in  einer  bestimmten  Zeit  zurückgelegten  Weg 
berechnen  kann.  Besonders  einfach  wird  diese  Berechnung, 
wenn  die  Bewegung  gleichförmig  beschleunigt  oder  verzögert 
ist  Teilt  man  nämlich  die  betrachtete  Zeit  in  unendlich  viele 
gleiche  Teile  und  berechnet  für  jeden  Zeitteil  den  zurück- 
gelegten Weg  mit  der  Geschwindigkeit,  welche  der  Körper 
am  Anfang  dieses  Zeitteils  besitzt,  so  bilden  die  Besoltate 
eine  arithmetische  Reihe.  Ist  n  die  Anzahl  der  Teile,  t;^  die 
Geschwindigkeit  am  Anfang  der  Zeit  &  und  t;^  die  Geschwindig- 
keit am  Ende  derselben,   so  ist   das   erste  Glied   der  Reihe 

V,,     -  und    das    letzte    Glied     v, ^- —     Also  ist  die 

Summe 

Der  Grenzwert  hiervon  für  n  =  oo  ist 
«  =  iK  +  ^i)'^>  d.h.: 

Bei  einer  gleichförmig  beschleunigten  oder  gleichförmig  ver- 
zögerten Bewegung  findet  man  den  zurückgelegten  Weg^  wenn  man 
die  betrachtete  Zeit  mit  der  halben  Summe  (dem  Mittel)  der  Anfa/ngs- 
und  Endgeschwindigkeit  multipliziert. 

Hat  ein  fallender  Körper  in  dem  Augenblick,  in  welchem 
wir  anfangen  seine  Bewegung  zu  betrachten,  bereits  eine 
Geschwindigkeit  v^,  so  wird  durch  die  Wirkung  der  Schwer- 
kraft die  Geschwindigkeit  nach  t  Sekunden  geworden  sein 

der  in  dieser  Zeit  zurückgelegte  Weg  ist  also 

Wird  ein  Körper  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  v^  vertikal 
in  die  Höhe  geworfen,  so  dauert  es 

9 
Sekunden,   bis  die  Geschwindigkeit  erschöpft  ist  (§  64).     Da 
die  halbe  Summe  der  Anfangs-  und  Endgeschwindigkeit  für 
diese   Zeit  ^v^   ist,    so   ist   die   Höhe,    bis   zu    welcher    der 
Körper  steigt, 

2^oX   ^  2(7* 
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In  diesem  Resultat,  welches  bereits  früher  (§  64)  gefunden 
wurde,  kommt  die  zweite  Potenz  der  Anfangsgeschwindigkeit 
vor,  da,  wenn  sie  z.  B.  verdoppelt  wird,  der  Körper  eine  zweimal 
längere  Zeit  steigt  und  sich  außerdem  in  dieser  Zeit  mit  einer 
zweimal  größeren  mittleren  Geschwindigkeit  bewegt. 

§  93.  Druck  eines  Körpers  auf  eine  horizontale  Ebene, 
die  nach  oben  oder  nach  unten  bewegt  wird.  Wir  wollen 
annehmen,  die  Ebene  habe  eine  beschleunigte  Bewegung  nach 
oben  und  die  Beschleunigung  sei  in  einem  bestimmten  Augen- 
blick a.  Dann  hat  auch  der  Körper,  der  auf  der  Ebene  liegt, 
eine  ebenso  große  Beschleunigung  und,  wenn  die  Masse  m  ist, 
muß,  alles  zusammengenommen,  eine  Kraft  nach  oben  auf  ihn 
wirken,  die  durch 

am 

ausgedrückt  wird.  Auf  den  Körper  wirkt  nun  erstens  das  Ge- 
wicht P  und  zweitens  der  nach  oben  gerichtete  Widerstand 
der  Ebene,  den  wir  x  nennen  wollen.     Also: 

a;  —  P=  am, 
und,  dsL  P  =  gm  ist, 

.-(.+i)p. 

Wegen  der  Gleichheit  von  Aktion  und  Reaktion  hat  der  Druck 
des  Körpers  auf  die  Ebene  denselben  Wert.  Die  Fälle,  in 
denen  die  Ebene  eine  verzögerte  oder  gleichförmige  Bewegung 
nach  oben  hat  oder  nach  unten  geht,  wollen  wir  dem  Leser 
überlassen.  Wir  machen  nur  noch  auf  die  eigentümliche 
Weise  aufmerksam,  in  welcher  der  Druck  bestimmt  wird.  Er 
ist  nicht  bekannt,  weil  uns  gegeben  ist,  wie  weit  die  Ebene 
eingedrückt  wird,  sondern  weil  wir  die  Bewegung  des  Körpers 
kennen. 

Mit  dem  Druck  verhält  es  sich  hier  wie  in  vielen  Fällen  mit 
der  Spannung  eines  Seils;  er  ist  nicht  vorher  gegeben,  sondern 
er  richtet  sich  nach  den  Umständen.  Die  Ebene  wird  eben  so  weit 
eingedrückt,  daß  die  Kraft,  die  sie  auf  den  Körper  ausübt, 
den  oben  berechneten  Wert  hat;  ist  dieser  erreicht,  dann  hat 
der  Körper  dieselbe  Bewegung  wie  die  Ebene  und  drückt 
diese  nicht  weiter  ein. 

§  94.  Maschine  von  Atwood.  Um  eine  Rolle,  die  sich 
um    eine   horizontale   Achse  dreht,    ist    ein    Seil    geschlagen. 
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welches  an  den  Enden  zwei  ungleiche  Gewichte  trägt,  nämlich 
rechts  ein  Gewicht  P  und  links  ein  Gewicht  P\  Wir  nehmen 
an,  daß  das  Seil  nicht  über  die  Rolle  gleiten  kann  und  daß 
P'  >  P  ist;  die  Spannungen  des  Seils  rechts  und  links  von 
der  Rolle  nennen  wir  S  und  S'.  Wenn  nun  die  Gewichte 
losgelassen  werden,  so  entsteht  eine  beschleunigte  Bewegung, 
und  dabei  kann  man  das  Folgende  bemerken. 

Da  das  Gewicht  rechts  steigt,  muß  S  >  P  sein,  denn  die 
einzigen  Kräfte,  die  auf  das  Gewicht  wirken,  sind  die  Schwer- 
ki'aft  und  die  Spannung  S.  Dagegen  muß  links  S'  <  P'  sein. 
Endlich  muß  S'  >  S  sein,  denn  der  Unterschied  dieser  Spannungen 
ist  es,  der  der  Rolle  eine  beschleunigte  Rotation  erteilt  Man 
hat  also 

P  <  S  <  S'  <  P'. 

Die  Spannungen  S  und  S'  regulieren  sich  nun  von  selbst  so, 
daß  die  Difi'erenzeo  S  —  P,  S'  —  S,  P"  —  S"  gerade  diejenigen 
Werte  annehmen,  die  sie  haben  müssen,  damit  bei  der  Bewegung 
der  Gewichte  und  der  Rolle  sich  die  Länge  des  Seils  nicht  ändert 
um  einzusehen,  wie  dieses  „regulieren"  vor  sich  geht,  nehmen 
wir  an,  daß  in  dem  Augenblick,  in  welchem  die  Gewichte  los- 
gelassen werden,  zunächst  noch  aS  =  P  ist  Dann  würde  das 
Gewicht  rechts  einen  Augenblick  in  Ruhe  bleiben,  während 
die  Rolle  bereits  angefangen  hat  sich  zu  drehen;  dadurch 
würde  eine  kleine  Ausdehnung  des  Seils  rechts  entstehen  und 
S  >  P  werden.  Oder,  wenn  S'  viel  größer  als  S  wäre,  so  würde 
die  Drehung  der  Rolle  sofort  so  beschleunigt  werden,  daß 
eine  kleine  Ausdehnung  des  Seils  rechts  und  eine  Zusammen- 
ziehung des  Seils  links  die  Folge  ist  Dadurch  würde  die 
Differenz  S'  —  S  kleiner  werden. 

Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  annehmen,  daß  die 
Rolle  eine  viel  kleinere  Masse  hat  als  die  Gewichte;  dann 
werden  sich  die  Spannungen  so  regulieren,  daß  S'  —  S  viel 
kleiner  ist  als  die  Differenzen  S  —  P  und  P*  —  Ä',  welche  die 
Kräfte  vorstellen,  die  auf  die  Gewichte  wirken.  Wir  können 
dann  die  Differenz  S'  —  S  vernachlässigen  und  für  die  zuletzt 
genannten  Kräfte  setzen 

>S  —  P   und    P'  -  aS. 

Da   nun   diese   Kräfte   den  Massen  gleiche  Beschleunigungen 
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nach  oben  und  nach  unten  erteilen,  müssen  sie  diesen  Massen 
und  also  auch  den  Gewichten  proportional  sein.    Man  hat  also 

(5-P):(P'-Ä)  =  P:P', 
woraus  folgt 

Q       2PP- 

Hieraus  findet  man  für  die  Kraft,  welche  das  Gewicht  P  nach 
oben  treibt, 

^-^^     P'+p- 
und  für  die  Beschleunigung,   welche  die  Gewichte  bekommen, 

P'  -  P  , 
^  P'  +  P  ' 

§  95.  Einfluß  des  Widerstandes  der  Luft  auf  den  Fall 
der  Körper.  Ein  Körper,  der  sich  in  der  Luft  fortbewegt,  er- 
leidet einen  Widerstand  (§  76),  der  um  so  größer  ist,  je  schneller 
die  Bewegwng  ist.  Wenn  wir  einen  Körper  fallen  lassen,  so  hat 
er  während  der  ersten  Zeitteilchen  noch  eine  so  gerioge  Ge- 
schwindigkeit, daß  vom  Luftwiderstand  abgesehen  werden  kann; 
anfangs  hat  er  daher  nahezu  dieselbe  gleichförmig  beschleunigte 
Bewegung,  die  er  im  luftleeren  Raum  annehmen  würde.  Beim 
Zunehmen  der  Geschwindigkeit  wird  aber  auch  der  Widerstand 
immer  größer;  die  gesamte  auf  den  Körper  wirkende  Kraft^ 
die  Resultante  des  Gewichtes  und  des  Widerstandes,  nimmt 
ab.  Die  Bewegung  ist  zwar  noch  beschleunigt,  aber  die  Ge- 
schwindigkeitsvermehrungen während  aufeinander  folgender 
gleicher  Zeitelemente  werden  immer  kleiner.  Dies  geht  so 
fort,  bis  eine  Qeschiüindigkeit  erreicht  ist,  bei  welcher  der  Wider- 
stand gleich  dem  Gewicht  des  Körpers  ist.  Da  sich  dann  die 
beiden  Kräfte  einander  aufheben,  ändert  sich  die  Geschwindig- 
keit nicht  mehr,  und  diese  gleichförmige  Bewegung  behält  der 
Körper  bei,  eben  weil  fortwährend  der  Widerstand  im  Gleichgewicht 
mit  dem  Gewicht  ist.  Die  Regentropfen  haben  in  der  Nähe 
der  Erdoberfläche  eine  solche  gleichförmige  Bewegung. 

Wie  groß  die  Endgeschwindigkeit  ist  und  wie  lange  es 
dauert,  bis  sie  erreicht  wird,  hängt  einesteils  vom  Gewicht 
und  andemteils  von  der  Größe  des  Widerstandes  ab.  Die 
Schwerkraft  wirkt  auf  alle  Stoflfteilchen  des  Körpers,  der  Wider- 
stand  nur   auf  diejenigen,,  welche   an   der  Oberfläche   liegen. 
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Daraus  folgt,  daß  von  zwei  Körpern,  die  bei  gleichem  Gewicht 
Terschiedene  Oberflächen  haben,  der  mit  der  größten  Oberfläche 
die  kleinste  Endgeschwindigkeit  bekommt  Ist  nämlich  v  der 
Wert  der  Geschwindigkeit,  bei  welcher  flir  diesen  Körper  der 
Luftwiderstand  die  Schwerkraft  aufhebt,  so  wird  für  den 
anderen  Körper,  wenn  er  dieselbe  Geschwindigkeit  erreicht  hat, 
der  Widerstand  noch  kleiner  sein  als  das  Gewicht  Bei  diesem 
letzteren  Körper  hat  daher,  wenn  er  die  Geschwindigkeit  v 
hat,  die  Beschleunigung  noch  nicht  aufgehört. 

Ebenso  kann  man  beweisen,  daß  von  zwei  Körpern,  welche 
dieselbe  Größe  und  Gestalt,  aber  verschiedenes  Gtowicht  haben, 
der  schwerere  die  größere  Endgeschwindigkeit  bekommt 

Man  wird  jetzt  einsehen,  weshalb  Körper  wie  ein  Blatt 
Papier,  eine  Feder,  eine  Schneeflocke,  ein  Fallschirm  so  langsam 
fallen,  während  eine  schwere  Metallkugel  sich  in  der  Luft 
nahezu  den  Gesetzen  des  freien  Falls  entsprechend  bewegt 

Ein  Mittel,  die  Oberfläche  eines  Körpers  zu  vergrößern, 
besteht  darin,  daß  man  ihn  in  getrennte  Stücke  zerteilt;  hier- 
durch kommen  nämlich  zu  der  ursprünglichen  Oberfläche  neue 
Oberflächen  hinzu.  Zerteilen  wir  daher  von  zwei  gleichen 
Körpern  den  einen  in  kleine  Teile  und  lassen  diese  in  einiger 
Entfernung  voneinander  gleichzeitig  fallen,  so  wird  die  Be- 
wegung viel  langsamer  vor  sich  gehen  als  der  Fall  des  Körpers, 
der  unzerteilt  geblieben  ist.  Ein  kleiner  Körper  bekommt  daher 
eine  kleinere  Endgeschwindigkeit  als  ein  großer  Körper  von 
demselben  Stoff. 

Wir  können  dies  auch  begreifen,  wenn  wir  bedenken,  daß, 
wenn  alle  Dimensionen  eines  Körpers  2  mal  kleiner  gemacht 
werden,  das  Gewicht  8  mal,  die  Oberfläche  aber  nur  4  mal 
kleiner  wird. 

Sehr  kleine  Körperchen  bekommen  nur  eine  geringe  End- 
geschwindigkeit. In  ruhiger  Luft  würden  sie  indes  immer 
fallen.  Es  sind  jedoch  immer  strömende  Bewegungen  in  der 
Luft  vorhanden,  z.  B.  infolge  von  Temperaturverschiedenheiten, 
und  wenn  nun  die  Endgeschwindigkeit,  welche  ein  Körperchen 
in  ruhiger  Luft  bekommen  würde,  kleiner  als  die  G^chwindig- 
keit  der  Luftströmungen  ist,  so  ist  das  Körperchen  ein  Spiel- 
ball dieser  letzteren;  es  wird  bald  hierhin  bald  dorthin  getrieben 
werden  und  dabei  schwebend  bleibem  Dies  ist  der  Fall  bei  den 


§  96]  Bewegung  und  Kräfte.  135 

zahllosen  Staubteilchen,  die  in  dem  Wege  eines  Sonnenstrahls 
in  der  Luft  sichtbar  werden. 

Was  hier  über  den  Widerstand  in  der  Luft  gesagt  wurde, 
gilt  auch  vom  Widerstand  in  Flüssigkeiten.  Dieser  ist  unter 
sonst  gleichen  Umständen  größer  als  der  Widerstand  der  Luft; 
ein  kleines  Körperchen  schwebt  also  im  Wasser  leichter  als  in  der 
Luft  Fein  verteilte  Niederschläge  setzen  sich  zuweilen  über- 
haupt nicht. 

§  96.  Gröfie  des  Widerstandes.  Bei  sehr  kleinen  Geschwindig- 
keiten ist  der  Widerstand  w,  den  ein  Gas  oder  eine  Flüssigkeit  auf 
einen  Körper  ausübt,  der  Geschwindigkeit  v  proportional.  Wird  diese 
immer  größer,  so  nimmt  w  jedoch  schneller  zu,  so  daß  der  Zusammen- 
hang zwischen  beiden  schließlich  ziemlich  genau  durch  eine  Formel  von 
der  Form 

tff  =  av* 
ausgedrückt  werden  kann. 

Um  eine  Vorstellung  von  der  Größe  des  Luftwiderstandes  zu  geben, 
führen  wir  an,  daß  eine  Kugel  vom  Radius  i?,  die  sich  mit  der  sehr 
kleinen  Geschwindigkeit  v  in  Luft  von  0^0.  bewegt,  einen  Widerstand 
erleidet,  der  durch  die  Gleichung 

w  =  0,0035  B  V 

bestimmt  wird,  wenn  alles  in  C-G-S-Einheiten  ausgedrückt  wird.  Dieser 
Widerstand  bei  kleinen  Geschwindigkeiten  ist  der  inneren  Reibung  der 
Luft  zuzuschreiben,  die  wir  später  kennen  lernen  werden;  er  ist  nicht, 
wie  man  bei  oberflächlicher  Betrachtung  erwarten  könnte,  der  Ober- 
fläche, sondern  dem  Radius  B  proportional. 

Bei  größeren  Geschwindigkeiten  tritt  die  innere  Reibung  in  den 
Hintergrund;  die  theoretische  Bestimmung  des  Widerstandes,  der  dann 
besteht,  ist  mit  großen  Schwierigkeiten  verbunden.  Die  folgende  Be- 
trachtung hat  daher  auch  nicht  viel  mehr  Bedeutung,  als  daß  sie  zur 
Annahme  einer  bestimmten  Form  für  eine  empirische  Formel  führt. 

£ine  £bene  habe  die  Größe  S  und  bewege  sich  mit  der  Geschwindig- 
keit V  in  der  Richtung  der  Normalen  in  einer  Flüssigkeit  oder  einem 
Gras  von  der  Dichte  q.  Die  Ebene  verdrängt  pro  Sekunde  ein  Volum  Sv 
des  Mittels,  also  eine  Masse  Sqv,  Nimmt  man  an,  daß  sie  dieser  die 
Geschwindigkeit  v  erteilt,  so  muß  die  Ebene  auf  das  Mittel  eine  Kraft 

tr  =  S  QV^ 

ausüben.  Dies  ist  nämlich  die  Kraft,  die  der  Masse  S qv  in  der  Sekunde 
die  Greschwindigkeit  v  erteilen  kann. 

Daß  diese  Schlußfolgerung  höchst  mangelhaft  ist,  liegt  auf  der  Hand. 
Sie  nimmt  nämlich  keine  Rücksicht  auf  die  Einzelhditen  des  in  dem 
Mittel  erregten  Bewegungszustandes.  Es  ist  nicht  richtig,  daß  nur  der 
StofP,  welcher  in  dem  Volum  Sv  enthalten  ist,  in  Bewegung  gesetzt  wird, 
auch  nicht,  daß  die  in  Bewegung  gesetzten  Flüssigkeits-  oder  Gasteilchen 
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gerade  die  Geschwindigkeit  v  bekommen.  Man  hat  indes  gefunden,  daß 
die  Ergebnisse  der  Beobachtung  ziemlich  gut  durch  die  empirische  Formel 

ic  =  kSQ9* (17) 

wiedergegeben  werden  können,  in  welcher  k  ein  Faktor  ist,  der  experi- 
mentell bestimmt  werden  muß.  Dieser  Faktor  ist  von  der  Größe  und 
der  Gestalt  der  Ebene  abhängig. 

Wegen  der  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegenwirkung  ist  die 
Kraft  //'  auch  der  Widerstand,  den  das  Mittel  der  Ebene  entgegensetzt. 

Bei  Flächen,  die  kleiner  als  1  (|dm  sind,  ist  k  ungefähr  0,6. 

Die  Formel  kann  auch  auf  einen  Körper  von  beliebiger  Gestalt 
angewandt  werden;  man  muß  dann  unter  S  die  Größe  der  Projektion 
des  Körpers  auf  eine  zur  Bewegungsrichtung  senkrechte  Ebene  ver- 
stehen, und  unter  k  einen  Koeffizienten,  der  von  der  Gestalt  des  Körpers 
abhängt.  Es  ist  z.  B.  eine  geringere  Kraft  erforderlich,  um  eine  Kugel 
mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  durch  ein  Gas  oder  eine  Flüssigkeit 
zu  bewegen,  als  dasselbe  mit  einer  kreisförmigen  Scheibe  zu  tun,  die 
denselben  Radius  wie  die  Kugel  hat  und  die  senkrecht  zur  Bewegnngs- 
richtung  gehalten  wird. 

Für  einen  Körper,  der  an  der  Vorderseite  mit  einer  scharfen  Kante 
oder  mit  einer  Spitze  versehen  ist,  ist  der  Koeffizient  k  viel  kleiner 
als  für  eine  Ebene.  Dagegen  ist  er  größer  als  für  eine  Ebene  bei 
einem  Körper,  der  die  Form  einer  Kugelhaube  hat  und  der  die  hohle 
Seite  nach  vorn  wendet.  Versuche  haben  z.  B.  gelehrt,  daß  für  einen 
Fallschirm,  der  die  Gestalt  eines  Regenschirmes  hat,  der  Koeffizient 
beinahe  zweimal  so  groß  ist  als  für  eine  Ebene.  Wird  der  Fallschirm 
umgekehrt,  so  wird  der  Koeffizient  ungefähr  ^/^  von  demjenigen  für  eine 
Ebene.  Für  eine  Kanonenkugel,  die  sich  mit  einer  Geschwindigkeit  von 
Hunderten  von  Metern  bewegte,  ergab  sich,  daß  k  ungefähr  0,4  ist. 

Da  die  Kräfte  zwischen  einem  Körper  und  dem  umgebenden  Mittel 
nur  von  der  relativen  Geschwindigkeit  abhängen  können,  stellt  die 
Formel  (17)  auch  die  Kraft  vor,  mit  der  ein  Luft-  oder  Flüssigkeitsstrom 
mit  der  Geschwindigkeit  v  auf  einen  ruhenden  Körper  wirkt.  Mit  Hilfe 
einer  solchen  Formel  kann  man  z.  B.  die  Wirkung  des  Windes  auf  die 
Flügel  einer  Windmühle  oder  die  Wirkung  eines  Wasserstromes  auf  die 
Schaufeln  eines  Wasserrades  berechnen. 

§  97.  Andere  Beispiele  einer  Bewegung,  die  dnrcli  einen 
Widerstand  gleichförmig  wird.  Bei  einem  Wagen,  der  auf 
einem  horizontalen  Weg  fortgezogen  wird  und  bei  einem  Schiflf, 
welches  vermittelst  einer  Leine  bewegt  wird,  können  wir  ähn- 
liche Betrachtungen  anstellen  wie  beim  Fall  in  der  Luft.  Der 
Weg,  das  Wasser  und  die  Luft  üben  einen  Widerstand  aus, 
der  mit  der  Geschwindigkeit  zunimmt  und,  sobald  er  gleich 
der  bewegenden  Kraft  geworden  ist,  die  Bewegung  gleichförmig 
macht.    Während  der  ersten  Zeit  nach  dem  Anfang  der  Be- 
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wegung  muß  die  Kraft  dazu  dienen,  die  ßewegung  zu  be- 
schleunigen; sobald  aber  die  Endgeschwindigkeit  erreicht  ist, 
dient  sie  nur  dazu,  die  Reibung  zu  überwinden. 

Wir  können  die  Bewegung  dadurch  verzögern,  daß  wir 
die  bewegende  Kraft  verkleinern  oder  aufhören  lassen,  oder 
auch  dadurch  daß  wir  den  Widerstand  vergrößern.  Daß,  um 
einen  schwer  beladenen  Wagen  mit  einer  bestimmten  Ge- 
schwindigkeit auf  einer  horizontalen  Ebene  fortzubewegen, 
eine  größere  Kraft  erforderlich  ist  als  bei  einem  leichteren 
Wagen,  ist  eine  Folge  davon,  daß  der  Widerstand,  den  der 
Weg  bietet,  um  so  größer  ist,  je  stärker  der  Wagen  durch 
die  Schwerkraft  gegen  den  Boden  gedrückt  wird. 

§  98.  Fortsohlagen  oder  Fortwerfen  eines  Körpers.  Welche 
Oeschwindigkeit  eine  Kraft  erzeugt,  hängt  aicch  von  der  Zeit  ah, 
während  der  sie  toirkt. 

Man  kann  daher  nicht  sagen,  daß,  um  einem  Körper  eine 
geudsse  Oeschurindigkeit  xu  erteilen,  eine  Kraft  von  bestimmter 
Größe  erforderlich  ist.  Wie  groß  die  Kraft  sein  muß,  hängt 
von  der  Zeit  ab,  in  welcher  sie  die  verlangte  Geschwindigkeit 
zustande  bringen  soll. 

Wir  wollen  z.  B.  annehmen,  wir  wollten  einer  Kugel, 
deren  Masse  500  g  beträgt,  eine  Geschwindigkeit  von  200  cm 
pro   Sekunde    geben.     Wir    können    sie    zu    diesem    Zwecke 

-—-  =  0,204  Sekunden  fallen  lassen;  dabei  wirkt  auf  sie  eine 

981 

Kraft  von  500  X  981  Dyn.  Wir  können  aber  auch,  eine  zweimal 
so  große  Kraft  0,102  Sekunden  lang  oder  eine  zweihundertmal 
so  große  0,00102  Sekunden  lang  auf  die  Kugel  wirken  lassen. 
Wenn  wir  der  Kugel  die  Geschwindigkeit  von  200  cm  dadurch 
geben,  daß  wir  sie  mit  einem  Hammer  fortschlagen,  so  können 
wir  aus  der  Geschwindigkeit  weder  die  Größe  der  Kraft,  noch 
auch  die  Zeit  ableiten,  während  der  sie  gewirkt  hat.  Das 
einzige,  was  wir  sagen  können,  ist,  daß  das  Produkt  beider 
einen  bestimmten  Wert  hat.  Aus  der  Formel  (14)  folgt  nämlich, 
daß,  wenn  die  Kraft  K  während  der  Zeit  r  der  Masse  m  die 
Geschwindigkeit  v  erteilt, 

Kr^mv (18) 

isi 
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Bei  Kräften,  die  sehr  kurze  Zeit  wirken  oder,  wie 
man  zu  sagen  pflegt,  einem  Körper  eine  Geschwindigkeit 
plötzlich  erteilen,  wird  das  Produkt  Kr  die  Größe  des  Stoßes 
genannt. 

§  99.  Bewegungsgröße.  Wenn  ein  maierieüer  Punkt  eine 
Oeschwindigkeit  v  hat,  so  kann  man  in  der  Richtung  derselben  einen 
Vektor  ziehen,  dessen  Größe  das  Produkt  aiLS  v  und  der  Masse  m 
vorstellt.  Dieser  Vektor  wird  als  das  Maß  für  die  Größe  oder 
Quantität  der  Bewegung  betrachtet  und  av^h  selbst  die  Bewegungs- 
größe genannt. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  zugleich  zwei  Geschwindig- 
keiten hat,  so  können  wir  auch  sagen,  daß  er  die  zwei  Bewegungs- 
größen, welche  diesen  Geschwindigkeiten  entsprechen,  zugleich 
hat,  und  aus  der  ßegel  für  das  Zusammensetzen  von  zwei 
Geschwindigkeiten  in  Verbindung  mit  dem  Satze  von  §  28 
folgt  dann,  daß  die  wirkliche  Bewegungsgröße  gefanden  wird, 
indem  man  die  beiden  soeben  genannten  Bewegungsgrößen  nach 
der  Vorschrift  von  §  27  zusammensetzt. 

Anstatt  zu  sagen,  daß  ein  materieller  Punkt  durch  die 
Wirkung  einer  Kraft  zu  der  Geschwindigkeit,  welche  er  bereits 
hat,  eine  gewisse  Geschwindigkeit  hinzubekommt,  können  wir 
auch  sagen,  daß  er  eine  neue  Bewegungsgröße  bekommt,  die 
mit  der  bereits  vorhandenen  zusammengesetzt  werden  muß. 

Der  Nutzen  der  Einführung  dieser  neuen  Größe  liegt  in 
dem  folgenden  Satz,  der  unmittelbar  aus  der  Formel  (18)  folgt: 

Mne  bestimmte  Kraß,  die  während  einer  bestimmten  Zeit  in 
unveränderter  Richtung  vnrkt,  bringt  eine  bestimmte  Bewegungsgröße 
hervor,  einerlei  wie  groß  die  Masse  des  materiellen  Punktes  ist. 

Setzt  man  in  (18)  r  =  1,  so  wird  K=  mv,  d.  h. 

Die  Bewegungsgröße,  welche  eine  Kraft  in  der  Zeiteinheit 
hervorbringt,  wird  durch  diesselbe  Zahl  ausgedrückt  wie  die  Kraft. 

Nimmt  man  dagegen  an,  daß  r  sehr  klein  ist  und  nennt 
man  das  Produkt  Kr  den  Stoß,  so  lehrt  uns  die  Formel: 

Mn  Stoß  wird  durch  dieselbe  Zahl  ausgedrückt  wie  die  Be» 
wegungsgröße,  die  er  hervorbringt. 

§  100.  Stoß  zweier  Körper.  Werden  zwei  Körper,  die 
Kräfte  aufeinander  ausüben,  ihrer  gegenseitigen  Einwirkung 
überlassen,  so  folgt  aus  dem  Gesetz  der  Gleichheit  von  Wirkung 


§  100]  Bewegung  und  Kräfte.  139 

und  Gegenwirkung  in  Verbindung  mit  dem  Satz  von  §  85,  daß 
die  Geschwindigkeiten,  welche  sie  in  einer  gewissen  Zeit  zu  der 
bereits  vorhandenen  hinzubekommen,  entgegengesetzt  gerichtet 
und  umgekehrt  proportional  den  Massen  sind,  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  daß  die  Körper  gleiche  und  entgegen- 
gesetzte Bewegungsgrößen  bekommen. 

Es  seien  z.  B.  A  und  B  (Fig.  79)  zwei  Kugeln,  die  die 
Massen  v\  und  m^  haben  und  deren  Mittelpunkte  sich  auf 
derselben  geradei  i  Linie  in  dersel-  ^ 

benEichtung bewegen.  Es  sei  v^  ^ä^  y X^ 

die  Geschwindigkeit  von  A^  v^        f         \         f  \ 

die  Geschwindiglceit  von  B  und       V     *    J      %K "      ij 

\  >  ^2>  ^^  ^^^  ^  ^^  Kugel  B         ^--^  x^  ^ 

einholt.      Im    Augenblick    der  Fig.  79. 

ersten    Berührung    haben    die 

Mittelpunkte  noch  diese  Geschwindigkeiten  und  sie  werden 
sich  daher  noch  einige,  wenn  auch  nur  kurze  Zeit,  einander 
nähern,  was  nur  möglich  ist,  wenn  die  Körper  an  der  Be- 
rührungsstelle eingedrückt  werden.  Dadurch  entsteht  aber  eine 
gegenseitige  Abstoßung,  welche  die  Geschwindigkeit  von  A  ver- 
kleinert und  die  Geschwindigkeit  von  B  vergrößert  Nach 
einiger  Zeit  werden  infolgedessen  die  Körper  eine  gleich  große 
Geschwindigkeit  a:  bekommen  haben.  Diese  wollen  wir  berechnen. 

Die  Geschwiadigkeit  von  A  hat  um  v^  —  x  abgenommen 
und  diejenige  von  B  hat  um  x  ^  v^  zugenommen.  Diese  Ande- 
erungen  müssen  den  Massen  umgekehrt  proportional  sein.  Man 
hat  also 

{v^  '^x):{x-v^)  =  m^:m^, 
woraus  folgt 

Man  kommt  zu  demselben  Resultat,  wenn  man  bedenkt, 
daß  beim  Stoß  A  und  B  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Be- 
wegungsgroßen bekommen  und  daß  sich  also  die  Summe  der 
Bewegangsgrößen  beider  Körper  nicht  ändert.  Hieraus  folgt 
nämlich: 

m^x  +  m2X  =  m^v^  +  m^v^. 

Für  den  Fall,  daß  die  Kugeln  vor  dem  Stoß  entgegen- 
gesetzte Geschwindigkeiten   haben,   gelten   dieselben  Formeln, 
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nur  muß  jetzt  durch  die  Zeichen  +  und  —  unterschieden 
werden,  nach  welcher  Seite  die  Bewegung  gerichtet  ist  Das 
Vorzeichen,  welches  x  bekommt,  gibt  dann  zugleich  die  Richtung 
der  gemeinsamen  Geschwindigkeit  an.  Diese  ist  Null,  wenn  die 
Körper  vor  dem  Stoß  entgegengesetzte  Geschwindigkeiten  haben, 
die  den  Massen  umgekehrt  proportional  sind. 

Das  Gesagte  gilt  auch  für  einige  andere  Formen  der  zu- 
sammenstoßenden Körper,  z.  B.  für  Zylinder,  die  sich  mit  den 
Achsen  auf  derselben  geraden  Linie  bewegen. 

Ob  sich  die  Geschwindigkeiten  der  Körper,  nachdem  sie 
einander  gleich  geworden  sind,  noch  weiter  ändern,  wollen  wir 
vorläufig  dahingestellt  sein  lassen. 

§  101.  Kraft,  die  fdr  eine  eingehe  Schwing^nng  erforder- 
lich ist.  Wenn  ein  Körper  zwischen  den  Punkten  Ä  und  B 
(Fig.  80)  eine  einfache  Schwingung  ausführt,  so  ist  die  Be- 
wegun«::  bei  jeder  Annäherung  an  den  Mittelpunkt  O  der  Bahn  be- 
schleunigt, bei  jeder  Entfernung  von  diesem  Punkt  verzögert  (§69). 
Darausfolgt,  daß  auf  den  Körper  in  jedem  Augenblick  eine  Kraft 
A  0  :b        wirken  muß,  die  nach  dem  Punkt  0 

""  7""^  *         lii^  gerichtet  ist,  eine  Kraft,  die  man 

*^'  ^  *  in  der  in  §  89  angegebenen  Weise  be- 

rechnen kann.  Sie  ist,  während  der  Punkt  einen  der  Wege  Ä  0 
oder  B  O  durchläuft,  nicht  konstant,  da  wir  es  hier  nicht  mit 
gleichförmig  beschleunigten  oder  verzögerten  Bewegungen  zu  tun 
haben.  Aus  dem  Resultat,  welches  wir  in  §  69  för  die  Be- 
schleunigung fanden,  folgt,  daß  in  dem  Augenblick,  in  welchem 
sich  der  Körper  in  der  Entfernung  ;?  von  O  befindet»  die  Kraft 
den  folgenden  Wert  haben  muß: 

^=     r-    ^ (19) 

In  dieser  Formel  bedeutet  m  die  Masse. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  weshalb  die  Kraft  um  so  größer  sein 
muß,  je  kleiner  T  ist.  Wenn  wir  den  Körper  einmal  mit  der 
Schwingungszeit  T  und  ein  anderes  Mal  mit  der  Schwingungs- 
xeit  I  T  zwischen  A  und  B  hin-  und  hergehen  lassen  wollen, 
80  müssen  wir  ihm  beim  zweiten  Versuch  während  der  Be- 
wegung von  A  nach  O  eine  zweimal  so  große  Geschwindigkeit 
geben  als  beim  ersten  Versuch,  und  da  wir  dies  in  einer  halb 
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80  langen  Zeit  tun  müssen,  so  ist  es  kein  Wunder,  daß  wir 
eine  viermal  so   große  fcaft  wirken  lassen  müssen.     Ebenso 
ist  es  einleuchtend,  daß  die  Erschöpfung  der  Geschwindigkeit 
während  der  Bewegung  von  O  nach  B  bei  dem  zweiten  Ver- 
such eine  viermal  so  große  Kraft  erfordert  als  bei  dem  ersten. 
Besonders  wichtig  ist  der  in  der  Formel  enthaltene  Satz: 
Soü  ein  materieller  Punkt  eine  einfache  Schwingung  aitaführen, 
so  muß  auf  ihn  eine  Kraft  wirken,  die  der  Entfernung  vom  Mittel- 
punkt  der  Bahn  proportional  ist.     Die  Kraft  muß  am  größten 
sein  an  den  Enden  der  Bahn  und,  während  sich  der  Körper 
dem  Punkt  O  nähert,  abnehmen,  um  beim  Durchgang  durch  O 
iür  einen  Augenblick  gleich  Null  zu  sein. 

§  102.  Einfache  Schwingung  unter  dem  Einfluß  einer 
sogebenen  Kraft.  Man  kann  den  soeben  ausgesprochenen 
Satz  umkehren  und  sagen: 

Wenn  auf  einen  Körper,  der  sich  auf  einer  geraden  Linie  LL 
(%  81)  bewegen  kann,  eine  Kraft  unrkt,  die  immer  nach  einem 
f^ien  Punkt  O  dieser  Linie   hin  ge- 

*^et  und  proportional  der  Entfernung    —T — -^ J ^ — 3 

^^  0  ist,  so  toird  der  Körper,  wenn  Yig,  81. 

^  in  dem  einen  oder  anderen  Punkt 

^^  LL  losgelassen  tvird  oder  den  Punkt   O  mit  einer  gewissen 

^^chwindigkeit  verläßt,  O  eine  einfache  Schwingung  um  den  Punkt  O 

^^fuhrm. 

Da  auf  den  Körper  keine  Kraft  wirkt,  wenn  er  sich  im 
*^^Uikt  O  befindet,  ist  dieser  Punkt  die  Gleichgewichtslage. 

Gerade  deshalb,  weil  die  Kräfte,  die  auf  einen  Körper 
^ken,  oft  eine  Besultante  haben,  die  nach  einem  festen  Punkt 
Wn  gerichtet  und  der  Entfernung  von  diesem  Punkt  proportional 
H  kommen  einfache  Schwingungen  so  häufig  vor. 

Eine  wichtige  Eigentümlichkeit  bei  der  Bewegung   eines 
Diateriellen  Punktes,  auf  den  derartige  Kräfte  wirken,  ist  die, 
^iaß  die  Schwingungszeit  dieselbe  ist,  einerlei,  ob  der  Punkt  in 
eine  große   oder   eine   kleine  Entfernung   von  seiner  Gleich- 
gewichtslage gebracht  wird.     Wenn  wir  ihn  z.  B.  einmal  in  A 
und  bei  einem  zweiten  Versuch  in  A'  loslassen,  so  braucht  er 
jedesmal  dieselbe  Zeit,  um  in  den  Punkt  0  zu  kommen;  da 
die  Kraft  der  Entfernung  von  0  proportional  ist,  wird  er  näm- 
lich bei  dem  ersten  Versuch  durch  eine  größere  Kraft  nach  0 
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hingetriebeii  als  beim  zweiten;  er  bekommt  daher  auch  beim 
ersten  Versuch  größere  Geschwindigkeiten,  und  zwar  gerade 
in  dem  Maße,  daß  er  bei  beiden  Versuchen  den  Punkt  0  in 
derselben  Zeit  erreicht. 

Man  drückt  dies  dadurch  aus,  daß  man  sagt,  daß  große 
und  kleine  Schwingungen  isochron  sind. 

Kennt  man  die  Masse  des  Körpers  und  das  konstante 
Verhältnis  zwischen  der  Kraft,  die  auf  ihn  wirkt,  und  der  Ent- 
fernung von  0,  so  ist  die  Dauer  der  Schwingungen  bestimmt. 
Man  sieht  ohne  weiteres  ein,  daß  eine  Vergrößerung  der  nach  0 
wirkenden  Kräfte  bei  gleichbleibender  Masse  zur  Folge  hat, 
daß  die  Schwingungen  schneller  aufeinander  folgen,  während 
eine  Vergrößerung  der  Masse  den  entgegengesetzten  Einfluß  hat. 

Es  sei  a  das  betreffende  konstante  Verhältnis,  so  daß  die  Kraft 
durch  a  s  dargestellt  werden  kann ;  dann  wird  die  Schwingangszeit  T  so, 

daß  r^  101) 

4n^  m 

ist.     Hieraus  folgt 

^  m 


'-^-]/:- 


Aus  dem  Umstand,   daß  in  dieser  Formel  die  Amplitude  nicht  vor- 
kommt, ergibt  sich  das  Gesetz  des  Isochronismus. 

§  103.    Anwendungen  des  Satzes  Yom  ParaUelogTramm  der 
Kräfte,    a)  Körper,  der  an  zwei  Seilen  aufgehängt  ist     Ein  Körper 

(Fig.  82)  ist  an  einem  Punkt  C  auf- 

As;^- - rB      gehängt,   der   durch    zwei   Seile   CA 

/         und  OB  mit   den  festen  Punkten  A 
/^^  und  B  verbunden  ist     Auf  G  wirken 

drei  Kräfte,  nämlich  das  Gewicht  des 
Körpers,  welches  wir  durch  GF  dar- 
stellen, und  die  Spannungen  der  Seile 
^  C  und  2?  C.  Soll  Gleichgewicht  be- 
stehen, so  müssen  diese  letzteren  eine 
U  Resultante  haben,  die  gleich  und  ent- 

Fig.  82.  gegengesetzt  GF  ist  Macht  man  also, 

vertikal  nach  oben,  GF'  =  GF  und 
zerlegt  GF'  in  GQ  und  GR  in  der  Richtung  der  Seile,  so 
stellen  diese  Linien  die  Spannungen  vor. 
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Man  kann  dies  auch  anders  einkleiden.  Man  kann  nämlich 
die  Kraft  CP  in  zwei  andere  zerlegen,  die  in  der  Verlängerung 
der  Seile  wirken.  Diese  Komponenten  sind  es,  die  die  Span- 
nungen Ton  A  C  und  B  C  hervorrufen. 

Zwei  derartige  Einkleidungen  sind  bei  vielen  Problemen  möglich. 

b)  Oleichgetoicht  auf  einer  schiefen  Ebene.  Eine  Ebene,  die 
mit  einer  horizontalen  Ebene  den  Winkel  cc  bildet,  wird  von 
einer  vertikalen  Ebene,  die  auf  ihr 
senkrecht  steht,  in  der  Linie  AB 
geschnitten  (Fig.  83)»  M  sei  ein  Kör- 
per, der  auf  der  schiefen  Ebene  liegt, 
und  der  Vektor  MQ  stelle  das  Ge- 
¥dcht  P  desselben  vor.  Man  kann 
dann  MQ  in  die  Kraft  MS,  parallel 
zu  AB,  und  die  Kraft  MB,  senk- 
recht zu  AB,  zerlegen. 

Die  letztere  Kraft  kann  keine 
Bewegung  hervorbringen;  sie  drückt  nur  den  Körper  gegen 
die  schiefe  Ebene  und  wird  durch  den  Widerstand  derselben 
aufgehoben.    Die  Komponente 

MS^  Psincc 

ist  es,  die  den  Körper  in  der  Richtung  A  B  nach  unten  treibt. 
Durch  eine  Kraft  F  von  derselben  Größe,  die  in  der  Richtung 
von  BA  nach  oben  wirkt,  können  wir  den  Körper  im  Gleich- 
gewicht halten. 

Ist  die  Ebene  vollkommen  glatt,  so  wird  der  Körper  unter 
der  Wirkung  der  Kraft  F,  sobald  diese  etwas  größer  als 
Psin  ce  ist,  nach  oben  gehen,  und  dies  wird  selbst  dann  geschehen, 
wenn  P  =  Psin  a  ist,  wenn  der  Körper  eine  Anfangsgeschwindig- 
keit nach  oben  hat  In  diesem  Sinne  kann  man  sagen,  daß 
eine  Kraft  Psina  hinreichend  ist,  um  den  Körper  die  schiefe 
Ebene  hinaufzuziehen. 

Von  dem  Umstand,  daß  diese  Kraft  bei  einem  kleinen 
Neigungswinkel  viel  kleiner  als  das  Gewicht  P  wird,  wird  oft 
Anwendung  gemacht  (Schiffswerft,  Weg  am  Abhang  eines 
Berges). 

Ein  Körper  kann  auf  einer  schiefen  Ebene  auch  im  Gleich- 
gewicht sein,  wenn,  wie  in  Fig.  84,  eine  Kraft  F  in  einer  von 
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BA  abweichenden  Richtang  auf  ihn  wirkt;  dies  ist  z.  B.  der  Fall, 
wenn  der  Körper  an  einem  Seil  befestigt  ist,  welches  nichl 
parallel  zu  BA  läuft.  Um  die  Oleichgewichtsbedingung  auf- 
zustellen, muß  man  bedenken,  daB  auf  den  Körper  drei  Kräfte 
wirken,  nämlich  die  Schwerkraft,  die  Kraft  F  (die  Spannung 

des   Seils)    und    die   Kraft,    welche 
durch  die  Ebene  ausgeübt  vrird. 

Ein  Körper,  der  auf  einer  yoU- 
kommen  glatten  Oberfläche  ruht,  setzt 
sich  in  Bewegung,  sobald  die  ge- 
ringste Kraft  in  der  Richtung  dei 
Oberfläche  wirkt    Also: 

Der  durch  eine  voükommen  glatk 
Fig.  84.  Oberfläche    ausgeübte    Widerstand    hai 

die  Richtung  der  Normalen. 
Wenn  man  dies  berücksichtigt,  so  bietet  es  keine  Schwierig- 
keit, das  Parallelogramm  der  Kräfte  zu  finden^  durch  welches 
die  Gleichgewichtsbedingung  zwischen  den  drei  genannten  Kräften 
ausgedrückt  wird.  In  Fig.  84  ist  MQin  MT,  senkrecht  znAB, 
und  Mü,  entgegengesetzt  der  Kraft  F,  zerlegt. 

c)  Gleichgewicht  auf  eiiier  beliebigen  vollkommen  glatten  Ober- 
fläche, 

Die  Gleichgewichtsbedingung  für  einen  auf  einer  solchen 
Oberfläche  liegenden  Körper  kann  man  im  allgemeinen  aus- 
drücken, indem  man  sagt,  daß  die  Resultante  aller  Kräfte,  die 
auf  ihn  wirken,  mit  Ausnahme  des  Widerstandes  der  Ober« 
fläche,  in  der  Richtung  der  Normalen  und  zwar  nach  der  Ober 
fläche  hin  gerichtet  sein  muß.  Dann  kann  sie  nämlicl 
durch  den  Widerstand  aufgehoben  werden. 

d)  Bewegung  auf  einer  schiefen  Ebene,  Wirkt  auf  den  Körpei 
M  von  Fig.  83  keine  andere  Kraft  als  die  Schwerkraft  und  dei 
normale  Widerstand  der  Fläche,  so  geht  er  in  der  Richtung  A I 
abwärts,  während  er  sich  aufwärts  bewegt,  sobald  er  eine  Ge- 
schwindigkeit in  der  Richtung  BA  hat  Diese  Bewegungei 
finden  unter  dem  Einfluß  einer  Kraft  ÄIS  (Fig.  88)  statt,  dii 
konstant  bleibt,  denn,  in  welchem  Punkt  von  AB  der  Körpei 
sich  auch  befindet,  es  kann  immer  ein  Parallelogramm  dei 
Kräfte  konstruiert  werden,  welches  mit  dem  von  Fig.  88  über- 
einstimmt   Die  Bewegung  auf  der  schiefen  Ebene  ist  dabei 
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gleichförmig  beschleunigt  oder  verzögert.  Die  Beschleunigung 
ist  ^sina,  wie  man  findet,  wenn  man  den  Fall  des  Körpers 
auf  der  schiefen  Ebene  mit  dem  freien  Fall  vergleicht 

Bei  einem  Körper,  der  sich  auf  einer  beliebigen  gekrümmten 
Oberfläche  bewegt,  gelten  ähnliche  Betrachtungen,  Man  kann 
in  jedem  Augenblick  das  Gewicht  in  zwei  Kräfte  zerlegen,  von 
denen  die  eine  in  die  Eichtung  der  Normalen  fällt  und  die 
andere  die  Oberfläche  entlang  wirkt  Diese  letztere  Kom- 
ponente bestimmt  die  Bewegung  auf  der  Oberfläche,  und  diese 
Bewegung  kann  nach  der  Methode  von  §  89  näher  untersucht 
werden. 

e)  Ein  Körper,  der  durch  einen  Faden  mit  einem  festen 
Punkt  verbunden  ist,  ist  offenbar  im  Gleichgewicht,  wenn  die 
Resultante  aller  Kräfte,  die  auf  ihn  wirken,  die  Richtung  der 
Verlängerung  des  Fadens  hat  Hieraus  kann  man  ableiten, 
wie  weit  ein  Körper,  der  an  einem  Faden  aufgehängt  ist,  durch 
eine  konstante  horizontale  Kraft 
aus  seiner  Gleichgewichtslage  ver- 
schoben wird. 

§  104.  Einfaches  oder  mathe- 
matisches PendeL  Wenn  man  einen 
Körper  an  einem  undehnbaren 
Faden  aufhängt,  der  so  dünn  ist, 
daß  seine  Masse  vernachlässigt 
werden  kann,  so  bekommt  man 
ein  Pmddj  welches  zum  Unter- 
schied von  einem  später  zu  be- 
sprechenden Apparat  einfaches  oder 
maihemaiiaeheaVQJidLQi  genannt  wird. 
Hat  man  das  Pendel  aus  seiner 
Gleichgewichtslage  O  A  (Fig.  85)  in 
die  Lage  OB  gebracht,  so  kann 
man  das  Gewicht  BP  des  Körpers 
in  zwei  Komponenten  zerlegen,  von  denen  die  eine,  BR,  in 
die  Verlängerung  des  Fadens  fällt,  und  die  andere,  BQy  auf 
diesem  senkrecht  steht  Diese  letztere  ist  es,  welche  den 
Körper  auf  dem  Kreisbogen  BA  nach  unten  treibt,  und  man 
kann  in  derselben  Weise  auch  für  jede  andere  Lage  B'  des 
Körpers  die  entsprechende  Kraft  B'  Q  finden.  Wenn  der  Körper 


Fig.  85. 
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losgelassen  wird,  so  geht  er  mit  beschleunigter  Bewegung  von 
B  nach  Ä  und  steigt  auf  der  anderen  Seite  Yon  Ä  bis  zu 
einem  Punkt  C,  der  von  Ä  ebenso  weit  entfernt  ist  wie  B. 
Dann  kehrt  er  nach  B  zurück;  kurz,  er  schwingt  zwischen  B 
und  C  hin  und  her. 
Aus  Fig.  85  folgt: 

BQiB'Q  =  ^mBOA'.miB'OÄ. 

Wenn  nun  die  AmpUtude  der  Schwingungen,  also  der  Winkel 
BOA,  sehr  klein  ist,  so  kann  man  statt  dessen  schreiben: 

BQ\B'Q'  =^  Bogen B Ä : Bogen B'A. 

Da  also  die  Kraft,  welche  den  Körper  auf  dem  Kreisbogen 
nach  der  Gleichgewichtslage  A  treibt,  der  Entfernung  von  A 
proportional  ist,  so  werden  kleine  Schwingungen  auf  dem  Bogen 
in  derselben  Weise  stattfinden  wie  einfache  Schwingungen  auf 
einer  geraden  Linie.  Wenn  nämlich  ein  materieller  Punkt, 
wie  hier,  gezwungen  ist,  auf  einer  bestimmten  krummen  Linie 
zu  bleiben,  so  kann  er  sich  so  bewegen,  daß  die  längs  dieser 
Linie  gemessene  Entfernung  s  von  einem  festen  Punkt  der  Linie 
in  jedem  Augenblick  durch  die  Gleichung  (2)  von  S.  72  be- 
stimmt ist.  Dazu  ist  erforderlich,  daß  auf  den  Punkt  eine 
Kraft  von  der  in  §  101  angegebenen  Größe  wirkt,  die  längs  der 
krummen  Linie,  und  zwar  nach  dem  festen  Punkt  hin  gerichtet 
ist  Ein  Beweis  dieses  Satzes  kann  hier  nicht  gegeben  werden. 
Unter  der  Schwingungszeit  verstehen  wir  diejenige  Zeit, 
die  das  Pendel  braucht,  um  sich  aus  der  einen  äußersten  Lage 
in  die  andere  zu  bewegen.  Sie  wird  für  hinreichend  kleine 
Schwingungen  durch  die  Formel 

^-^]/j (21) 

bestimmt,  in  welcher  l  die  Länge  des  Pendels  bezeichnet. 

Ist  der  Winkel  AOB==b^,  10^,  15^,  20 ^  so  ist  dieser 
Wert  von  &  bzw.  0,05,  0,19,  0,43,  0,767^  ^^  klein. 

Ist  in  Fig.  85  die  Entfernung  des  Punktes  R  von  OA  gleich  d 
und  ist  die  Masse  des  an  dem  Faden  hängenden  Körpers  m,  also  das 
Gewicht  des  Körpers  mg,  so  ist 

B'Q'  =  mg^, 
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wofür  man  auch  schreiben  kann 


Bogen  B'  A 
l 


Das  in  §  102  eingeführte  Verhältnis  zwischen  der  Kraft  und  der 
Entfernung  von  der  Gleichgewichtslage  ist  also  hier 


m 


und  durch  Einsetzung  in  (20)  findet  man 

woraus  die  Formel  (21)  folgt. 

In  der  Gleichung  (21)  sind  die  folgenden  Gesetze  ent- 
halten. 

a)  Große  und  kleine  Schwingungen,  wenn  sie  nur  hin- 
reichend klein  sind,  so  daß  die  Formel  angewandt  werden 
kann,  werden  in  derselben  Zeit  ausgeführt.  Diesen  Isochronis- 
mus lernten  wir  bereits  mehr  im  allgemeinen  in  §  102  kennen. 

b)  Die  Schwingungszeit  ist  unabhängig  von  der  Größe  und 
der  Beschaffenheit  des  an  dem 
Faden  aufgehängten  Körpers. 
Dies  ist  eine  Folge  davon,  daß 
für  verschiedene  Körper  die 
Gewichte  den  Massen  pro- 
portional sind. 

c)  Ein  Pendel  schwingt 
um  so  schneller,  je  kürzer  es 
ist.  Wenn  nämlich  ein  langes 
und  ein  kurzes  Pendel  mit 
gleichen  Gewichten  so  weit  aus 
der  Gleichgewichtslage  entfernt 
werden,  daß  die  Bogen  BA 
und  h  a  (Fig.  86)  gleich  lang 
sind,  so  ist,  wie  man  leicht 
einsieht,  die  Kraft  hq^  durch 
welche  der  Körper  h  nach  der  Gleichgewichtslage  getrieben 
wird,  größer  als  die  entsprechende  Kraft  BQ.  Es  ist  daher 
begreiflich,  daß,  wenn  man  die  Pendel  zugleich  losgelassen  hat, 
man  das  kürzere  zuerst  die  Gleichgewichtslage  erreichen  sieht 

d)  Je  stärker  die  Schwerkraft  wird,  desto  schneller  finden 
die  Schwingungen  statt,  etwas,  was  man  leicht  hätte  voraussagen 

10* 


Fig.  86. 
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können.  Die  Länge  eines  Sekundenpendels,  d.  h.  eines  Pendels, 
welches  in  einer  Sekunde  eine  Schwingung  macht,  ist  an  den 
Polen  größer  als  am  Äquator* 

Die  experimentelle  Bestätigung  der  Gesetze  a,  b  und  c 
ist  von  großer  Wichtigkeit.  Es  gibt  z.  B.  kein  besseres  Mittel 
um  zu  beweisen,  daß  die  Beschleunigung  der  Schwerkraft  für 
alle  Stoffe  dieselbe  ist,  als  die  Beobachtung  von  Pendeln,  die 
aus  verschiedenen  Substanzen  bestehen. 

Wenn  man  die  Länge  l  des  Pendels  und  die  Zeit  & 
mißt,  so  kann  man  aus  der  Formel  (21)  g  ableiten.  Dies 
Prinzip  ist  es,  nach  welchem  man  genaue  Bestimmungen  der 
Beschleunigung  der  Schwerkraft  ausgeführt  hat.  Man  macht 
dabei  jedoch  keinen  Gebrauch  von  einem  mathematischen 
Pendel,  sondern  von  einem  anderen  Pendel,  welches  wir  später 
kennen  lernen  werden.  Man  kann  nämlich  ein  mathematisches 
Pendel  nicht  realisieren,  da  ein  undehnbarer  Faden  ohne 
Masse  ebensowenig  existiert  wie  ein  Körper,  der  wirklich  als 
ein  einzelner  Punkt  betrachtet  werden  kann.  Sobald  der  auf- 
gehängte Körper  eine  merkbare  Ausdehnung  hat,  entsteht  Un- 
sicherheit über  die  Frage,  was  man  unter  der  Länge  l  zu  ver- 
stehen hat. 

§  105.  Kraft,  die  für  eine  gleichförmige  Bewegung  in 
einem  Kreis  erforderlich  ist.     Wir  nehmen  an,   daß  sich  ein 

Körper  von  der  Masse  m  mit  der 
konstanten  Geschwindigkeit  v  auf 
einem  Kreis,  dessen  Radius  r  ist 
(Fig.  87),  bewegen  soll.  Wir  können 
die  Bjraft,  welche  zu  diesem  Zweck 
auf  den  Körper  wirken  muß,  be- 
stimmen, indem  wir  zuerst  in  der 
"Fig.  87.  in   §  72   angegebenen   Weise   die 

Beschleunigung  suchen.  Da  in 
Fig.  87  dieselben  Buchstaben  benutzt  sind  wie  in  Fig.  72,  so 
brauchen  wir  das  in  jenem  Paragraphen  Gesagte  nicht  zu 
wiederholen.  Zieht  man  die  Radien  MP  und  MQ  und  die 
Sehne  P Q,  so  entsteht  ein  Dreieck,  welches  dem  Dreieck  QB  G 
ähnlich  ist,  weil  ^BQC==  z.  PM 0  und  QB=  QG  ist.  Aus 
dieser  Ähnlichkeit  ergibt  sich,  daß  CB  und  also  auch  QD 
senkrecht  auf  PQ  steht,    und  da  nun  bei  fortdauernder  An- 
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näherung  von  0  an  P  die  Eichtung  der  Sehne  FQ  diejenige 
der  Tangente  in  P  zum  Grenzwert  hat,  nähert  8ich  die  Eichtung 
von  QD  derjenigen  des  Radius  PM.  Wir  können  also  sagen, 
daß  bei  der  betreffenden  Bewegung  die  Geschwindigkeit,  welche 
der  Körper  in  einem  Zeitelement  zu  derjenigen,  welche  er 
bereits  hat,  hinzubekommt,  nach  dem  Mittelpunkt  des  Kreises 
hin  gerichtet  ist   Hierdurch  ist  die  Eichtung  der  Beschleunigung 


Um  nun  die  Qröße  derselben  zu  berechnen,  bemerken  wir, 
daß  infolge  der  Ähnlichkeit  der  genannten  Dreiecke 

MP:PQ=  QCiQD 
und  also 

ist 

Dies  ist  die  Geschwindigkeit,  welche  der  Körper  in  der 
unendlich  kleinen  Zeit  r  bekommt  Hieraus  folgt  für  die  Größe 
der  Beschleunigung 

QC  ^  PQ 


MP 


Man  kann  aber  die  unendlich  kleine  Sehne  P  Q  durch  den 
in  ersetzen,  und  dann  ist  der  letzte  Faktor  nichts  anderes 
die  Geschwindigkeit  v.    Demnach  wird  die  Beschleunigung 


Aus  den  gefundenen  Resultaten  schließen  wir,  daß  für 
^ie  angenommene  Bewegung  eine  Kraft  erforderlich  ist,  die 
fortwährend  nach  dem  Mittelpunkt  des 
Kreises  hin  gerichtet  ist  Diese  sogenannte 
^'»niripetalkrafl  muß  die  Größe 


ir=^ 


(22) 


Ein  Körper  Q  *(Fig.  88)  mit  der  Masse  m 
^^  eine  einfache  Schwingung  auf  der  Linie 
^Brait  der  Schwingungszeit  T  aus.  Wenn  ein 
'heiter  Körper  P  mit  derselben  Masse  sich  auf  Fig.  88. 

^^  Kreis  mit   dem  Durchmesser  AB  ao  be- 

^ßgen  soll,  daß  Q  immer  die  Projektion  von  P  ist,  so  muß  P  die  kon- 
stante Geschwindigkeit 
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können.  Die  Länge  eines  Sekundenpendels,  d.  h.  eines  Pendels, 
welches  in  einer  Sekunde  eine  Schwingung  macht,  ist  an  den 
Polen  größer  als  am  Äquator* 

Die  experimentelle  Bestätigung  der  Gesetze  a,  b  und  c 
ist  von  großer  Wichtigkeit.  Es  gibt  z.  B.  kein  besseres  Mittel 
um  zu  beweisen,  daß  die  Beschleunigung  der  Schwerkraft  fiir 
alle  Stoffe  dieselbe  ist,  als  die  Beobachtung  von  Pendeln,  die 
aus  verschiedenen  Substanzen  bestehen. 

Wenn  man  die  Länge  l  des  Pendels  und  die  Zeit  & 
mißt,  so  kann  man  aus  der  Formel  (21)  g  ableiten.  Dies 
Prinzip  ist  es,  nach  welchem  man  genaue  Bestimmungen  der 
Beschleunigung  der  Schwerkraft  ausgeführt  hat.  Man  macht 
dabei  jedoch  keinen  Gebrauch  von  einem  mathematischen 
Pendel,  sondern  von  einem  anderen  Pendel,  welches  wir  später 
kennen  lernen  werden.  Man  kann  nämlich  ein  mathematisches 
Pendel  nicht  realisieren,  da  ein  undehnbarer  Faden  ohne 
Masse  ebensowenig  existiert  wie  ein  Körper,  der  wirklich  als 
ein  einzelner  Punkt  betrachtet  werden  kann.  Sobald  der  auf- 
gehängte Körper  eine  merkbare  Ausdehnung  hat,  entsteht  Un- 
sicherheit über  die  Frage,  was  man  unter  der  Länge  l  zu  ver- 
stehen hat. 

§  105.  Kraft,  die  für  eine  gleichförmige  Bewegung  in 
einem  Kreis  erforderlich  ist.     Wir  nehmen  an,   daß  sich  ein 

Körper  von  der  Masse  m  mit  der 
konstanten  Geschwindigkeit  v  auf 
einem  Kreis,  dessen  Eadius  r  ist 
(Fig.  87),  bewegen  soll.  Wir  können 
die  Kraft,  welche  zu  diesem  Zweck 
auf  den  Körper  wirken  muß,  be- 
stimmen, indem  wir  zuerst  in  der 
"p^ig,  37,  in    §  72   angegebenen   Weise   die 

Beschleunigung  suchen.  Da  in 
Fig.  87  dieselben  Buchstaben  benutzt  sind  wie  in  Fig.  72,  so 
brauchen  wir  das  in  jenem  Paragraphen  Gesagte  nicht  zu 
wiederholen.  Zieht  man  die  Radien  MP  und  MQ  und  die 
Sehne  PQ,  so  entsteht  ein  Dreieck,  welches  dem  Dreieck  QBG 
ähnlich  ist,  weil  l.  B  Q  C  =  I.PMQ  und  QB=^  QG  ist.  Aus 
dieser  Ähnlichkeit  ergibt  sich,  daß  CB  und  also  auch  QD 
senkrecht  auf  PQ  steht,   und  da  nun  bei  fortdauernder  An- 
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näherung  von  Q  an  P  die  Richtung  der  Sehne  PQ  diejenige 
der  Tangente  in  P  zum  Grenzwert  hat,  nähert  sich  die  Richtung 
von  QD  derjenigen  des  Radius  PM.  Wir  können  also  sagen, 
daß  bei  der  betreffenden  Bewegung  die  Geschwindigkeit,  welche 
der  Körper  in  einem  Zeitelement  zu  derjenigen,  welche  er 
bereits  hat,  hinzubekommt,  nach  dem  Mittelpunkt  des  Kreises 
hin  gerichtet  ist.  Hierdurch  ist  die  Richtung  der  Beschleunigung 
bestimmt. 

Um  nun  die  Größe  derselben  zu  berechnen,  bemerken  wir, 
daß  infolge  der  Ähnlichkeit  der  genannten  Dreiecke 


und  also 


ist. 


MPiPQ^  QCiQD 


}D=^^XPQ 


Dies  ist  die  Geschwindigkeit,  welche  der  Körper  in  der 
unendlich  kleinen  Zeit  r  bekommt.  Hieraus  folgt  für  die  Größe 
der  Beschleunigung 

QC  ^  PQ 


MP 


Man  kann  aber  die  unendlich  kleine  Sehne  P  Q  durch  den 
Bogen  ersetzen,  und  dann  ist  der  letzte  Faktor  nichts  anderes 
als  die  Geschwindigkeit  v.     Demnach  wird  die  Beschleunigung 


Aus  den  gefundenen  Resultaten  schließen  wir,  daß  für 
die  angenommene  Bewegung  eine  Kraft  erforderlich  ist,  die 
fortwährend  nach  dem  Mittelpunkt  des 
Kreises  hin  gerichtet  ist  Diese  sogenannte 
Zentripetalkraft  muß  die  Größe 


^»^ 


(22) 


haben. 

Ein  Köiper  Q  *(Pig.  88)  mit  der  Masse  m 
führe  eine  einfsu^he  Schwingung  auf  der  Linie 
A  B  mit  der  Schwingungszeit  T  aus.  Wenn  ein 
zweiter  Körper  P  mit  derselben  Masse  sich  auf  Fig.  88. 

dem   Kreis   mit   dem  Durchmesser  AB  ^o  be- 
wegen soll,  daß  Q  immer  die  Projektion  von  P  ist,  so  muß  P  die  kon- 
stante Geschwindigkeit 
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271  r 
haben  {O  A  —  r\.     Auf  P  muß  dauii  nach  dem  Mittelpunkt  hin  die  Kraft 

7's 

wirken.  Die  Kraft,  welche  erforderlich  ist,  um  dem  Korper  Q  die  ge- 
wünschte Hewepm^  zu  j;eben,  iat  die  Projektion  QO  Yon  P  F.  Hierans 
fol^t.  wenn  O  (^)  "  s  ist,  für  die  Kraft  der  in  g  101  gegebene  Wert 

^  10(>.  Erscheinungen  bei  drehenden  Bewegungen.  Hat 
der  (^1)011  betrachtete  Körper  eine  Geschwindigkeit  in  der 
Richtung  des  Kreisumfangs,  wirkt  aber  keine  Kraft  auf  ihn, 
80  geht  er  in  der  Richtung  der  Tangente  weiter.  Dies  zeigt 
sich  bei  verschiedenen  Versuchen. 

a'  Ein  Stab  nh    Fig.  b9;,  auf  dem  eine  durchbohrte  Kugel 

gleiten   kann,    kann   in   einer  horizontalen 

rt^^  '^         Khene  um  den  Punkt  M  gedreht  werden. 

t  •■■      '       Sobald  diese  Bewegung  anfangt,  bekommt 

^f;         die   Kugel  e  eine  Geschwindigkeit  in   der 

^';  Richtung  cd   und   geht   dann,   wenigstens 

annähernd,    in  der  Richtung   dieser  Linie 

.^.  weiter.    Die  Kugel  entfernt  sich  dabei  auf 

,,,•  dem  Stab  von  M:  hat  dieser  letztere  z.  B. 

Fig.  so.  die    Lage   a'  h'   eingenommen,    so    ist    die 

Kugel  in  €  angekommen. 

Auch    wenn   der  Körper  c  vermittelst   eines   Fadens   am 

Punkt  M  befestigt  ist,  entfernt  er  sich  unmittelbar  nachdem 

die  Bewegung  augefangou  hat.  etwas  von  .V,  aber  der  hierdurch 

Mi^gedehnte  Faden  Übt  auf  die  Kugel  eine  Spannung  ans,  die 

tewirkt,  daß  sie  von  der  Linie     ./  abweicht.    Die  Ausdehnung 

bt  80  weit,  bis  die  Spannung  des   Fadens  gerade  so  groß 

I  die  Kraft  ist.  die  ortorderlioh  ist.  damit  sich  die  Kugel 

einem  Kr^is  bewegt. 

Wird   anstatt   dos    Faderis   eiy.o    Spiralfeder  benutzt,    so 

t  man  durch  Messung  der  Aiisdehnu::g.  welche  diese  er- 

'^  die  Bichiigkoit  der  Formel  ;J-    beweisen. 

b)  Auf  dem  Stab  ,5  r  soiou  j:woi  d::rohbohrte  Engeln,  eine 

jeder  Seite  von  .^^  ausjobraoh: .    die  d.;rch  einen  Faden 

banden  sind.     Wenn  d.'iun  dor  S:;ü>  in  Drehong   versetzt 

<d«  ee  weiden  je  n:»ch  de::  M^issci:  J.es  Korpers  und  ihren 
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Entfernungen  vom  Mittelpunkt  verschiedene  Erscheinungen  be- 
obachtet. Es  kann  der  Fall  eintreten,  daß  der  Faden  infolge 
seiner  Ausdehnung  in  einem  bestimmten  Augenblick  eine 
Spannung  bekommen  hat,  welche  hinreicht,  um  den  ersten  Körper 
in  einem  Kreise  laufen  zu  lassen,  die  aber  noch  nicht  aus- 
reicht, um  dieselbe  Wirkung  bei  dem  zweiten  Körper  zu  haben. 
Dann  wird  sich  dieser  letztere  noch  vom  Mittelpunkt  entfernen 
imd  dabei  den  ersteren  über  den  Mittelpunkt  hinaus  fortziehen, 
so  daß  schließlich  beide  Körper  nach  derjenigen  Seite  gehen, 
wo  sich  der  zweite  befand. 

Es  kann  auch  der  Fall  eintreten,  daß^  wenn  der  Faden 
bei  zunehmender  Ausdehnung  eine  Spannung  bekommen  hat, 
die  hinreicht,  um  den  einen  Körper  in  einem  Kreis  laufen  zu 
lassen,  diese  Spannung  auch  gerade  den  anderen  Körper  in 
konstanter  Entfernung  vom  Mittelpunkt  halten  kann.  Dann 
werden  beide  Körper  auf  dem  Stabe  in  Ruhe  bleiben. 

c)  Man  kann  einen  Körper  auch  zwingen,  sich  auf  einem 
Kreis  zu  bewegen,  wenn  man  ihn  an  die  Innenseite  eines 
auf  horizontaler  Ebene  angebrachten  kreisförmigen  aufrechten 
Bandes  legt  und  ihm  eine  tangentiale  Geschwindigkeit  gibt. 
Wie  hierbei  der  Widerstand  des  Randes  die  Zentripetalkraft 
bildet  und  wie  dieser  Widerstand  hervorgerufen  wird,  ist  leicht 
einzusehen. 

Wenn  jemand   auf  einer    horizontalen 
herumläuft),   so  drückt  er  mit  den  Füßen 
die  Ebene  nach  außen;  infolgedessen  wirkt 
die  Ebene  die  erforderliche  nach  dem  Mittel- 
punkt gerichtete  Kraft  auf  ihn  aus. 

d)  An  einer  vertikalen  Säule  ^-B  (Fig.  90), 
die  sich  um  ihre  eigene  Achse  drehen  kann, 
ist  die  Stange  ÄM^  die  an  ihrem  unteren 
Ende  die  Kugel  M  trägt,  drehbar  in  Ä  be- 
festigt, so  daß  sie  sich  in  der  Ebene  A  GM 
bewegen  kann.  Ist  die  Achse  in  Buhe, 
so  berührt  die  Kugel  die  Säule  Ä  B\  fängt 
dann  die  Drehung  von  ^^  an,  so  bekommt  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  eine  Geschwindigkeit  senkrecht  zur  Ebene  MAG 
Die  Kugel  strebt  soviel  als  möglich  in  der  Bichtung  dieser  Ge- 
schwin^gkeit  weiterzugehen,  was  sie  jedoch  nicht  kann,  ohne 


Kreis 


Fig.  90, 
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sich  weiter  yon  AB  zu  entfernen,  also  ohne  zugleich  zu  steigen. 
Wenn  die  Geschwindigkeit  um  die  vertikale  Achse  konstant  ist, 
so  nimmt  Ä  M  eine  bestimmte  Stellung  in  bezng  auf  diese  Achse 
an,  so  daß  M  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  G  beschreibt. 
Zerlegt  man  nun  das  Gewicht  MP  in  ME  m  der  Sichtung  der 
Verlängerung  von  A  M  und  MD  in  der  Richtung  von  M  0,  dann 
ist  es  die  letztere  Kraft,  die  die  Kugel  in  einem  Kreis  zu 
laufen  zwingt  Diese  Krafl  muß  die  durch  die  Formel  (22) 
bestimmte  Größe  haben,  und  hieraus  kann  man  den  Winkel 
MA  C  berechnen,  wenn  die  Anzahl  der  Umdrehungen  von  A  B 
in  der  Zeiteinheit  bekannt  ist  Der  bei  Dampfinaschinen  vor- 
kommende Zentrifugalregulator  besteht  aus  zwei  gleichen  mit 
je  einer  Kugel  versehenen  Stangen  der  beschriebenen  Art;  sie 
sind  an  gegenüberstehenden  Seiten  von  AB  befestigt.  Nimmt 
aus  irgend  einer  Ursache  die  Geschwindigkeit  von^P  zu,  so 
gehen  die  Kugeln  in  die  Höhe  und  diese  Bewegung  wird  be- 
nutzt, um  durch  eine  geeignete  Vorrichtung  das  Zuströmen  des 
Dampfes  zu  vermindern. 

Um  die  oben  erwähnte  Beziehung  zwischen  der  Ge- 
schwindigkeit der  Drehung  und  dem  Ablenkungswinkel  zu 
finden,  setzen  wir  in  Fig.  90  AM  =  /,  Z_  MAB=  qp,  MC  =^  r. 
Ist  die  Masse  der  Kugel  m  und  die  Umlaufszeit  7,  so  muß, 
da  die  Geschwindigkeit  2;rr/T  ist,  nach  der  Formel  (22) 

--.^         4  71*  wir  4  71*  tra  /  sin  (p 

^^  =  — Y^ —  = T^ — — 

sein.   Anderseits  folgt  aus  dem  Dreieck  DMP,  d&  MP=  mg  18% 

MD  =  mg  ig  (f. 

Setzt  man  die  beiden  Werte  von  MD  einander  gleich,  so 
findet  man 

cos  (f  =  -j-vy  • 

Diese  Formel  ist  auch  anwendbar,  wenn  eine  an  einem  Faden 
von  der  Länge  l  aufgehängte  Kugel  einen  Kreis  von  beliebiger 
Größe  beschreibt,  was  man  leicht  bewirken  kann.  Die  Um- 
laufszeit wird 

T  =z  2  7l^/ ^^^^ 
\'      9      ' 

Ist  der  Radius  des  Kreises  im  Vergleich  mit  l  sehr  klein,   so 
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darf  man  cosqp=  1  setzen;  die  Umlaufszeit  ist  dann  ebenso 
groß  wie  die  Zeit,  in  welcher  dasselbe  Pendel  eine  vollständige 
Schwingung  in  einer  Ebene  macht. 

§  107.  Zentrifugalkraft.  Zuweilen  werden  Erscheinungen 
wie  die  in  §  106  besprochenen  einer  Kraft  zugeschrieben,  die 
auf  die  bewegten  Körper  wirkt  und  die  von  dem  Punkt,  um 
welchen  die  Drehung  stattfindet,  hinweg  gerichtet  ist.  In 
Wirklichkeit  existiert  eine  solche  Fliehkraft  oder  Zentrifugal- 
kraft nicht  Wenn  sich  ein  Körper  auf  einem  Kreis  bewegen 
soll,  so  ist  eine  Kraft  erforderlich,  die  nach  dem  Mittelpunkt 
hin  gerichtet  ist,  und  der  Körper  entfernt  sich,  wenn  diese 
Kraft  aufhört  zu  bestehen,  in  der  Hichtung  der  Tangente  an 
die  Bahn,  nicht,  weil  auf  ihn  eine  Kraft  wirkt,  die  ihn  vom 
Mittelpunkt  hinwegtreibt,  sondern  einfach  infolge  der  Geschwindig- 
keit, welche  er  hat. 

Erscheinungen  rvie  diejenigen,  welche  in  einem  System  von 
Körpern  dwrch  eine  drehende  Bewegung  hervorgebracht  werden, 
können  aber  av^  x/ustande  gebracht  werden^  wenn  keine  Drehung 
staäfindet,  aber  Kräfte  auf  die  Körper  wirken,  die  vom  Mittelpunkt, 
wm  welchen  die  Drehung  stattfand,  hinweg  gerichtet  sind.  Wir 
können  z.  B.  bei  dem  Versuch  von  §  106,  a)  den  Faden  auch 
ausdehnen,  wenn  wir  den  Stab  in  Ruhe  lassen,  aber  auf  den 
Körper  e  eine  Kraft  vom  Mittelpunkt  hinweg  wirken  lassen, 
und  die  Kugeln  des  Zentrifugalregulators  können  durch  hori- 
zontal nach  außen  gerichtete  Kräfte  von  der  Achse  entfernt 
werden. 

Diese  Straft,  dui'ch  welche  die  Drehung,  was  die  durch  sie 
hervorgebrachte  Wirkung  betrifft,  ersetzt  werden  kann,  kann 
man  Zentrifugalkraft  nennen;  wenn  man  diese  einführt,  wobei 
dann  xugleich  von  der  drehenden  Bewegung  abgesehen  werden  muß, 
lassen  sich  manche  Probleme  etwas  einfacher  behandeln. 

Man  sich  leicht  überzeugen,  daß  der  nur  in  der  Vorstellung 
eodstierenden  Zentrifugalkraft  eine  Größe  zugeschrieben  werden 
mußy  die  gleich  derjenigen  der  unrklich  eocistierenden  Zentripetal- 
kraft  ist 

Man  stelle  sich  nämlich  vor,  ein  beliebiges  System  von  Kör- 
pemhabe  eine  drehende  Bewegung  mit  konstanter  Geschwindigkeit 
um  eine  Achse,  sonst  aber  keine  andere  Bewegung.  Jedes  Stoff- 
teilchen beschreibt  dann  einen  Kreis,  und  die  Besultante  aller 
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Kräfte,  die  auf  das  Teilchen  wirken,  muß  die  in  §  105  be- 
trachtete Zentripetalkraft  A^  sein.  Hörte  nun  die  Drehung  au^ 
so  würden  diese  Kräfte  K  die  Teilchen  der  Achse  nähern, 
ilaii  kann  dies  aber  verhindern,  also  die  Teilchen  in  denselben 
relativen  Laj^en  halten,  die  sie  während  der  Drehung  ein- 
nahmen, wenn  man  auf  jedes  Teilchen  eine  Zentrifugalkraft 
gleich  der  Kraft  K  wirken  läßt. 

§  1  ()N.  Einflaß  der  Achsendrehnng  der  Erde  auf  die  schein- 
bare Größe  der  Schwerkraft.  Jeder  Punkt  der  Erde  beschreibt 
in  24  Stunden  einen  Kreis,  dessen  Radius  die  von  diesem  Punkt 
auf  die  Erdachse  gefällte  Senkrechte  ist.  Dies  muß  auf  die 
Bewe^rungserscheinungen,  die  man  bei  Körpern  auf  der  Erd- 
oberfläche beobachtet,  denselben  Einfluß  haben  wie  eine  Kraft, 
die  auf  jeden  Körper  in  der  Richtung  der  Veriängerung  der 
erwähnten  Senkrechten  wirkt.  Diese  Zentrifugalkraft  hat  den 
durch  (22)  bestimmten  Wert  und  ist  oflenbar  am  größten  am 
Äquator  und  gleich  Null  an  den  Polen.  Am  Äquator  ist  sie 
der  Schwerkraft  entgegengesetzt  gerichtet,  während  sie  an 
anderen  Orten  einen  stumpfen  Winkel  mit  der  Richtung  der 
Schwerkraft  bildet. 

Die  Erscheinungen  auf  der  Erdoberfläche  sind  nun  so,  als 
ob  die  Erde  stillstände,  aber  die  Schwerkraft  am  Äquator 
etwas  schwächer  wäre  als  an  den  Polen.  Die  in  §  63  be- 
sprochene Ungleichheit  der  Werte  von  g  in  verschiedener 
Breite  kann  hierdurch  zum  Teil,  aber  nicht  vollständig  er- 
klärt werden.  Die  Theorie  lehii;  nämlich,  daß,  während  der 
scheinbare  Wert  von  g  am  Äquator  978,1  ist,  der  wahre  Wert, 
d.h.  der  Wert,  den  man  beobachten  würde,  wenn  die  Erde 
Btillst&nde,  081,5  sein  muß.  Dieser  Wert  ist  noch  etwas 
kleiner  als  der  an  den  Polen  bestehende. 

Wir  wollen  uns  vorstellen,  am  Äquator  der  Erde  werde  ans  einer 
gewissen  Hohe  über  dem  Hoiieii  ein  Ki'M'per  tullen  gelassen.  Dieser  wird  von 
1er  Erde  angezogen  und  bekommt  im ol^oii essen  eine  nach  dem  Mittelpunkt 
1er  Erde  bin  gerichtete  Besohleuniirun^.  die  wir  mit  G  hezeichnen  wollen. 
ian  kann  sich  min  aber  denken.  daB  diesem  Körper  eine  so  große 
Jksehwindigkeit  r  in  der  Kiohtung  der  Tangente  an  den  Äquator  ge- 
gebai  wird«  daß  die  Anriehung  gerade  hinreichend  ist»  um  zu  bewirken, 
daB  sich  der  Körper  auf  einem  Kreis  um  die  Erde  bewegt»  Wenn  dies 
der  IWl  sein  soll,  müßte,  wenn  r  die  Entterm:ug  vom  Mittelpunkt  der 
&rd«ist» 
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-jj  

—  =  (?,     also    v  =  yGr (23) 

T 

sein.  Wenn  der  Körper  diese  Geschwindigkeit  hätte,  so  würde  er  sich 
nicht  dem  Boden  nähern,  und  wenn  er  eine  noch  schnellere  seitliche  Be- 
wegung hätte,  so  würde  die  Anziehung  sogar  nicht  hinreichend  sein,  um 
den  Körper  zu  zwingen,  sich  in  einem  Kreise  zu  bewegen ;  er  würde  sich 
von  der  Erde  entfernen,  allerdings  nicht  in  der  Eichtung  der  Tangente 
an  den  Kreis,  sondern  auf  einer  Linie,  die  zwischen  der  Tangente  und 
dem  Kreis  liegt. 

Der  Körper  hat  nun  wirklich  ohne  unser  Zutun  eine  seitliche  Ge- 
schwindigkeit, nämlich  die  Geschwindigkeit,  die  alle  Punkte  des  Äquators 
infolge  der  Achsendrehung  der  Erde  haben.  Der  Betrag  dieser  Ge- 
schwindigkeit ist 

2nr 

wenn  man  mit  T  die  Umlaufszeit  bezeichnet,  oder,  da  2  ti  r  =  4  x  10^  cm 
und  r  B  24  X  60  X  60  Sekunden  ist,  46300  cm  pro  Sekunde. 

Diese  Geschwindigkeit  ist  bedeutend  kleiner  als  die  durch  (23)  be- 
stimmte ;  die  Schwerkraft  ist  also  nicht  nur  hinreichend,  zu  bewirken,  daß 
sich  der  Körper  in  einei.i  Kreis  bewegt,  sondern  sie  nähert  noch  den 
Körper  dem  Mittelpunkt,  so  daß  er  fäüt 

Aber  die  Achsendrehung  der  Erde  übt  doch  auf  die  Eesultate  von 
Versuchen  über  den  Fall  der  Körper  einen  Einfluß  aus. 

Wir  wollen  ims  vorstellen,  man  habe  irgendwo  am  Äquator  einen 
vertikalen  Maßstab  aufgestellt  und  lasse  einen  Körper  an  demselben 
herunterfallen.  In  dem  Augenblick,  in  welchem  man  diesen  losläßt,  hat 
er  ebenso  wie  der  Maßstab,  eine  Geschwindigkeit  u  in  der  Eichtung 
der  Tangente  an  den  Äquator;  diese  Geschwindigkeit,  welche  für  beide 
gleich  groß  ist,  kann  jedoch  keinen  Einfluß  auf  die  relative  Bewegung 
haben. 

In  einem  Zeitelement  t  bekommt  nun  der  Körper  außer  dieser  Ge- 
schwindigkeit noch  eine  andere  vertikal  nach  unten,  die  die  Größe  Ot 
hat.  Aber  auch  der  Maßstab  bekommt,  weil  er  fest  mit  der  Erde  ver- 
bunden ist  und  also  einen  Kreis  beschreibt,  eine  Greschwindigkeit  nach 
dem  Mittelpunkt  der  Erde;  diese  Geschwindigkeit  ist  u^ifr  oder,  mit 
Eücksicht  auf  die  Werte  von  u  und  r 

3,4  T  cm. 

Wir  können  nun  nichts  anderes  beobachten  als  die  relative  Bewegung 
des  fallenden  Körpers  in  bezug  auf  den  Maßstab,  also  auch  die  relative 
Geschwindigkeit,  die  der  Körper  in  der  Zeit  t  bekommt.  Diese  ist  die 
Differenz  der  beiden  genannten  Geschwindigkeiten;  wir  meinen  also,  daß 
der  Körper  in  der  Zeit  t  die  Geschwindigkeit 

(Ö-3,4)T 

nach  unten  bekommt,  mit  anderen  Worten,  der  beobachtete  Wert  der  Be- 
schleonigung  der  Schwerkraft  ist 

g^  G-  3,4. 
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Da  nun  (t^  03)  für  y  der  Wert  978,1  gefunden  wurde,  ist  die  wahre  Be- 
schleunigung der  Schwerkraft 

ö  -  ^  +  3,4  -  981,5  cm  pro  Sek. 

5;  109.  Dit*  Achsendrehung  der  Erde,  die  am  Äquator  die  Be- 
schleunigung eines  fallenden  Körpers  kleiner  erscheinen  läßt  als  sie  ist, 
hat  auch  denselben  Einfluli  auf  die  Kraft,  mit  der  ein  Körper  auf  eine 
horizontale  Ebene  drückt. 

Um  dies  einzusehen,  stellen  wir  uns  vor,  die  Erde  stehe  still  und 
am  Ä(|uator  liege  auf  einer  horizontalen  Ebene  ein  Körper,  der  mit  einer 
Kraft  P  von  der  Erde  angezogen  wird.  Wenn  sich  dann  die  Erde  in 
Bewegung  setzte,  so  würde  sich  der  Körper  etwas  vom  Mittelpunkt  ent- 
fernen, so  daß  die  Ebene,  auf  welcher  er  liegt,  jetzt  etwas  weniger  ein- 
gedrückt würde.  Die  Kraft  P',  mit  der  diese  Ebene  den  Körper  nach 
oben  drückt,  würde  also  kleiner  werden,  und  dies  würde  weitergehen, 
bis  die  Differenz  P  —  P'  der  beiden  Kräfte  gerade  hinreicht,  um  zu  be- 
wirken, das  sich  der  Körper  auf  einem  Kreis  bewegt  Da  dann  diese 
Differenz  die  Beschleunigung  w*/r  geben  muß,  während  durch  die  Kraft? 
die  Beschleunigung  0  verursacht  wird,  muß 

P:(P-PO=  ö:  — , 

T 

woraus  man  mit  Hilfe  der  oben  für  Uj  r  und  O  gegebenen  Werte  ab- 
leiten kann 

P-P'=     ^--P-     P'^^^P 
289      '     ^         289 

Die  Kraft  P',  mit  der  der  Körper  auf  die  Unterlage  drückt,  kann  man 
das  scheinbare  Gewicht  des  Körpers  nennen,  während  P  das  wahre  Öe- 
wicht  ist. 

Da  alle  Punkte  der  Erdoberfläche  mit  Ausnahme  der  Pole  Kreise 
beschreiben,  besteht  auch  überall  mit  Ausnahme  der  Pole  ein  Einfluß 
der  Achsendrehung  wie  der  beschriebene,  aber  je  größer  die  Entfernung 
vom  Äquator  wird,  desto  kleiner  wird  dieser  Einfluß. 

§  110.  Bewegung  der  Körper  des  Sonnensystems.  All- 
gemeine Anziehungskraft.  Ein  Körper  Ä  kann  um  einen 
ruhenden  Körper  B  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  beschreiben, 
wenn  er  von  diesem  mit  einer  Kraft  yon  der  in  §  105  be- 
sprochenen Größe  angezogen  wird.  Unter  dem  Einfluß  einer 
Anziehung  nach  einem  festen  Zentrum  können  jedoch  auch 
Bahnen  von  anderer  Form  beschrieben  werden. 

Die  Beobachtung  hat  gelehrt,  daß  die  Planeten  sich  in 
Ellipsen  bewegen,  in  deren  einem  Brennpunkt  die  Sonne 
steht;  dabei  ist  die  Geschwindigkeit  um  so  größer,  je  kleiner 
die  Entfernung  von  der  Sonne  ist,  so  daß,  wenn  die  Ellipse 
in  Fig.  15  (S.  21)  die  Bahn  eines  Planeten  vorstellt  und  F  der 


§  110]  Bewegung  und  Kräfte.  157 

Ort  der  Sonne  ist,  die  Geschwindigkeit  in  Ä  ein  Maximum  und 
in  A  ein  Minimum  ist.  (In  Wirklichkeit  weichen  die  Planeten- 
hahnen  viel  weniger  von  einem  Kreis  ab  als  die  Ellipse  in 
Fig.  15.) 

Man  hat  die  Änderungen  der  Geschwindigkeit  aus  der 
Beobachtung  abgeleitet  und  kann  daher  die  Kraft  bestimmen, 
die  auf  den  Planeten  wirkt.  Newton  (1643—1727)  fand, 
daß  diese  Kraft  nach  der  Sonne  gerichtet  ist  und  also  eine  An- 
xiehung  durch  die  letztere  genannt  werden  kann,  und  daß  sie  sich 
während  der  Bewegung  umgekehrt  jproportional  der  zweiten  Potenz 
der  Entfermmg  von  der  Sonne  ändert. 

Auf  die  mathematischen  Betrachtungen,  durch  die  man 
zu  diesem  Eesultat  kommt,  können  wir  nicht  näher  eingehen 
und  müssen  uns  auf  die  Bemerkung  beschränken,  daß  wirk- 
lich, wenn  der  Planet  P  (Fig.  15)  von  der  Sonne  F  ange- 
zogen wird,  die  Bewegung  von  A  über  B  nach  Ä  beschleunigt 
und  die  Bewegung  von  Ä  über  B  nach  A  verzögert  ist.  In 
einem  Zeitelement  z.  B.,  welches  auf  den  Augenblick  folgt,  in 
welchem  der  Planet  in  P  ist,  bekommt  dieser  zu  der  Ge- 
schwindigkeit, welche  er  bereits  in  der  Richtung  der  Tangente 
hat,  noch  eine  andere  in  der  Richtung  des  Brennstrahls.  Da 
nun,  wie  aus  der  Figur  zu  ersehen  ist,  die  beiden  Geschwindig- 
keiten einen  spitzen  Winkel  miteinander  bilden,  so  ist  die 
Resultante  größer  als  die  zuerst  in  der  Richtung  der  Tangente 
bestehende  Geschwindigkeit. 

Newton  konnte  dem  soeben  angeführten  Gesetz  über  die 
Anziehung,  welche  die  Sonne  auf  einen  Planeten  ausübt,  noch 
ein  anderes  hinzufügen,  indem  er  die  Bewegungen  verschiedener 
Planeten  miteinander  verglich.  Er  zeigte  nämlich,  daß  zwei 
Stoffteilchen  von  derselben  Masse,  von  denen  das  erste  in  dem  einen 
Planeten  umd  das  zweite  in  dem  anderen  enthalten  ist,  von  der 
Sonne  mit  Kräften  angezogen  werden,  die  den  zweiten  Potenzen  der 
Entfemtmgen  von  der  Sonne  umgekehrt  jproportional  sind. 

Dies  folgt  aus  der  von  Kepler  entdeckten  Tatsache,  daß  die 
zweiten  Potenzen  der  Umlaufszeiten  zweier  Planeten  sich  zueinander 
verhalten  wie  die  dritten  Potenzen  der  halben  großen  Achsen  ihrer 
Bahnen. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  halber  annehmen,  daß  sich  die  Planeten 
in  ELreisen  mit  den  Radien  r^  und  r,  um  die  Sonne  bewegen;  T^  und  Tj 
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seien  die  Umlaufszeiten.    Dann  wirkt  nach  §  105  auf  die  Masseneinheit 
des  einen  Planeten  eine  Kraft 

and  auf  die  Masseneinheit  des  anderen  eine  Kraft 


Aus  der  Proportion 

TT   -    ^'''^« 

V:T,«-n«:r.« 

folgt 

.,^.,Vi. 

Übrigens  ist  es  nicht  nur  die  Sonne ,  welche  andere 
Körper  anzieht.  Ebenso  wie  sich  die  Planeten  um  die  Sonne 
bewegen,  bewegen  sich  um  einige  Planeten  Monde  oder 
Trabanten  und  diese  werden  von  dem  Körper,  den  sie  be- 
gleiten, durch  eine  Anziehung  festgehalten,  die  von  diesem 
ausgeht.  Indem  Newton  alle  Erscheinungen  zusammenfaßte, 
kam  er  zu  dem  Schluß,  daß  sich  je  zwei  Stofßeilchen  mit  einer 
Kraft  amieJien,  die  in  der  angegebenen  Weise  von  der  gegenseitigen 
Entfernung  abhängt  und  sowohl  der  Masse  des  einen  als  auch  der 
Masse  des  anderen  Stoffteilchens  proportional  ist,  die  aber  von 
der  Natur  der  Teilchen  und  dem  Stoff  im  Zwischenraum  un- 
abhängig ist 

Nach  dieser  von  Newton  entwickelten  Theorie  der  aU- 
g$mdnen  Anziehungskraft  oder  Gravitation  ist  die  Beschleunigung, 
welche  ein  Körper  Ä  durch  die  von  einem  Körper  B  aus- 
gehende Anziehung  bekommt,  proportional  der  Masse  von  B, 
aber  unabhängig  von  der  Masse  von  Ä.  Die  Gesamtkraft» 
welche  auf  A  wirkt,  ist  nämlich  proportional  der  Masse  von 
A,  und  daher  muß  die  Beschleunigung  dieselbe  sein,  einerlei 
ob  die  Masse  groß   oder  klein  ist. 

Die  Schwerkraft,  welche  auf  ein  Stoffleilchen  in  der  Nähe 
der  Erdoberfläche  wirkt,  ist  nun  als  die  Resultante  zahlloser 
Kräfte  zu  betrachten,  welche  von  allen  Teilchen  der  Erde 
ausgeübt  werden  und  die  alle  von  derselben  Art  sind  wie  die 
Anziehung  zwischen  den  Teilchen  verschiedener  Himmelskörper. 
Dies  wird  durch  die  folgenden  Erwägungen  bestätigt 

ä)  Wird  wirklich  ein  Körper  an  der  fbrdoberfläche  von 
^Ueu  Teilen  der  Erde  angezogen,  sowohl  von  dem  Teil  un- 
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mittelbar  unterhalb  des  Körpers,  als  auch  von  dem  Stoff  in 
der  Nähe  des  Mittelpunktes  oder  an  der  gegenüberliegenden 
Seite  unseres  Planeten,  so  kann  man  die  zahllosen  Kräfte, 
welche  auf  ihn  einwirken,  zu  einer  einzigen  Kraft  vereinigen. 
Nimmt  man  nun  an,  daß  die  Erde  eine  Kugel  ist  und  daß  sich 
ihre  Dichte  nicht  unregelmäßig  von  einem  Punkt  zum  anderen 
ändert,  sondern  (abgesehen  von  kleinen  Abweichungen)  daß 
diese  an  allen  Stellen,  die  gleich  weit  vom  Mittelpunkt  entfernt 
sind,  gleich  groß  ist,  so  lehrt  eine  mathematische  Betrachtung, 
daß  die  Resultante  nach  dem  Mittelpunkt  hin  gerichtet  ist  und 
dieselbe  Größe  hat,  als  wenn  die  gesamte  anziehende  Masse 
in  diesem  Punkt  vereinigt  wäre.  Die  Resultante  ist,  ebenso 
wie  alle  Kräfte,  aus  denen  sie  zusammengesetzt  ist,  proportional 
der  Masse  des  angezogenen  Körpers;  daher  fallen  alle  Körper 
gleich  schnell. 

b)  Femer  müssen  —  wenn  wirklich  die  Schwerkraft  eine 
Äußerung  der  allgemeinen  Anziehungskraft  ist  —  die  Kraft, 
welche  auf  ein  Teilchen  in  der  Nähe  der  Erdoberfläche  wirkt, 
und  die  Anziehung,  welche  ein  ebenso  großes  Teilchen  des 
Mondes  von  der  Erde  erleidet,  den  Quadraten  der  Entfernungen 
vom  Mittelpunkt  der  Erde  umgekehrt  proportional  sein.  Da 
die  Entfernung  des  Mondes  von  ^diesem  Punkt  60  mal  so  groß 
ist  als  der  Erdradius,  so  muß  die  erstere  Kraft  3600  mal  so 
groß  sein  als  die  letztere.  Nun  können  wir  die  Beschleunigung 
eines  fallenden  Körpers  gleich  980  cm  pro  Sekunde  setzen,  und 
man  kann  auch  (§  105)  die  Beschleunigung  des  Mondes  be- 
rechnen. Wenn  man  berücksichtigt,  daß  die  Umlaufszeit  des 
Mondes  27  Tage  und  8  Stunden  ist,  und  wenn  man  den 
Umfang  der  Erde  gleich  4  x  10®  cm  setzt,  so  findet  man  für 
die  letztere  Beschleunigung  0,27  cm  und  dies  ist  wirklich 
3600  mal  kleiner  als  980  cm. 

Wir  können  jetzt  auch  einsehen,  wie  es  kommt,  daß  (§  108) 
die  beobachtete  Beschleunigung  eines  fallenden  Körpers,  auch 
wenn  sie  von  dem  Einfluß  der  Achsendrehung  befreit  ist,  an 
verschiedenen  Orten  nicht  denselben  Wert  hat.  Wie  man  weiß, 
ist  die  Erde  nicht  genau  kugelförmig,  sondern  an  den  Polen 
abgeplattet,  so  daß  ihre  Oberfläche  annähernd  ein  Rotations- 
ellipsoid ist,  wie  es  durch  die  Rotation  einer  Ellipse  um  die 
kleine  Achse  entsteht.    Die  Erdachse  ist  ungefähr  Ysoo  kurzer 
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als  der  Durchmesser  des  Äquators.  Berechnet  man  nun  für 
einen  solchen  Körper  die  Resultante  der  Anziehungen  auf 
einen  Körper  an  der  Oberfläche,  so  findet  man,  daß  diese 
größer  ist,  wenn  sich  der  Körper  an  den  Polen  als  wenn  er 
sich  am  Äquator  befindet  Daher  kommt  es,  daß  man  selbst 
bei  einer  stillstehenden  Erde  nicht  überall  denselben  Wert 
von  g  finden  würde. 

Das  Newtonsche  Gesetz  kann  nicht  nur  in  den  Haupt- 
zügen Rechenschaft  von  der  Bewegung  der  Körper  des  Sonnen- 
systems geben,  sondern  es  kann  auch  dazu  dienen,  um  viele 
Einzelheiten  zu  erklären,  die  man  bei  dieser  Bewegung  be- 
obachtet hat.  Wenn  jeder  Planet  nur  von  der  Sonne  an- 
gezogen würde,  so  würde  er  sich  auf  einer  stillstehenden 
Ellipse  bewegen  und  seine  Geschwindigkeit  würde  sich  nach 
einem  einfachen  Gesetze  ändern.  In  Wirklichkeit  bestehen 
zahlreiche  kleine  Abweichungen  von  dieser  Bewegungsweise 
und  die  Erscheinungen  sind  sehr  verwickelt  Indem  man 
jedoch  berücksichtigte,  daß  jeder  Planet  nicht  nur  von  der 
Sonne,  sondern  auch  von  den  anderen  Planeten  angezogen 
wird,  ist  es  gelungen,  dies  alles  aufzuklären.  Dazu  waren 
komplizierte  mathematische  Theorien  erforderlich,  aber  die 
Prinzipien,  von  denen  man  ausgehen  mußte,  sind  sehr  ein- 
fach. Wenn  für  irgend  einen  Augenblick  die  Stellungen  der 
verschiedenen  Körper  des  Sonnensystems  bekannt  sind,  so 
kann  man  für  jeden  derselben  die  Kräfte  angeben,  welche 
alle  übrigen  auf  ihn  ausüben.  Man  kann  femer  alle  auf 
einen  Körper  wirkenden  Kräfte  zu  einer  einzigen  vereinigen 
und  die  Wirkung  von  dieser  muß  dann  in  der  in  §  89,  b  an- 
gegebenen Weise  bestimmt  werden. 

Auch  wenn  man  sich  nur  mit  der  Physik  im  engeren 
Sinne  des  Wortes  beschäftigen  will,  ist  es  von  Wichtigkeit, 
von  alle  diesem  eine  Vorstellung  zu  haben,  da  bei  den  Ver- 
suchen, die  physikalischen  Erscheinungen  zu  erklären,  die 
Methoden  der  Astronomie  in  vieler  Hinsicht  als  Vorbild  ge- 
dient haben. 

Es  verdient  schließlich  erwähnt  zu  werden,   daß   es  ge- 
lungen  ist,    durch    empfindliche   Instrumente   direkt   die   An- 
iehung  nachzuweisen,  die  nach  der  Theorie  von  Newton  ein 
^rper,  z.  B.  ein  Stück  Blei,  auf  einen  anderen  Körper  aus- 
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übt,  obgleich  diese  Anziehung  millionenmal  kleiner  ist  als  das 
Gewicht  des  Körpers. 

§  111.  Moleküle  und  Atome.  Bereits  vor  vielen  Jahr- 
hunderten wurde  von  einigen  Philosophen  angenommen,  daß 
die  Naturkörper,  obwohl  sie  uns  vollkommen  homogen  er- 
scheinen, aus  einer  großen  Anzahl  ganz  voneinander  ge- 
trennter sehr  kleiner  Teilchen  zusammengesetzt  sind.  Diese 
Vorstellung  ist  von  großem  Wert,  da  wir  uns  nun  denken 
können,  daß  bei  den  vielfältigen  Umwandlungen  der  Materie 
diese  kleinen  Teilchen  sich  nicht  ändern  und  nur  in  andere 
Lagen  kommen.  Von  der  Volumverminderung  eines  Körpers 
durch  Zusammendrückung  oder  Abkühlung,  der  Verdichtung 
eines  Gases  zu  einer  Flüssigkeit,  der  Vermischung  von  Gasen 
und  Flüssigkeiten,  der  Auflösung  eines  festen  Körpers  in  Wasser 
können  wir  uns  ein  befriedigendes  Bild  machen,  sobald  wir 
uns  vorstellen,  daß  wegen  der  Zwischenräume  zwischen  den 
kleinen  Teilchen  eine  Annäherung  derselben  und  ein  gegen- 
seitiges Durchdringen  zweier  Körper  möglich  ist.  Ebenso  ver- 
liert die  Verbindung  von  Wasserstoff  und  Sauerstoff  zu  Wasser 
viel  von  dem  Wunderbaren,  was  sie  anfangs  für  uns  hat,  wenn 
wir  in  unserer  Vorstellung  im  Wasser  kleine  Teilchen  Wasser- 
stoff und  Sauerstoff  nebeneinander  liegen  sehen. 

Daß  das  Bild,  welches  wir  uns  so  von  den  Erscheinungen 
machen,  in  hohem  Grade  mit  der  Wirklichkeit  übereinstimmt, 
geht  aus  den  vielen '  bis  in  die  Einzelheiten  gehenden  Er- 
klärungen hervor,  zu  denen  es  geführt  hat,  sowie  aus  der 
Bestätigung  verschiedener  Voraussagungen  der  Molekular- 
theorien. Viele  Physiker  haben  denn  auch  an  der  weiteren 
Entvrickelung  dieser  letzteren  gearbeitet;  sie  sind  dabei  sogar 
zu  einer  Schätzung  der  Zahl  und  Größe  der  kleinsten  Teilchen 
der  Körper  gekommen.  Da  nach  dieser  Schätzung  in  einem 
Kubikmillimeter  eines  jeden  Körpers  Billionen  von  Teilchen 
enthalten  sind,  ist  es  nicht  zu  verwundern,  daß  wir  diese  nicht 
einzeln  wahrnehmen  können. 

Als  Elemente  oder  Grundstoffe  bezeichnen  die  Chemiker 
solche  Substanzen,  die  sie  nicht  in  andere  zerlegen  können. 
Man  kann  sich  vorstellen,  daß  ein  derartiger  Stoff  aus  einer 
sehr  großen  Anzahl  gleicher  Teilchen  besteht;  man  bezeichnet 
diese  als  Atome  und  nimmt  ebensoviel  verschiedene  Arten  von 

Lorentz,  Lehrbuch  der  Physik.    I.  11 
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Atomen  an,  als  es  Grundstoffe  gibt  Die  Gruppen^  zu  denen 
sich  die  Atome  bei  der  Bildung  von  Verbindungen  vereinigen 
und  die  als  die  kleinsten  Teilchen  dieser  Verbindungen  zu  be- 
trachten sind,  werden  Moleküle  genannt  Es  ist  denkbar ,  daB 
sich  diese  Moleküle  zu  größeren  Gruppen  zusammenfügen,  die 
bei  einigen  Erscheinungen  als  Individuen  auftreten;  allein  der 
feinere  molekulare  Bau  ist  uns  bei  den  meisten  Körpern  un- 
bekannt 

Wir  werden  unter  Molekülen  oder  Teilchen  der  Körper 
die  kleinsten  Stoffmengen  verstehen,  welche  bei  den  Erschei- 
nungen, über  die  wir  sprechen,  einzeln  eine  selbständige  Rolle 
spielen. 

§  112.  Molekularkräfte.  Bewegungen  der  kleinen  Teilchen. 

Der  Zusammenhang  (die  Kohäsion)  zwischen  den  verschiedenen 
Teilen  eines  und  desselben  Körpers  deutet  auf  anziehende  Kräfte, 
die  von  gleichartigen  Molekülen  aufeinander  ausgeübt  werden, 
während  aus  der  Erscheinung  des  Anhängens  (der  Adhäsion),  die 
man  z.  B.  beobachtet,  wenn  ein  Glasstab  mit  Wasser  befeuchtet 
ist,  hervorgeht,  daß  auch  zwischen  ungleichartigen  Teilchen  solche 
Kräfte  wirksam  sind.  Das  Entstehen  einer  chemischen  Ver- 
bindung läßt  uns  auf  Anziehungen  zwischen  den  Atomen 
schließen,  und  wir  werden  später  sehen,  daß  zuweilen  auch 
abstoßende  Kräfte  zwischen  den  Teilchen  eines  Körpers  im 
Spiel  sind. 

Bei  verschiedenen  Erscheinungen,  z.  B.  bei  der  Mischung 
zweier  Stoffe,  ist  es  sofort  einleuchtend,  daß  eine  Ortsveränderung 
der  Moleküle  stattfindet,  und  später  werden  wir  Gründe  kennen 
lernen,  auch  den  Teilchen  eines  Körpers,  der  sich  im  Ganzen 
genommen  in  Ruhe  befindet,  Bewegungen,  sogar  Bewegungen 
mit  großer  Geschwindigkeit  zuzuschreiben.  So  stellen  wir  uns 
jeden  Körper  als  ein  System  von  zahlreichen  materiellen  Punkten 
vor,  die  sich  ähnlich  wie  die  Körper  des  Sonnensystems  unter 
dem  Einfluß  der  Kräfte,  mit  denen  sie  aufeinander  wirken, 
bewegen. 

Von  einer  gründlichen  Kenntnis  dieser  Bewegungen  ist 
man  jedoch  in  bei  weitem  den  meisten  Fällen  noch  weit  ent- 
fernt; nur  bei  einigen  besonders  einfachen  Vorgängen  kann  man 
sich  von  dem  Verhalten  der  kleinsten  Teilchen  genauer  Rechen- 
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Schaft  geben.  Glücklicherweise  kann  man  jedoch  oft  die  Er- 
scheinungen beschreiben  und  bis  zu  einem  gewissen  Grade  ver- 
stehen, ohne  von  der  Molekulartheorie  Gebrauch  zu  machen, 
und  es  ist,  auch  wenn  man  sich  derselben  bedienen  will,  nicht 
immer  notwendig,  tief  in  die  Einzelheiten  des  „Mechanismus" 
der  Erscheinungen  einzudringen.  Vieles  ist  bereits  durch  ge- 
wisse allgemeine  Sätze  aufgeklärt,  die  unabhängig  von  den 
besonderen  Eigenschaften  für  jedes  System  einander  anziehender 
oder  abstoßender  Teilchen  gelten.  Diese  Sätze  werden  wir  im 
folgenden  Kapitel  kennen  lernen. 


11* 


Zweites  Kapitel. 

Arbeit  und  Energie. 

§  113.  Definition  der  Arbeit  bei  einer  Verschiebung  in 
der  Eichtang  der  Kraft.  Dadurch  daß  wir  eine  Kraft  auf  einen 
Körper  oder  ein  System  von  Körpern  ausüben,  können  wir 
die  Lage  desselben,  die  relative  Lage  der  Teile,  aus  denen 
er  besteht,  oder  auch  den  Zustand  des  Systems  in  der  ver- 
schiedensten Weise  verändern.  Wir  können  ein  Gewicht  heben, 
eine  Spiralfeder,  die  mit  dem  einen  Ende  befestigt  ist,  aus- 
dehnen, einem  Schlitten  eine  Geschwindigkeit  erteilen,  ein  Gas, 
welches  in  einen  Zylinder  eingeschlossen  ist,  erwärmen,  indem 
wir  einen  Kolben  in  diesem  Zylinder  nach  innen  drücken. 
Alle  diese  Fälle  haben  das  miteinander  gemein,  daß,  während 
wir  eine  Kraft  ausüben,  sich  der  Angriffspunkt  derselben  um 
eine  gewisse  Strecke  verschiebt.  Dagegen  wird,  wenn  dieser 
Punkt  in  Ruhe  bleibt,  keine  Veränderung  hervorgebracht,  z.  B. 
wenn  wir  ein  Gewicht  ruhig  in  der  Hand  halten  oder  an  einem 
Seil  ziehen,  dessen  Ende  an  einem  festen  Haken  befestigt  ist. 
Sobald  dieses  letztere  die  Ausdehnung  bekommen  hat,  welche 
der  Größe  der  Kraft  entspricht,  und  welche  entsteht,  während 
sich  der  Punkt,  den  wir  festhalten,  verschiebt,  kann  die  Kraft 
solange  wir  wollen,  in  Wirksamkeit  bleiben,  ohne  daß  sie  — 
wenn  sie  immer  gleich  groß  bleibt  —  eine  weitere  Veränderung 
zur  Folge  hat. 

Derartige  Erwägungen  haben  dazu  geführt,  nicht  nur  die 
Größe  der  Kraft,  sondern  namentlich  auch  die  Verschiebung 
ihres  Angriffspunktes  zu  beachten;  indem  man  beides  zusammen- 
faßte, ist  man  dazu  gekommen,  eine  Größe  einzuführen,  die 
man  als  Arbeit  bezeichnet  und  die  in  der  heutigen  Physik  von 
:oßer  Bedeutung  ist. 

Wir  wollen  sagen,   daß  wir  ehie  Arbeit  verrichten  oder  eine 
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Arbeit  tun,  und  xwar  „auf  den  Körper^' ^  auf  welchen  udr  eimdrhen, 
wenn  sich  der  Angriffspunkt  der  von  uns  ausgeübten  Kraft  in  ihrer 
Richtung  verschiebt.  Vorläufig  stellen  wir  uns  vor,  daß,  wie  in 
den  genannten  Beispielen,  in  denen  eine  Arbeit  getan  wird  auf 
ein  Gewicht,  welches  wir  heben,  auf  eine  Spiralfeder,  den 
Schlitten  oder  die  Gasmasse,  die  Kraft  fortwährend  dieselbe 
Richtung  hat  und  die  Bewegung  geradlinig  ist.  Auch  wollen 
wir  zunächst  annehmen,  daß  die  Kraft;  eine  konstante  Größe  hat. 

Die  Größe  der  Arbeit  setzen  wir  nun  einerseits  der  Länge 
der  Verschiebung  und  anderseits  der  Größe  der  Kraft  proportional; 
nachdem  wir  dies  angenommen  haben,  können  wir  in  jedem 
Fall  die  Arbeit  durch  eine  bestimmte  Zahl  ausdrücken,  wenn 
wir  zunächst  noch  die  Einheit  der  Arbeit  gewählt  haben. 

Wir  wählen  als  solche  die  Arbeit,  welche  loir  verrichten^  wenn 
udr  eine  Kraft  1  ausüben  und  der  Angriffspunkt  sich  wm  die 
Strecke  1  verschiebt. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  daß,  wenn  die  Kraft  K  Ein- 
heiten und  die  Verschiebung  s  Längeneinheiten  beträgt,  die 
Arbeit  durch  das  Produkt  Ks  ausgedrückt  wird.  Die  Arbeit 
würde  nämlich  den  Wert  1  haben,  wenn  die  Kraft  die  Kraft- 
einheit und  der  Weg  des  Angriffspunktes  die  Längeneinheit 
wäre.  Folglich  muß  wegen  der  angenommenen  Proportionalität 
der  Arbeit  mit  der  Kjaft  und  dem  Weg  die  Arbeit  K  Ein- 
heiten betragen,  wenn  die  Kraft  K  ist  und  die  Verschiebung  =1 
bleibt,  und  Ks  Einheiten,  wenn  die  Kraft  auch  wieder  K  ist 
und  der  zurückgelegte  Weg  s  Einheiten  beträgt.  Die  so  ge- 
fundene Formel  für  di^  Arbeit 

A^Ks .     (1) 

drücken  wir  in  Worten  kurz  so  aus:  Die  Arbeit  ist  das  Produkt 
aus  der  Kraß  und  dem  zurückgelegten  Weg. 

Die  Einheit  der  Arbeit  im  C-G-S-System  ist  diejenige  Arbeit, 
die  wir  tun,  wenn  die  Kraft  1  Dyn  und  die  Verschiebung  1  cm 
beträgt;  man  hat  dieser  Einheit  den  Namen  Erg  gegeben. 

Eine  andere  viel  gebrauchte  Einheit  ist  das  Meterkilogramm; 
sie  gehört  zum  Gewicht  von  einem  Kilogramm  als  Krafteinheit 
und  dem  Meter  als  Längeneinheit. 

Man  wird  leicht  finden,  daß  ein  Meterkilogramm  gleich 
981  X  10«  Erg  ist. 

Im  Anschluß  an  die  Definition  von  Arbeit  und  die  Regel 
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t'iir  (He  Bi'rei'liiiuiiK  der  Größe  derselben  ist  noch  das  Folgende 
zu  hemerken. 

ii)  Im  alltäglichen  Leben  wird  das  Wort  „Arbeit"  gebraucht, 
um  verschiedenartige  körperliche  und  geistige  Tätigkeit  zu  be- 
zeichnen^ meist  ohne  daß  es  möglich  ist,  eine  bestimmte  Zahl 
für  die  Größe  derselben  anzugeben.  Dies  ist  nur  bei  einigen 
Tätigkeitfm  einfaclier  Art  möglich.  Wenn  z.  B.  ein  Arbeiter 
eine  Last  auf  eine  gewisse  Höhe  schaffen  muß,  so  liegt  es 
nahe,  seine  Arbeit  dem  (tc wicht  der  Last  proportional  zu 
setzen,  und  ebenso  kann  man  sie  der  Höhe  proportional  setzen, 
wenn  die  Umstände  solcher  Art  sind,  daß  es  immer  dieselbe 
Anstrengung  erfordert,  um  die  Last  ein  Meter  weiter  in  die 
Höhe  zu  scliaft'en.  In  solchen  Fällen  ist  also  die  Arbeit  im 
j)hysikalischen  Sinne  des  Wortes  das  Maß  für  die  Leistung. 

b)  Nach  der  Definition  wird  die  Arbeit  durch  die  Größe 
der  Kraft  und  die  Länge  des  zurückgelegten  Weges  bestimmt. 
In  welclior  Zeit  der  Weg  zurüclcgelegt  wird,  ist  gleichgültig; 
(Ue  Arheit  ist  dieselbe ,  einerlei  ob  eine  bestimmte  Strecke  mit  großer 
oder  mit  kleiner  Geschinndigkeit  xurückgelegt  uird. 

c)  Ferner  ist  ausdrücklich  die  Rede  von  der  Größe  der 
Kraft,  weiche  man  ausübt.  Wenn  man  z.  B.  einen  Körper  vom 
Gewicht  P  mit  einer  Kraft  A'  hebt,  die  größer  als  P  ist  (so 
daß  die  Bewegung  beschleunigt  wird),  so  ist  die  geleistete 
Arbeit  bei  einer  Höhe  «  niclit  Ps,  sondern  Ka. 

•d)  Endlich  folgt  aus  der  Definition,   daß,  wenn  man  den 

Weg  in  einige  Teile  teilt,  die  gesamte  Arbeit  gleich  der  Summe 

der  Arbeiten  ist,   die  jedem  dieser  Teile  einzeln  entsprechen. 

Diese  letzte  Bemerkung  zeigt  uns,  wie  wir  unsere  Definition 

aiaf  diejenigen  Fälle  ausdehnen  können,   in  denen  die  Kraft, 

welche  wir  ausüben,  zwar  fortwährend  die  Richtung  der  Ver- 

ichiebung  hat,   aber   diese  Richtung  und  vielleicht   auch  die 

Jröße  der  Kraft  sich  fortwährend  ändert.     Man  teilt  den  Weg 

»  Angriffspunktes  in  unendUch  kleine  Teile  und  verfährt  so, 

B  ob  beim  Durchlaufen  eines  jeden  Teilchens  die  Kraft  un- 

siAndert  bliebe.    Man  multipliziert  also  die  Kraft^  wie  sie  im 

Anfangspunkt  eines  Wegelementes  ist,  mit  der  Länge  dieses 

Elementes  und  addiert  sämtliche  so  erhaltenen  Produkte. 

Man  sieht  leicht  ein,  daß  im  Falle  einer  konstanten  Kraft 
dfts  Resultat  gefunden  werden  kann,   indem   man   die  Größe 
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der  Kraft  mit  der  gesamten  Länge  des  Weges  multipliziert. 
Wenn  man  z.  B.  eine  Maschine  durch  Drehen  einer  Kurbel 
in  Bewegung  setzte  und  zwar  mit  einer  in  der  Richtung  des 
beschriebenen  Kreises  wirkenden  Kraft  Ky  so  ist,  wenn  r  der 
Radius  des  Kreises  ist,  die  bei  einer  Umdrehung  geleistete 
Arbeit -2  ;r^n 

§  114.  Energie.  Bis  jetzt  sprachen  wir  nur  von  der 
Arbeit,  die  wir  selbst  in  verschiedenen  Fällen  verrichten.  Auf 
einen  Körper  kann  aber  auch  eine  Kraft  anstatt  durch  einen 
Arbeiter  oder  einen  Experimentator  durch  einen  anderen  Körper 
ausgeübt  werden,  der  auf  ihn  drückt  oder  an  ihm  zieht.  Ver- 
schiebt sich  dann  der  Angriffspunkt  in  der  Richtung  der  aus- 
geübten Kraft,  so  sagen  wir,  daß  der  letztere  Körper  eine  Arbeit 
auf  den  erster en  tut,  deren  Größe  mir  nach  der  Regel  des  vorigen 
Faragra^phen  berechnen. 

So  kann  eine  ausgedehnte  Spiralfeder,  die  an  dem  einen 
Ende  befestigt  ist,  eine  Arbeit  verrichten,  wenn  sie  sich  zu- 
sammenzieht und  dabei  einen  Körper  fortzieht.  Der  Dampf 
tut  Arbeit  auf  den  Kolben,  den  er  in  einer  Dampfmaschine  vor 
sich  hintreibt,  ein  Wasserstrom  auf  die  Schaufeln  eines  Rades, 
das  er  in  Bewegung  setzt. 

Zur  Vereinfachung  lassen  wir  Fälle,  in  denen  drei  oder 
mehr  Körpör  Kräfte  aufeinander  ausüben,  zunächst  außer  Be- 
tracht; wir  nehmen  an,  daß  wir  es  mit  zwei  Körpern  zu  tun 
haben,  von  denen  der  eine  auf  den  anderen  Arbeit  tut,  und 
zwischen  denen  also  ein  solcher  Gegensatz  besteht,  daß  der 
eine,  der  „arbeitende",  eine  aktive  Rolle,  der  andere,  der 
„bearbeitete",  eine  passive  Rolle  spielt. 

Die  aufmerksame  Betrachtung  der  Erscheinungen,  welche 
dann  eintreten,  hat  zu  einem  wichtigen  Ergebnis  geführt.  Ein 
Körper  kann  memals  eine  Arbeit  leisten,  ohne  daß  er  eine  Ver- 
änderung erleidet,  und  zwar  ist  diese  Veränderung  so,  daß  der 
Körper  immer  weniger  geeignet  udrd,  um  noch  weiter  Arbeit  tm  tun. 
Die  erwähnte  Spiralfeder  kann  nur  dann  eine  Arbeit  leisten, 
wenn  sie  sich  wirklich  zusammenzieht;  ebenso  ist  es  einleuchtend, 
daß  das  Vermögen,  Arbeit  zu  tun,  abnimmt,  wenn  ein  zu- 
sammengedrücktes Gas,  welches  sich  in  einem  durch  einen 
Kolben  geschlossenen  Zylinder  befindet,  den  Kolben  ein  Stück 
nach  außen  treibt 
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Es  ist  denn  auch  unmöglich,  daß  ein  Körper,  nachdem  er 
eine  Zeitlang  eine  Arbeit  verrichtet  hat,  sich  uneder  in  seinem 
ursprünglichen  Zustand  befindet.  Wenn  dies  der  Fall  wäre,  so 
könnte  er  von  vorn  anfangen  und  also,  indem  er  immer 
wieder  die  Reihe  von  Veränderungen  durchläuft,  die  ihn  in 
den  ursprünglichen  Zustand  zuräckhringt,  so  viel  Arbeit  tun 
als  man  will.  Man  würde  dann  einen  Apparat  haben,  der, 
ohne  daß  von  uns  selbst  oder  auf  andere  Weise  Arbeit  auf 
ihn  getan  wird,  fortwährend  Gewichte  heben  könnte.  Nach 
diesem  sogenannten  „Perpetuum  mobile"  hat  man  in  früherer 
Zeit  oft  gesucht  und  die  Möglichkeit  eines  solchen  konnte  nicht 
in  Abrede  gestellt  werden,  solange  viele  Naturerscheinungen  noch 
wenig  untersucht  waren.  Beim  gegenwärtigen  Stande  der  Physik 
können  wir  es  jedoch  ruhig  für  ein  Hirngespinst  erklären. 

Wir  können  gegenwärtig  versichert  sein,  daß  nicht  nur 
in  einfachen  Fällen  wie  die  oben  erwähnten,  sondern  auch  in 
komplizierteren,  wenn  z.  B.  elektrische,  magnetische  oder 
chemische  Wirkungen  stattfinden,  ein  Körper  nickt  mehr  als 
eine  Arbeit  von  beschränkter  Qröße  verrichten  kann.  Wir  drücken 
dies  dadurch  aus,  daß  wir  sagen,  daß  er  in  einem  besUrmnten 
Zustand  auch  ein  bestimmtes  Arbeitsvermögen  hat.  Verrichtet  er 
wirklich  eine  Arbeit,  so  nimmt  sein  Arbeitsvermögen  oder  seine 
Energie,  wie  man  auch  sagt,  um  einen  Betrag  ab,  der  gleich  dieser 
Arbeit  ist. 

§  115.  Erhaltxmg  der  Energie.  Wir  wollen  jetzt  die  Ver- 
änderungen betrachten,  die  ein  Körper  erleidet,  wenn  Arbeit 
auf  ihn  getan  wird.  In  einfachen  Fällen  ist  es  augenfällig,  daß 
diese  Veränderungen  gerade  derjenigen  entgegengesetzt  sind,  die 
der  Körper  erleidet,  wenn  er  selbst  eine  Arbeit  verrichtet;  er 
kommt  jetzt  in  einen  Zustand,  in  welchem  er  besser  als  ur- 
sprünglich imstande  ist  Arbeit  zu  tun.  Die  Energie  einer 
Spiralfeder  —  die  kleiner  wird,  wenn  sie  sich  zusammenzieht  — 
nimmt  zu,  wenn  wir  sie,  indem  wir  Arbeit  auf  sie  tun,  aus- 
dehnen, und  dasselbe  gilt  von  einem  Gas,  welches  wir  kom- 
primieren, indem  wir  einen  Kolben  nach  innen  drücken.  Bei 
näherer  Betrachtung  zeigt  es  sich  nun,  daß  die  Arbeit,  welche 
es  uns  kostet,  um  die  Boeder  ein  Stück  auszudehnen,  ebenso  groß 
ist  wie  die  Arbeit,  die  die  Feder  nachher  selbst  verrichten  kann, 
wenn  sie  sich  wieder  auf  die  ursprüngUche  Länge  zusammen- 
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zieht^  d.  h.  ebenso  groß  wie  das  Arbeitsvermögen,  welches  die 
Feder  bei  der  Ausdehnung  erhält.  Wir  können  überhaupt 
sagen,  daß,  wenn  Arbeit  auf  einen  Körper  getan  loird,  die  Energie 
dieses  Körpers  wm  einen  Betrag  zunimmt,  der  gleich  dieser  Arbeit  ist. 

Um  das  Gesagte  zu  erläutern,  stellen  wir  uns  zunächst^ 
vor,  daß  bei  der  Zusammenziehung  einer  Spiralfeder,  die  mit 
dem  einen  Ende  befestigt  ist,  sich  das  andere  um  eine  ge- 
gegebene Strecke,  z.  B.  von  A  nach  B  fortbewegt.  Da  sich 
die  Spannung  im  Laufe  der  Zusammenziehung  ändert,  müssen 
wir  (§  113)  den  Weg  AB  in  unendlich  kleine  Teile  teilen  und 
die  Länge  eines  jeden  derselben  mit  der  Spannung  multi- 
plizieren, wie  sie  beim  Durchlaufen  dieses  Teiles  ist.  Indem 
wir  alle  diese  Produkte  addieren,  finden  wir  die  Arbeit,  welche 
die  Feder  auf  irgend  einen  Körper  verrichtet,  mit  dem  das 
bewegliche  Ende  verbunden  ist. 

Sodann  betrachten  wir  den  Fall,  daß  wir  durch  Ziehen 
mit  der  H^d  das  Ende  von  B  nach  A  zurückbringen.  Die 
Spannung  durchläuft  dabei  in  umgekehrter  Reihenfolge  die- 
selbe Reihe  von  Werten  wie  soeben,  und  wenn  wir  uns  jetzt 
vorstellen,  daß  die  Kraft,  die  wir  für  das  Ausdehnen  ausüben 
müssen,  in  jedem  Augenblick  gleich  der  Spannung  der  Feder 
ist,  so  ist  klar,  daß  die  Arbeit,  welche  wir  jetzt  bei  der  Ver- 
schiebung über  einen  unendlich  kleinen  Teil  des  Weges  ver- 
richten, ebenso  groß  ist  als  die  Arbeit  der  Spannung,  welche 
vorher  demselben  Teil  entsprach.  Also  muß  auch  die  gesamte 
Arbeit,  welche  wir  auf  die  Verschiebung  von  B  nach  A  ver- 
wenden, gleich  der  Arbeit  sein,  welche  die  Feder  bei  der  Zu- 
sammenziehung von  A  nach  B  verrichtete. 

Eine  ähnliche  Schlußfolgerung  ist  auch  auf  ein  Gas  an- 
wendbar, welches  wir  in  dem  einen  Falle  zusammendrücken 
und  das  in  einem  anderen  Falle  selbst,  während  es  sich  aus- 
dehnt, eine  Arbeit  tut. 

Auf  die  soeben  angenommene  Gleichheit  der  durch  uns 
ausgeübten  Kraft  und  der  Spannung  der  Feder  kommen  wir 
noch  zurück. 

Zu  einem  wichtigen  Resultat  kommen  wir  nun,  wenn  wir 
die  Sätze  des  vorigen  und  dieses  Paragraphen  miteinander  ver- 
binden. Wir  nehmen  an,  daß  ein  Körper  P  eine  gewisse 
Arbeits  auf  einen  Körper  Q  tut.     Dann  nimmt  das  Arbeits- 
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vermögen  von  F  um  einen  Betrag  Ä  ab  und  das  von  0  nimmt 
um  denselben  Betrag  zu;  die  Summe  des  Arheiisvermögens  des 
einen  ufui  des  anderen  Körpers  oder,  wie  man  sagt,  dcLs  Arbeüs- 
vermögen,  welches  die  beiden  Körper  zusammen  haben,  bleibt  un- 
'  verändert  Mit  einer  naheliegenden  bildlichen  Ausdrucksweise 
können  wir  sagen,  daß  eine  gewisse  Menge  Arbeitsvermögen  von 
der  Größe  A  vom  Körper  P  auf  Q  übergegangen  ist.  Es  kommt 
auf  dasselbe  hinfius,  ob  wir  sagen,  daß  ein  Körper  eine  Arbeit  Ä 
auf  einen  anderen  tut,  oder  daß  er  eine  Menge  Arbeitsvermögen  vom 
Betrage  A  an  den  anderen  Körper  abgibt.  Zni  Erläuterung  kann 
eine  Spiralfeder  dienen,  die,  während  sie  sich  zusammenzieht, 
eine  andere  Feder  ausdehnt,  oder  auch  ein  vollkommen  ge- 
schlossener Zylinder,  dessen  Innenraum  durch  einen  beweg- 
lichen Kolben  in  zwei  Teile  geteilt  ist  und  der  anfangs  in 
den  beiden  Teilen  Gasmasöen  enthält,  die  in  verschiedenem 
Grade  zusammengedrückt  sind.  Der  Kolben  wird  dann  durch 
den  Unterschied  der  Kräfte,  die  beiderseits  auf  ihj^  wirken,  in 
Bewegung  gesetzt,  und  dabei  nimmt  das  Arbeitsvermögen  auf 
der  einen  Seite  zu  und  auf  der  anderen  Seite  ab. 

Ein  anderes  Beispiel  hat  man  in  zwei  Körpern,  welche 
zusammenstoßen.  Wir  wollen  annehmen,  eine  Elfenbeinkugel  i 
bewege  sich  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  nach  rechts 
und  stoße  gegen  eine  gleich  große  Kugel  B  aus  demselben 
Stoffe,  die  anfangs  in  Ruhe  ist  und  deren  Mittelpunkt  sich 
auf  der  Linie  befindet,  auf  welcher  sich  der  Mittelpunkt  der 
ersteren  bewegt.  Es  zeigt  sich  dann,  daß  A  nach  dem  Stoß 
beinahe  in  Ruhe  bleibt,  während  B  eine  Geschwindigkeit  an- 
nimmt, die  nur  wenig  kleiner  ist  als  die  ursprüngliche  Ge- 
schwindigkeit von  A. 

Daß  die  Kugel  A  hierbei  eine  Arbeit  auf  B  tut,  ist  ein- 
leuchtend; sie  übt  während  der  kurzen  Zeit  der  Berührung 
eine  Kraft  nach  rechts  auf  diesen  Körper  aus,  und  während  dies 
geschieht,  geht  der  Berührungspunkt  ein  wenig  nach  derselben 
Seite.  Das  Vermögen,  auf  diese  Weise  Arbeit  zu  verrichten, 
hat  die  Kugel  A  offenbar  ihrer  Bewegung  zu  verdanken,  und 
zugleich  mit  ihrer  Geschwindigkeit  verliert  sie  auch  diese 
Energie,  während  B  nach  dem  Stoß,  imstande  ist  auf  einen 
anderen  Körper  Arbeit  zu  tun. 

Von  solchen  einfachen  Fällen    ausgehend   ist   man   nach 
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und  nach  zu  dem  Satze  gekommen,  daß  hei  allen  Nattfrerschei- 
nungen,  welcher  Art  und  toie  kompliziert  sie  auch  sind,  die  Su/mme 
des  Arbeitsvermögens  der  aufeinander  unrkenden  Körper  unverändert 
bleibt.  Es  wird  uns  im  Laufe  unserer  Betrachtungen  klarer 
werden,  aus  welchen  Gründen  man  dieses  Gesetz  der  Erhaltu/ng 
d&r  Energie^  welches  zuerst  von  Robert  Mayer  (1842)  und 
kurz  nachher  in  strengerer  Form  von  Helmholtz  aus- 
gesprochen wurde,  annehmen  darf;  auch  werden  wir  verschiedene 
Einschränkungen,  die  wir  jetzt  gemacht  haben,  fallen  lassen. 
Zunächst  muß  jetzt  aber  das  Arbeitsvermögen  in  bestimmten 
Fällen  näher  betrachtet  werden. 

§  116.  Kinetische  Energie.  Es  wurde  bereits  vom  Arbeits- 
vermögen gesprochen,  welches  ein  Körper  hat,  der  sich  bewegt; 
dieses  Arbeitsvermögen  wollen  wir  zur  TJuterscheidung  Arbeits- 
vermögen der  Bewegimg  oder  kinetische  Energie  nennen.  Um  den 
Betrag  desselben  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  einen  Körper  P 
mit  der  Masse  m,  der,  ohne  fortwährend  einer  bewegenden 
Kraft  unterworfen  zu  sein,  sich  mit  einer  Geschwindigkeit  v 
auf  einer  horizontalen  Ebene  bewegt.  Wir  können  ihn  dazu 
benutzen,  um  einen  zweiten  Körper  Q,  den  wir  mit  ihm  durch 
eine  Schnur  verbinden,  fortzuziehen,  und  dies  ist  selbst  dann 
möglich,  wenn  der  Bewegung  von  Q  dieser  oder  jener  Wider- 
stand entgegenwirkt. 

Um  nun  die  Arbeit  zu  berechnen,  welche  P  verrichten 
kann,  nehmen  wir  an,  daß  die  auf  Q  ausgeübte  Kraft  fort- 
während dieselbe  Größe  K  hat.  Dann  wirkt  auf  P  eine  ebenso 
große  Kraft  in  der  entgegengesetzten  Richtung;  infolgedessen 
wird  die  Geschwindigkeit  dieses  Körpers  in  jeder  Sekunde  um 
Kjm  abnehmen  und  in 

v:  —  =    .^^  Sekunden 
m         K 

vollständig  erschöpft  sein.  Hieraus  folgt,  da  die  Bewegung 
gleichförmig  verzögert  ist,  für  die  Entfernung,  welche  zurück- 
gelegt wird,  während  die  Kraft  K  besteht  (§  92) 

und  für  die  gesuchte  Arbeit  das  Produkt  aus  diesem  Ausdruck 
und  K,  d.  h. 

A  =  ^mv^ (2) 
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Die  h'rö/Je  iler  kincUscJirn  Energie  wird  also  durch  den  Ausdiiick 
h  ffi  t'  he>itimmt. 

Wir  wiTilen  jetzt  beweisen,  daß  die  Arbeit,  welche  der 
Köi-per  tut,  wenn  die  Bewegung  nicht  vollständig  erschöpft, 
sondern  nur  die  Geschwindigkeit  auf  v  vermindert  wird,  durch 
die  Differenz 

\ m  /*^  —  ^mv* 

bestinunt  wird,  daß  also  diese  Arbeit  gleich  der  Verminderung 
der  kinetischen  Energie  ist,  was  mit  dem  Satze  von  §  114  in 
Einklang  steht.  Den  Beweis  führen  wir  zunächst  unter  der 
Annahme  einer  konstanten  Kraft  K  und  dann  für  eine  ver- 
änderhche  Kraft. 

Im  ersteren  Falle  wird  die  Geschwindigkeit  in 

r  —  /';:       =  '"^'',7  -     Sekunden 
auf  V   sinken;  der  in  dieser  Zeit  zurückgelegte  Weg  ist  (§92) 

und  folglich  die  Arbeit 

Ä^^miv^-v^ (3) 

Ändert  sich  die  Kraft  von  Augenblick  zu  Augenblick,  so 

können  wir  die  Zeit  in  unendlich  kleine  Teile  teilen  und  dann 

auf  jeden  die  Formel  (3)   anwenden.     Durch  Addition   findet 

man  dann  wieder,  daß  die  Gesamtarbeit  in  einer  gewissen  Zeit 

gleich  der  gesamten  Verminderung  der  kinetischen  Energie  ist. 

Auch  der  erste  Satz  von  §  115  wird  jetzt  bestätigt.    Üben 

TO  nftmlich  auf  einen  Körper,  der  bereits  eine  Geschwindig- 

it  V  hat,  in  der  Richtung  der  Bewegung  während  t  Sekunden 

9  konstante  Kraft  Ä"  aus,  so  wird,  da  die  Beschleunigung 

»  ist^  die  Endgeschwindigkeit 

r=r  +  -^-( (4) 

zurückgelegte  Weg  ist 

id  die  Arbeit,  die  wir  verrichten, 
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oder,  wenn  wir  iür  Kt  den  aus  (4)  folgenden  Wert  m{v  ^v) 
einsetzen^ 

A  =^  ^m{v'  +  v){v  —  v)  :=^  ^mv'^  —  ^m v^, 

und  dieses  Resultat  ist  wieder  leicht  auf  den  Fall  auszudehnen, 
daß  sich  die  Kraft  im  Laufe  der  Zeit  t  ändert. 

Es  verdient  femer  hemerkt  zu  werden,  daß  es  auf  den 
Wert  der  kinetischen  Energie  in  einem  bestimmten  Augenblick 
keinen  Einfluß  hat,  wenn  in  diesem  Augenblick  eine  Kraft  auf 
den  Körper  wirkt.  Man  sieht  dies  am  leichtesten  ein,  wenn 
man  sich  vorstellt,  daß  der  Körper  die  Arbeit,  die  er  leisten 
kann,  in  so  kurzer  Zeit  verrichtet,  daß  die  betreffende  Kraft 
in  dieser  Zeit  keine  nennenswerte  Geschwindigkeitsänderung 
bewirken  kann.  Wir  können  z.  B.  das  Arbeitsvermögen  eines 
Körpers  nach  der  Dicke  einer  Platte  beurteilen,  die  er  zer- 
trümmern kann.  Legt  man  die  Platte  horizontal  und  läßt  eine 
Kugel  auf  sie  fallen,  so  wird  es  nur  von  der  Geschwindigkeit 
der  Kugel  abhängen,  mit  der  die  Platte  getroffen  wird,  ob  die 
letztere  zertrümmert  wird  oder  nicht,  nicht  aber  von  der  Wirkung 
der  Schwerkraft  während  der  kurzen  Zeit,  in  welcher  der  Vor- 
gang verläuft. 

Etwas  anderes  ist  es  natürlich,  daß  die  kinetische  Energie 
in  einem  bestimmten  Augenblick  von  den  Kräften  abhängig 
ist,  die  vor  diesem  Augenblick  auf  den  Körper  gewirkt  und 
also  Einfluß  auf  die  Geschwindigkeit  gehabt  haben. 

Wir  weisen  endlich  darauf  hin,  daß  die  kinetische  Energie 
unabhängig  von  der  Richtung  der  Bewegimg  ist. 

Eine  Kugel,  die  eine  bestimmte  Geschwindigkeit  hat,  übt 
z.  B.  dieselbe  Wirkung  auf  eine  Platte  aus,  einerlei  ob  sie  sich 
in  der  einen  oder  der  anderen  Richtung  bewegt,  wenn  wir 
immer  die  Platte  so  halten,  daß  sie  senkrecht  getroffen  wird. 

Wir  können  jetzt  die  Formel  (2)  auch  auf  den  Fall  eines 
Systems  von  Körpern  oder  materiellen  Punkten  ausdehnen,  deren 
jeder  sich  mit  seiner  eignen  Geschwindigkeit  bewegt.  Wenn 
die  Massen  Wj,  w^  usw.  und  die  Geschwindigkeiten,  die  beliebig 
verschiedene  Richtungen  haben  können,  v^,  v^  usw.  sind,  so  kann 
der  erste  materielle  Punkt,  bis  seine  Bewegung  erschöpft 
ist,  eine  Arbeit  ^w^v^^  verrichten,  der  zweite  eine  Arbeit 
\m^v^\  usw.     Die  Summe 

Ä  =  -J- Wj  v^^  +  \m^  v^^  +  usw., 
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wofür  wir  schreiben  können 

A==^^mv\ & 

stellt  also  die  kinetische  Energie  des  ganzen  Systems  vor. 

§  117.  Energie  elastischer  fester  Körper.  Es  wurde  bereits 
wiederholt  von  der  Arbeit  gesprochen,  die  ein  ausgedehnter 
Draht  oder  eine  ausgedehnte  Spiralfeder  verrichten  kann.  Im 
allgemeinen  werden  die  Teilchen  eines  festen  Körpers,  nach- 
dem sie  in  bezug  aufeinander  verschoben  worden  sind,  wobei 
der  Körper  in  der  Regel  in  der  Form  verändert  oder  „defor- 
miert" wird,  Kräfte  aufeinander  ausüben,  durch  die  sie  in  die 
ursprünglichen  Lagen  zurückgetrieben  werden.  Infolgedessen  kann 
der  Kr)rper  andere  Gegenstände,  die  mit  ihm  verbunden  sind, 
verschieben  und  also  eine  Arbeit  auf  diese  Gegenstände  tun. 
Wir  wollen  annehmen,  daß  der  Körper  das  Vermögen,  dies  zu 
tun,  erst  dann  verloren  hat,  wenn  er  wieäer  vollständig  in  den 
ursprünglichen  Zustand  zurückgekehrt  ist,  was  man  dadurch 
ausdrückt,  daß  man  den  Körper  vollkommen  elastisch  nennt. 
Die  Arbeit,  welche  er  dabei  im  ganzen  verrichtet,  ist  das  Maß 
für  die  Energie,  welche  er  im  deformierten  Zustand  hatte,  und 
solange  die  Deformation  noch  nicht  vollständig  verschwunden 
ist  und  der  Körper  also  noch  einige  Energie  besitzt,  ist  die 
Verminderung  der  Energie,  welche  bereits  stattgefunden  hat, 
gleich  der  Arbeit,  die  der  Köri)er  bis  zu  dem  betreffenden 
Augenblick  verrichtet  hat.  Umgekehrt  ist,  wenn  wir  die  Fonn- 
veränderung  durch  Kräfte,  die  wir  ausüben,  bewirken,  die 
Arbeit,  die  wir  dabei  auf  den  Körper  tun,  gleich  der  Zunahme 
der  Energie  desselben. 

Bei  vielen  Uhrwerken  macht  man  von  der  Energie  eines 
elastischen  Körpers  Gebrauch,  um  das  Eäderwerk  zu  treiben. 
Eine  Uhrfeder  ist  ein  plattes  dünnes  Stahlband  von  ziemlich 
großer  Länge,  das  so  bearbeitet  ist,  daß  es  in  seinem  natür- 
lichen Zustand  die  Form  einer  ebenen  Spirale  (Fig.  91)  hat. 
Sie  ist  in  einer  Dose  B,  der  sogenannten  Trommel,  ein- 
geschlossen, die  die  Form  eines  Zylinders  von  geringer  Höhe 
hat  und  sich  um  ihre  geometrische  Achse,  also  um  eine  auf 
der  Ebene  der  Figur  senkrecht  stehende  Linie  drehen  kann. 
Das  eine  Ende  der  Feder  ist  an  der  Innenwand  der  Trommel, 
das  andere  Ende  an  einem  dünnen  Zylinder  A  befestigt,  dessen 
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Achse  mit  derjenigen  der  Dose  zusammenfällt.  Dieser  Zylinder 
geht  mit  geringer  Reibung  durch  die  ebenen  Seitenflächen  der 
Trommel  und  kann  unabhängig  von  dieser  gedreht  werden; 
durch  eine  Vorrichtung,  die  wir  später  kennen  lernen  werden, 
wird '  der  Achse  Ä  nur  eine  Drehung  in  einer  Richtung  ge- 
stattet, die  in  der  Figur  so  gedacht  werden  muß,  daß  sie  der- 
jenigen entgegengesetzt  ist,  in  welcher  sich  die  Zeiger  einer 
ühr  bewegen. 

Beim  Aufziehen  des  Uhrwerkes  wird  die  Achse  gedreht; 
die  Feder  nimmt  dann. die  in  Fig.  92  angegebene  Gestalt  an, 
wobei  sie  sich  in  engeren  Windungen    als   in  Fig.  91    um  A 


Fig.  91.  Fig.  92. 

legt.  Durch  ihre  Elastizität  strebt  sie  nun  die  Achse  A  zurück- 
zudrehen, was  sie  nicht  kann,  aber  sie  strebt  auch  die  Dose 
in  der  durch  den  Pfeil  angegebenen  Richtung  in  Bewegung  zu 
setzen.  Die  Drehung,  welche  die  Dose  auf  diese  Weise  be- 
kommt, wird  auf  das  Räderwerk  übertragen. 

Infolge  der  Widerstände  im  Räderwerk  kann  die  Trommel 
nur  eine  langsame  Bewegung  annehmen,  und  auch  ohne  daß 
man  sie  absichtlich  festhält,  ist  das  Aufziehen  mögUcb;  die 
Energie,  welche  man  während  einer  kurzen  Zeit  der  Feder 
mitteilt,  dient  dazu,  um  während  einer  viel  längeren  Zeit 
Arbeit  zu  verrichten. 

§  118.  Stoß  vollkommen  elastischer  Körper.  Wir  nehmen 
an,  daß  die  Kugeln,  von  denen  in  §  100  die  Rede  war,  voll- 
kommen elastisch  sind;  dann  ist  die  gegenseitige  Einwirkung 
noch  nicht  in  dem  Augenblick  abgelaufen,  in  welchem  die  in 
jenem  Paragraphen  berechnete  Geschwindigkeit  erreicht  ist.  Da 
sich  nämlich  bis  zu  diesem  Augenblick  die  Mittelpunkte  fort- 
während genähert  haben,  sind  die  Kugeln  in  der  Nähe  der 
Berührungspunkte  eingedrückt;  die  durch  die  Elastizität  ver- 
ursachte Abstoßung  ist  noch  nicht  zu  Ende  gekommen  und  die 
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(Teschwiiiiligkeiteu  erleiden  noch  weitere  Veränderungen.  Die 
KndiiPschivindi(jkeUen  könnon  berechnet  werden,  wenn  wir  außer  dem 
bereits  in  jf  1^0  awjewatulten  Prinzip  vom  Gesetz  der  Erhaltung 
drr  Encrtfir.  (ref/rnuch  macßien.  Hat  nämlich  die  Berührnng  der 
Ku^'elii  aut^joliört,  so  haben  sie  wieder  die  ursprüngliche  Gestalt 
angononiiufu;  nur  die  Geschwindigkeit  und  also  auch  die  kine- 
tische Knergie  beider  Körper  hat  sich  geändert,  aber  die  gesamte 
kinetisrhe  Energie  ist  nach  dem  Stoß  wieder  ebenso  groß  wie 
vor  demselben. 

Mit  ///p  m.^,  /'j  und  r^  sollen  dieselben  Größen  bezeichnet 
werden  wie  in  ^  100,  aber  x^  und  x^  sollen  jetzt  die  End- 
geschwindigkeiten der  ersten  und  der  zweiten  Kugel  sein. 
Diese  Geschwindigkeiten  sollen  ebenso  wie  Vj  und  v^  je  nach  der 
Richtung,  die  sie  haben,  positiv  oder  negativ  genannt  werden. 

Die  erste  Kugel  hat  durch  den  Stoß  eine  Geschwindig- 
keit j\  —  t\ ,  die  zweite  eine  Geschwindigkeit  x^  —  v^  zu  der- 
jenigen liinzubekommen,  welche  sie  bereits  hatte.  Diese  Ge- 
sell wimli^keitsänderungen  haben  entgegengesetzte  Vorzeichen 
und  ihr  In'trag  muß  den  Massen  umgekehrt  proportional  sein. 
Man  hat  also 

"'i  (-^1  -  'i)  =  '"a  (^2  -  ^2)' (ö) 

Außerdem  muß  nach  dem  Gesagten 

oder 

lm,^'V-r,^  =  im,{v^-^x^      ....    (7) 

sein.    Um  nun  j-^  und  x^  zu  berechnen,  dividieren  wir  zunächst 
(7)  durch  (G).  Dies  gibt,  wenn  wir  zugleich  mit  2  multiplizieren, 

•^1  +  ''1  =  •*"2  +  '2' 
und  man  tindet  dann  weiter  leicht  aus  dieser  Gleichung  und  (6) 

_.   ('"1  —  '«^^  r,  +  2  tfu  r,  _    (w*  —  nii)  r,  +  2  wi^  v^ 

Besondere  Fälle,   a^  Es  sei  i\,  ==  0  und  r^  positiv.  Dann  ist 

au  =  — "  "/"*      und  jc,  =  '"'  "  ^"*  'i-    Hieraus  ergibt  sich,  daß, 

wenn  die  Massen  gleich  sind,  die  erste  Kugel  in  Buhe  bleibt 
Dagegen  geht  diese  Kugel  in  der  Richtung,  in  der  sie  sich  u^ 
sprünglich  bewogte,  weiter,  wenn  die  zweite  Eugel  eine  kleinere 
Masse  hat>  kehrt  aber  zurück,  wenn  diese  eine  größere  Masse 
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hat.     Ist  w,   sehr   groß    in   bezug    auf  m^,   dann    ist   nahezu 

^  =  -  ^r 

b)  Ist  Wj  =  Wg,  so  wird  x^  =  v^,  x^  =  v^,  so  daß  die  Kugeln 
ihre  Geschwindigkeiten  vertauschen. 

§  119.  Stoß  einer  elastischen  Kugel  gegen  eine  Ebene. 
Sehr  einfach  ist  der  Fall,  daß  eine  Kugel  in  senkrechter  Richtwng 
gegen  eine  Platte  stößt.  Wir  nehmen  an,  daß  beide  Körper 
Yollkommen  elastisch  sind  und  daß  die  Ränder  der  Platte  un- 
beweglich festgehalten  werden.  Während  wir  dies  tun,  ver- 
richten wir  keine  Arbeit  (§  113);  die  gesamte  Energie  der 
Platte  und  der  Kugel  bleibt  infolgedessen  unverändert.  Hieraus 
schließen  wir,  daß,  wenn  beide  Körper  schließlich  wieder  ihre 
ursprüngliche  Gestalt  haben,  und  wenn  wir  annehmen  dürfen, 
daß  die  Platte  gar  keine  Bewegung  bekommen  hat,  die  Kugel 
wieder  ebensoviel  kinetische  Energie  hat  als  anfangs.  Sie 
springt  mit  einer  Geschwindigkeit  gleich 
der  ursprünglichen,  natürlich  in  senkrechter 
Richtung,  von  der  Platte  zurück. 

Es  ist  nun  weiter  leicht  zu  verstehen, 
was  geschieht,  wenn  die  Kugel  in  schiefer 
Richtung,  z.  B.  in  der  Richtung  PQ  (Fig.  93) 
eine  unbewegliche  elastische  Platte  K  triflFt. 
Wir  nehmen  an,  daß  diese  durch  die 
Ebene  begrenzt  wird,  die  durch  A  B  geht 
und  auf  der  Ebene  der  Zeichnung  senk- 
recht steht.  Die  Anfangsgeschwindigkeit 
der  Kugel  Qa  können  wir  in  Qh  parallel 
zu  AB  und  Qc  senkrecht  zvl  AB  zerlegen. 

Durch  dieselbe  Schlußfolgerung  wie  oben  kann  man  be- 
weisen, daß  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  nach  dem  Stoß 
gleich  der  Anfangsgeschwindigkeit  ist  Dazu  kommt  nun  noch, 
daß  die  Geschwindigkeit  Qh  in  der  Richtung  A  B  unverändert 
bleibt,  und  zwar  deshalb,  weil  die  Platte,  die  wir  als  vollkommen 
glatt  betrachten,  nur  in  der  Richtung  der  Normalen,  aber  nicht 
in  einer  Richtung  längs  der  Platte  auf  die  Kugel  eine  Kraft 
ausüben  kann.  Bringt  man  beides  in  Verbindung,  so  ergibt 
sich,  daß  die  Geschwindigkeit  senkrecht  zur  Platte  übergeht  in 
Qd,  gleich  und  entgegengesetzt  Qc,  und  daß  die  neue  Bewegungs- 


Fig.  93. 


Lorentz,  Lehrbuch  der  Physik. 


12 


178  Zweites  Kapitel.  [§  120 

riclitiing  QR  einen  ebenso  großen  Winkel  mit  der  Nonnaleu 
auf  .1  li  bildet  wie  P  (j. 

^  120.    Allgemeine  Deflnition  der  Arbeit  einer  Kraft.    Die 
Art  und  Weise,  wie  ein  Körper  in  Bewegung  gesetzt  wird,  ist 
oft  viel   weniger   dc^utlich  als  in  den  Fällen,  die  bis  jetzt  in 
in  diesem  Kapitel  besprochen  wurden.     Wir  haben  z.  B.  gute 
Gründe  uns  vorzustellen,  daß  elektrisierte  Körper,  die  sich  ein- 
ander „anziehen'*,  durch  einen  im  Zwischenraum  vorhandenen, 
für  uns   unsichtbaren  Stoif  in  Bewegung  gesetzt  werden,  der 
sich   in    einem   eigentümlichen  Zustand   befindet   und  infolge- 
dessen   auf  die   Körper  Kräfte  ausübt   und   der  in  gewissem 
Grade  mit  einer  gespannten  Feder  verglichen   werden   kann. 
Ebenso  liegt  es  nahe,  die  allgemeine  Anziehungskraft,  sowohl 
bei  fitllenden  Körpeni  als  l)ei  Himmelskörpern,  als  die  Wirkung 
eines  „Mittels"  oder  „Mediums'*  aufzufassen  und  zu  sagen,  daß 
dieses  auf  einen  fallenden  Stein  Arbeit  tut  und  dadurch  nach 
dem  Satz  von  §  1 1 5  das  Arbeitsvermögen  desselben  vergrößert 
Die   Veränderungen    in    derartigen    unsichtbaren   Medien   sind 
jedoch   für  uns  viel   weniger  zugänglich  als  der  Zustand  von 
wahrnehmbaren  elastischen  Körpern,  und  man  zieht  es  daher 
oft   vor,    die   Erscheinungen    zu   beschreiben,    ohne    von   den 
Medien   zu    sprechen.     Man  richtet  dann  seine  Aufmerksam- 
keit  nur   auf    die    Kräfte,    welche   im    Spiel   sind,    läßt  sich 
aber    nicht    über  den  Mechanismus    aus,   der  diesen   Kräften 
zugrunde  liegt. 

Im  Zusammenhang  hiermit  sagt  man  nun  auch,  daß  auf 
den  Körper,  der  sich  bewegt,  eine  Arbeit  getan  wird,  nicht  durch 
das  Medium,  welches  eine  Kraft  auf  ihn  ausiibt,  sondern  durch 
die  Kraft  selbst,  eine  Redeweise,  die  man  übrigens  auch  bei 
den  einfacheren  Erscheinungen,  mit  denen  wir  uns  bis  jetzt 
beschäftigt  haben,  anwenden  kann. 

Nachdem  wir  dies  vorausgeschickt  haben,  können  wir  dazu 
übergehen,  die  Definition  der  Arbeit,  die  in  §  113  nur  für 
eine  Verschiebung  in  der  Richtung  der  Kraft  gegeben  wurde, 
so  zu  erweitern,  daß  sie  allgemein  anwendbar  ist.  Dazu  ist 
es  nötig,  die  Arbeit  je  nach  Umständen  positiv  oder  negativ 
zu  rechnen. 

Positiv  wird  die  Arbeit  geuannty  wenn  die  Verschiebung  die 
Richiu?ig  der  Kraft  hat. 
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a)  Bewegt  sieh  dagegen  der  Angriffspunkt  in  einer  Richtung^ 
die  der  Kraft  entgegengesetzt  ist,  so  spricht  man  von  einer  negativen 
Arbeit  Die  Größe  derselben  vnrd  urieder  durch  das  Produkt  aus 
der  Kraft  und  dem  zurückgelegten  Weg  angegeben.  Ist  also  die 
Kraft  K  und  die  Verschiebung  s,  so  ist  in  diesem  Fall  die  Arbeit 

--Ks. 

Nachdem  wir  in  dieser  Weise  zu  dem  Begriff  einer  nega- 
tiven Arbeit  gekommen  sind,  können  wir  auch  in  denjenigen 
Fällen,  in  denen  wir  früher  von  einer  Arbeit  sprachen,  die  ein 
Körper  tvi,  ebensogut  (wenn  es  auch  etwas  gekünstelt  ist)  von 
einer  ebenso  großen  negativen  Arbeit  sprechen,  die  auf  ihn  getan 
loird.  übt  Dämlich  der  Körper  auf  einen  anderen,  gegen  den 
er  drückt,  eine  Kraft  K  aus  und  verschiebt  sich  der  Angriffs- 
punkt in  der  Richtung  dieser  Kraft  um  eine  Strecke  s,  so 
verrichtet,  während  der  Körper  eine  Arbeit  +  Ks  leistet,  die 
Kraft,  die  auf  den  Körper  wirkt  und  die  gleich  und  entgegen- 
gesetzt K  ist,  eine  Arbeit  —  Ks. 

b)  Wenn  ein  Punkt,  auf  den  die  nach  Richtung  und  Größe 
konstante  Kraft  K  mrkt,  eine  beliebige   Verschiebung  AB  (Fig.  94 


und  95)  erleidet,  so  versteht  man  unter  der  Arbeit  das  Produkt  atcs 
der  Kraft  und  der  Projektion  A  C  der  Verschiebung  auf  ihre  Rieh- 
tu/ng,  und  zwar  unrd  die  Arbeit  positiv  gerechnet,  wenn  eine  Ver- 
schiebung von  A  nach  G  mit  der  Richtung  der  Kraft  übereinstimmt, 
und  negativ,  wenn  sie  derselben  entgegengesetzt  ist. 
In  dem  Falle  von  Fig.  94  ist  also  die  Arbeit 

+  Kx  AG, 
und  im  Falle  von  Fig.  95 

-  Kx  AG. 
Beide  Ausdrücke  können  in  der  Form 

^X  AB  cos  t9^ 

12* 
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zusammengefaßt  werden,  in  welcher  ß-  der  Winkel  ist,  den  die 
Verschiebung  mit  der  Richtung  der  Kraft  bildet. 

Man  kann  das  Gesagte  auch  anders  einkleiden.  Die 
Arbeit  wird  nämlich  auch  gefunden,  wenn  man  die  Verschiebung 
mit  der  Projektion  der  Kraft  auf  die  Richtung  der  Verschie- 
bung multipliziert  und  das  Produkt  mit  dem  positiven  oder  nega- 
tiven Vorzeichen  versieht,  je  nachdem  die  Projektion  dieselbe 
oder  die  entgegengesetzte  Richtung  hat  wie  die  Verschiebung. 

c)  Aus    dem   unter   b)   Gesagten   folgt: 

Die  Arbeit  einer  Kraft  ist  Null,  wenn  sich  der  Angriffs' 
ptmkt  senkrecht  zu  ihrer  Richtung  bewegt, 

d)  Wir  wollen  endlich  annehmen,  daß  sich  die  Kraft  fort- 
während in  Richtung  oder  Größe  oder  in  Richtung  und  Größe 
zugleich  ändert  und  daß  der  Angriffspunkt  eine  beliebige 
gerade  oder  krumme  Bahn  beschreibt.  Wir  können  dann 
diese  in  unendlich  kleine  Teile  teilen,  auf  jedem  dieser  Teile 
die  Kraft  als  unveränderlich  in  Richtung  und  Größe  betrachten 
und  die  von  ihr  geleistete  Arbeit  nach  der  soeben  gegebenen 
Regel  bestimmen;  dabei  müssen  für  jedes  Element  der  Bahn 
die  Richtung  und  die  Größe  der  Kraft  so  genommen  werden 
wie  sie  am  Anfang  des  Elementes  sind.  Unter  Arbeit  der  Kraft 
versteht  man  die  algebraische  Sumime  der  Resultate ,  die  man  in 
dieser  Weise  für  die  verschiedenen  Elemente  der  Bahn  bekommt. 

Wenn  z.  B.  (Fig.  38,    S.  61)  der  Körper  von  B  nach  A 
geht,  während  er  von  einem  unbeweglichen  Körper  in   O  mit 
^  einer  Kraft  angezogen  wird,    die  von 

der  Entfernung  von  O  abhängt,  so  muß 
man  für    das  Element  D  G  der  Bahn 
y  die    Anziehung,    wie  sie   in    der   Ent- 

.^_^.  7^^       fernung  OD   ist,    mit   der   Projektion 

...._N-_--..-^.— -^       DE  Yon   2)  (7  auf    OD   multiplizieren, 

fj "     jö  ^^^  ebenso   muß  man  mit  den  in   der 

1  Figur   angedeuteten   Projektionen    der 

Fig.  96.  anderen  Bahnelemente  verfahren. 

Das  Resultat  der  Berechnung  wird 
einfach,  wenn  die  Kraft  fortwährend  dieselbe  Richtung  und 
Größe  behält.  Wir  wollen  z.  B.  annehmen,  Ab  (Fig.  96)  sei 
die  Richtung  der  Kraft  K  und  AB  CD  die  Bahn  des  AngrifiFs- 
punktes.     Man  findet  dann  für  die  Arbeit 


121]  Arbeit  und  Energie.  181 

auf  dem  Weg      AB:  +  Kx  Ab, 
„       „        „  BC:-Kxbc, 

„       „        „  CD:  +  Kxcd, 


und 


ABC:  +  Kx  Ac 


„       „        „      BCD:  +  Kxbd. 

Bei  einer  beliebigen  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  ist 
Ä.  B.  die  Arbeit  der  Schwerkraft  gleich  dem  Gewicht  multipliziert 
mit  der  Höhendifferenz  zioischen  der  Anfangs-  und  der  Endlage, 
und  xwar  muß  diese  Differenz  mit  dem  positiven  oder  negativen 
ywmchen  genom/men  werden  ^  je  nachdem  die  Endlage  tiefer  oder 
höher  liegt  als  die  Anfangslage. 

Das  Gesagte  gibt  noch  Veranlassung  zu  einigen  Bemer- 
kungen. 

Zunächst  ist  es  jetzt  klar,  daß  „Arbeit"  nicht  gleich- 
bedeutend mit  „Wirkung  einer  Kraft**  ist.  Die  Zentripetal- 
kraft, welche  auf  einen  Körper  wirken  muß,  damit  er  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  einen  Kreis  beschreibt,  verrichtet  keine 
Meit,  weil  jedes  Bahn  dement  senkrecht  auf  der  Richtung  der 
Kraft  steht.  Die  Zentripetalkraft  ist  indes  nicht  ohne  „Wirkung** 
^6  gibt  nämlich  in  jedem  kleinen  Zeitteil  dem  Körper  eine 
Geschwindigkeit  zu  derjenigen,  welche  er  bereits  hatte. 

Sodann  gilt  im  allgemeinen  der  Satz  (vgl.  §  113,  d)  daß, 
wenn  der  Weg  eines  materiellen  Punktes  in  verschiedene  Teile 
zerlegt  wird,  die  Arbeit  dadurch  gefunden  wird,  daß  man  für 
jeden  einzelnen  Teil  die  Arbeit  berechnet  und  die  Resultate 
zueinander  addiert. 

Endlich  bemerken  wir,  daß  in  den  Definitionen  nur  von 
l^er  Kraft  und  der  Bewegung  ihres  Angriffspunktes  die  Rede 
^^^i  aber  nicht  gesagt  wird,  daß  diese  Bewegung  durch  die 
J^aft  selbst  hervorgebracht  wird.  Der  Punkt  kann,  unabhängig 
^on  der  betrachteten  Kraft,  eine  Anfangsgeschwindigkeit  haben, 
Uöd  außer  der  betrachteten  Kraft  können  noch  andere  Kräfte 
^Aen,  die  ebenfalls  Einfluß  auf  die  Bewegung  haben.  In 
einem  solchen  Fall  kann  von  jeder  einzelnen  Kraft  die  Arbeit 
^^b  den  gegebenen  Regeln  ermittelt  werden. 

§  121.  Arbeit  der  Besultante  mehrerer  Kräfte.  In  Fig.  ß5 
oder  36  (S.  44)   sei   AC  die   Resultante   zweier  Kräfte  AB 
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und  A  D,  die  auf  den  Punkt  Ä  wirken,  und  dieser  erleide  eine 
unendlich  kleine  Verschiebung  3  in  der  Richtung  von  AL 
In  §  30  wurde  gezeigt,  daß  die  Projektion  von  A  C  auf  diese 
Richtung  die  algebraische  Summe  der  Projektionen  von  AB 
und  AD  ist.  Multipliziert  man  die  Gleichung,  welche  dies 
ausdrückt,  mit  d\  so  kommt  man  zu  dem  Satze: 

Die  Arbeit  der  Resultante  ist  die  algebraische  Summe  der 
Arbeit  der  einen  und  der  Arbeit  der  anderen  Kraft, 

Man  kann  diesen  Satz  auf  mehr  als  zwei  Kräfte  aas- 
dehnen und  er  gilt  für  jede  Bewegung,  da  man  immer  die 
Bahn  in  unendlich  kleine  Stücke  teilen  und  für  jedes  Stück 
das,  was  wir  soeben  gefunden  haben,  anwenden  kann. 

Wir  wollen  z.  B.  annehmen,  daß  ein  materieller  Punkt 
unter  dem  Einfluß  der  Anziehung  von  zwei  festen  Zentren  eine 
krumme  Linie  beschreibt  Die  Anziehung  K^  von  dem  ersten 
Zentrum  soll  sich  dabei  in  Richtung  und  Größe  unaufhörhch 
ändern,  und  die  Anziehung  K^  vom  zweiten  Zentrum  ebenfalls. 
Wenn  man  weiß,  wie  es  sich  hiermit  verhält,  so  kann  man 
in  jedem  Punkt  der  Bahn  die  Resultante  R  von  K^  und  K^ 
bestimmen.  Berechnet  man  nun  in  der  in  §  120,  d  angegebenen 
Weise  für  einen  beliebigen  Teil  der  Bahn 


1. 

die  Arbeit  A^^  von  K^, 

2. 

»              »           -^Kt       ff       ^%f 

3. 

»              >>           -^R        »       ""> 

so  ist 

Ar  =  Ak^  +  Ae^. 

§  122.  Znsammenhang  zwischen  der  Arbeit  und  der  kine- 
tischen Energie.  Wenn  ein  materieller  Punkt  sich  unter  dem 
Einfluß  einer  einzigen  Kraft  bewegt,  so  ist  wahßrtfnd  eines  be- 
liebigen Zeitraumes  die  Arbeit  der  Kraft  gleich  der  Zunahme  der 
kinetischen  Energie  des  Punktes,  Diesen  Satz  haben  wir  bereits 
in  §  116  für  den  Fall  bewiesen,  daß  die  Richtung  der  Be- 
wegung mit  der  Richtung  der  Kraft  zusammenfällt;  wir  können 
jetzt  einsehen,  daß  er  allgemein  gilt  Die  Sache  ist  einfach, 
wenn  eine  konstante  Kraft  K,  die  der  Bewegung  entgegen- 
gesetzt gerichtet  ist,  die  Geschwindigkeit  vermindert  Wir 
können  dann  schließen  wie  auf  S.  172,  nur  muß  die  Formel 
(4j  durch 
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die    von    der 


V  —  V i 

m 

ersetzt  werden,  während  die  Arbeit  der  Kraft  gegeben  ist  durch 
Aach  hier  ergibt  sich  wieder 

Diese  Gleichung,  in  welcher  jetzt  beide  Seiten  negativ 
sind,  drückt  den  zu  beweisenden  Satz  aus,  der  übrigens  in  engem 
Zusammenhang  steht  mit  dem  Satz  von  S.  172,  daß  die  Ver- 
minderung der  kinetischen  Energie  gleich  der  Arbeit  ist^  welche 
der  Körper  selbst  verrichtet 

Auch    in    dem    Falle    einer    Bewegung, 
Richtung  der  Kraft   abweicht,   beginnen    wir 
mit    dem   Fall    einer   Kraft   von    konstanter 
Richtung  und   Größe.      Die   Bahn  ist   dann, 
wie   wir   wissen,   eine  Parabel  (Fig.  97);    die 
Projektion   des  materiellen  Punktes  auf  eine 
Linie   LL\    die   der  Kraft  K  parallel  läuft, 
hat  eine  gleichförmig  beschleunigte  oder  ver- 
zögerte Bewegung,  während  die  Komponente 
der  Geschwindigkeit  senkrecht  zu  LL'  einen 
konstanten  Wert  w  hat.     Legt  nun  während 
der  Zeit  t  der  Punkt  den  Teil  Ä  B  der  Bahn 
zurück   und   bezeichnet   man   mit  v  und  v   die  Geschwindig- 
keiten in  A  und  B  und  mit  u  und  u  die  Geschwindigkeiten,  welche 
die  Projektion   in   den  Punkten  a  und  h  hat,  so  ist 
ah  =  \{u!  +  u)tf 

und  da  t/— w  die  Geschwindigkeit  ist,   welche    der  Punkt  in 
der  Zeit  t  zu  der  bereits  vorhandenen  hinzubekommen  hat, 


jr  = 


m{u'—  u) 


Die  Arbeit  der  Kraft  ist  nun  (§  120,d) 
A^  K  X  ab, 
wofür  man  schreiben  kann 

A=-\m{u'^--u^), 
oder,  da 
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r-  =  tr  +  yp'     und     v^  =  u^  +  w^ 
ist. 

Man  kann  sich  leicht  davon  überzeugen,  daß  dies  auch  so 
ist,  wenn  der  Punkt  während  des  betrachteten  Zeitraumes  der 
Wirkung  der  Kraft  entgegen  in  der  Parabel  „steigt";  nur  sind 
dann  beide  Seiten  der  Gleichung  negativ. 

Wir  können  nun  schheßlich  den  Satz  auf  die  Bewegung 
unter  dem  P^influß  einer  Kraft  ausdehnen,  die  sich  in  beliebiger 
Weise  nach  Richtung  und  Größe  ändert.  Man  kann  nämlich 
den  betrachteten  Zeitraum  in  unendlich  kleine  Teile  zerlegen 
und  annehmen,  daß  sich  während  jedes  dieser  Teile  die  Rich- 
tung und  die  Größe  der  Kraft  nicht  ändert.  Zugleich  mit  der 
Geschwindigkeit  v  ändert  sich  auch  die  kinetische  Enetgie 
\mv^  von  Augenblick  zu  Augenblick,  und  man  kann  nach 
der  gefundenen  Formel  sagen:  die  (positive  oder  negative) 
Arbeit  der  Kraft  während  des  ersten  Zeitelements  ist  gleich 
der  (positiven  oder  negativen)  Zunahme  von  \mv^. 

Eine  solche  Gleichung  kann  für  jedes  Element  aufgestellt 
werden.  Addiert  man  alle  diese  Gleichungen,  so  kommt  man 
zu  dem  Satze: 

Die  gesamte  Arbeit  der  Kraft  ist  gleich  der  gesamten 
Zunahme  von  \mv^, 

§  128.  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  unter  dem 
Einfluß  von  mehr  als  einer  Kraft.  Man  kann  für  jeden  Augen- 
blick die  sämtlichen  wirkenden  Kräfte  zu  einer  einzigen  zu- 
sammensetzen, und  die  Arbeit  dieser  letzteren  ist  dann  gleich 
der  Änderung  der  kinetischen  Energie.  Mit  Rücksicht  auf  das 
in  §  121  Bewiesene  kann  man  aber  auch  sagen: 

Die  Zunahme  der  kinetischen  Energie  ist  gleich  der  algebraischen 
Summe  der  Arbeiten  der  verschiedenen  Kräfte,  die  auf  den  materiellen 
Punkt  mrken,  oder,  wie  man  auch  zu  sagen  pflegt,  gleich  der 
gesarrden  Arbeit  aller  dieser  Kräfte, 

Man  braucht  daher  bei  der  Anwendung  des  Satzes  die 
Kräfte  nicht  erst  zusammenzusetzen. 

In  vielen  Fällen  wird  die  Sache  noch  dadurch  vereinfacht, 
daß  eine  der  Kräfte  fortwährend  senkrecht  auf  der  Bewegungs- 
richtung steht  und  also  keine  Arbeit  verrichtet. 
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§  124.  Anwendimgen.  a)  Es  seien  A  und  B  zwei  hori- 
zontale Ebenen,  von  denen  die  erstere  im  Abstand  h  über  der 
letzteren  liegt.  Wenn  dann  ein  materieller  Punkt,  auf  den 
die  Schwerkraft  wirkt,  in  beliebiger  Richtung  mit  der  Ge- 
schwindigkeit V  von  einem  Punkt  in  A  ausgeht,  so  kann  man 
leicht  die  Geschwindigkeit  v  berechnen,  mit  der  er  die  Ebene  B 
erreicht.  Ist  nämUch  m  die  Masse  des  Punktes,  also  mg  sein 
Gewicht,  so  ist  die  Arbeit  der  Schwerkraft  mghy  woraus  folgt: 

\'mv"^  —  ^mv^—  mgh, 
also 

v'  =  '^v^~+2gh. 

Wenn  dagegen  der  Punkt  mit  einer  Geschwindigkeit  v  von 
der  unteren  Ebene  ausgeht,  so  erreicht  er  die  obere  Ebene, 
wenn  dies  überhaupt  eintritt,  mit  der  Geschwindigkeit 

v'  =  ^v^-2gh. 

Bei  diesen  Gleichungen  ist  es  einerlei,  in  welcher  Rich- 
tung die  Bewegung  anfängt  und  welcher  Punkt  der  zweiten 
Ebene  getroffen  wird.  Man  kann  z.  B.  den  Punkt  mit  der 
Anfangsgeschwindigkeit  v  von  der  Ebene  B  in  vertikaler  oder 
auch  in  einer  solchen  schiefen  Richtung  nach  A  steigen  lassen, 
daß  der  Scheitel  der  beschriebenen  Parabel  gerade  in  A  liegt. 
In  beiden  Fällen  wird  diese  Ebene  mit  derselben  Geschwindig- 
keit v'  erreicht,  aber  in  dem  einen  Fall  ist  diese  Geschwindig- 
keit vertikal  und  im  anderen  Fall  horizontal  gerichtet. 

Bei  der  paraboUschen  Bewegung  hat  der  Körper  in  zwei 
Punkten,  die  auf  verschiedenen  Seiten  des  Scheitels  der  Bahn 
in  gleicher  Höhe  liegen,  dieselbe  Geschwindigkeit. 

b)  Es  soll  die  Endgeschwindigkeit  eines  Körpers  ermittelt 
werden,  der  auf  einer  vollkommen  glatten  schiefen  Ebene 
eine  Strecke  s  herabfällt.  Man  kann  zu  diesem  Zwecke  zu- 
nächst die  Dauer  t  der  Bewegung  bestimmen.  Ist  nämlich 
der  Neigungswinkel  a,  so  ist  die  Beschleunigung  gsina,  und 
man  hat 

/~  2  s 

8  =  irgsina.i^,    also    <  =  1/ — ; 

2  ^  y  gaina 

Hieraus  folgt  für  die  Endgeschwindigkeit 


V  =  gsina.t  =  '^2gssma (8) 
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Dieses  Kesultat  findet  man  leichter  mit  Hilfe  des  Satzes 
des  vorhergrliendeii  Paragraphen.  Auf  den  Körper  wirkt 
nämlich  die  Schwerkraft  und  der  Widerstand  der  Ebene,  aber 
die  letztere  Kraft  verrichtet  keine  Arbeit,  da  sie  senkrecht  auf 
diT  Bewegungsrichtung  steht.  Ist  m  die  Masse,  so  ist  das 
Gewicht  my  und  die  Arbeit  der  Schwerkraft  mgh^  wenn  man 
mit  h  die  Fallhöhe  in  vertikaler  Richtung  bezeichnet.  Folglich  ist 

und 

v  =  f2Tk, (9) 

was   in   die  Formel  (8)  übergeht,    wenn   man  h  =  s%ma  setzt 

('-)  Die  zuletzt  befolgte  Methode  hat  den  Vorzug,  daß  sie 
auf  einen  Körper  angewandt  werden  kann,  der  auf  einer  be- 
liebig gekrümmten  vollkommen  glatten  Fläche  eine  vertikale 
Höhe  //  herablallt.  Auch  in  diesem  Falle  verrichtet  nämlich  der 
Widerstand  der  Fläche  keine  Arbeit.  Man  kommt  wieder  zu 
der  Formel  (9)  und  sieht  also,  daß  die  Endgeschwindigkeit  un- 
abhi'ingig  von  der  Gestalt  der  Fläche  ist,  obgleich  ihre  Richtung 
und  die  für  die  Bewegung  erforderliche  Zeit  sehr  verschieden 
sein  kann.  Immer  ist  r  ebenso  groß  um  heim  freien  Fall  von  einer 
Höhe  h.  Dies  ist  auch  der  Fall,  wenn  der  Körper  an  einem 
undehnbaren  Faden  befestigt  ist  (mathematisches  Pendel).  Die 
Spannung  des  Fadens  verrichtet  nämlich  keine  Arbeit,  weil  sie 
senkrecht  auf  dem  Kreisbogen  steht,  den  der  Körper  beschreibt 

d)  Hat  ein  solcher  an  einem  Faden  aufgehängter  Körper 
oder  ein  Körper,  der  auf  einer  gekrümmten  Fläche  bleiben 
muß,  in  einer  seiner  Lagen  die  Geschwindigkeit  v,  so  hat  er 
in  einer  beliebigen  tieferen  Lage,  wenn  der  Höhenunterschied 
h  ist,  die  Geschwindi»jkeit 

Dagegen  ist  in  einem  Punkt,   in  welchem  die  vertikale  Höhe 
um  h  größer  ist  als  im  Ausgangspunkt,   die  Geschwindigkeit 

Ist  //  =  0,  so  wird  v  =  r,  Kin  mathematisches  Pendel  hat 
also  dieselbe  Geschwindigkeit  in  zwei  Lagen,  die  auf  beiden 
Seiten  gleiohweit  von  der  Gleichgewichtslage  entfernt  sind. 
Beim  Übergang  aus  der  einen  Lage  in  die  andere  hat  nämlich 
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5  Schwerkraft  erst  eine  positive  und  dann  eine  ebenso  große 
gative  Arbeit  geleistet. 

Man  wird  nun  einsehen,  daß,  wenn  die  Bewegung  keinen 
iderstand  zu  überwinden  hat,  ein  mathematisches  Pendel 
5ht8  und  links  von  der  Gleichgewichtslage  immer  denselben 
Lsschlag  erreichen  muß. 

e)  Wird  dem  Körper  eines  solchen  Pendels,    während  er 

h  in  der  Gleichgewichtslage  befindet,  durch  einen  plötzlichen 

3ß  eine  kleine  horizontale  Geschwindigkeit  erteilt,  so  steigt 

auf  dieselbe  vertikale  Höhe  wie  ein  Körper,   der  mit  der- 

Iben  Anfangsgeschwindigkeit  vertikal  in  die  Höhe  geworfen  wird. 

§  125.  System  materieller  Funkte.  Wenn  man  den  Satz 
n  §  122  auf  jeden  einzelnen  Punkt  anwendet  und  dann 
diert,  kommt  man  zu  dem  Schluß,  daß  bei  einer  beliebigen 
jwegung  des  Systems  die  Zunahme  der  gesamten  kinetischen 
lergie  (§  116)  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Arbeiten  aller 
'äfte  ist,  die  auf  die  Punkte  wirken. 

Bei  der  Berechnung  kann  man  die  Kräfte  in  beliebiger 
eise  in  Gruppen  verteilen  und  zunächst  für  jede  Gruppe  die 
pbeit  hestimmen.  Man  kann  z.  B.  mit  den  äußeren  Kräften 
fangen,  d.  h.  mit  denjenigen,  die  von  außen  auf  das  S^^stem 
rken,  und  dann  die  inneren  Kräfte  betrachten,  welche  die 
skteriellen  Punkte  aufeinander  ausüben.  Man  muß  dabei  he- 
nken, daß,  wenn  K  die  Kraft  ist,  die  der  Punkt  F  auf  den 
inkt  P  ausübt,  und  K'  die  Kraft,  mit  der  P  auf  P'  wirkt. 
?  Arbeit  beider  in  Rechnung  gebracht  werden  muß.  Die  Arbeit 
n  K  hängt  von  der  Verschiebung  von  P,  die  Arbeit  von  K' 
Lgegen  von  der  Verschiehung  von  P'  ab. 

§  126.  Energie  der  Lage  im  Pall  der  Schwerkraft.  Wir 
)llen  annehmen,  man  habe  es  bei  irgend  einer  Erscheinung 
it  einem  Körper  vom  Gewicht  P  zu  tun,  der  bei  seiner  Be- 
rgung immer  über  einer  gewissen  horizontalen  Ebene  F,  z.  B, 
aer  Tischplatte  bleibt  Befindet  er  sich  in  einer  bestimmten 
Ige,  die  wir  mit  dem  Buchstaben  A  bezeichnen  wollen, 
einer  Höhe  h  über  dieser  Ebene,  so  kann  das  Medium, 
dchem  wir  die  auf  den  Körper  wirkende  Kraft  zuschreiben, 
ae  Arbeit  Ph  auf  den  Körper  tun,  wenn  sich  dieser  nach 
ir  Ebene    V  bewegt     Wir   drücken  dies  dadurch    aus,   daß 
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wir  sagen,  dnß  das  Mediwni  hei  der  Lage  Ä  des  Körpers  das  Ärbeüs" 
vfrmötffn  oder  die  Energie 

U^Ph (10) 

Da  diese  Größe  tod  der  Lage  des  Körpers  abhängt,  hat 
man  ihr  den  Namen  Energie  der  Lage  gegeben.  Man  sagt  aucli 
olt,  der  Körper  scll)st  besitze  diese  Energie.  Zu  dieser  nicht 
ganz  richtigen  Redeweise  ist  man  gekommen,  weil  man  das 
Medium  außer  Betracht  lassen  wollte. 

Ks  gilt  jetzt  wieder  die  Regel  von  §  114;  wenn  der  Körper 
fällt,  aber  nicht  ganz  bis  in  die  Ebene  V,  so  ist  die  Arbeit, 
welche  das  Medium  tut,  gleich  der  Verminderung  seiner  Energie. 
Ist  nämlich  die  Höhe  erst  h  und  dann  ä',  so  ist  die  Fallhöhe 
in  vertikaler  Richtung  h—h',  und  also  (§  120,  d)  die  Arbeit 
J'(ßt  —  ßi),  einerlei,  auf  welcher  Linie  der  Körper  aus  der  einen 
Lage  in  die  andere  übergegangen  ist  Da  die  Energie  der 
La^'e  erst  durch  Ph  und  später  durch  Ph'  ausgedrückt  wird, 
so  ist  wirklich  die  Arbeit  der  SchwerJcraft  gleich  der  Verminderung 
der  Energie  der  Lage, 

Daß  diese  Kegel  auch  gilt,  wenn  h'  >  h  ist,  in  welchem 
Falle  sowohl  die  Arbeit  als  auch  die  Verminderung  der 
Energie  der  Lage  negativ  wird,  braucht  kaum  gesagt  zu  werden. 

Ks  sind  jetzt  noch  einige  Bemerkungen  zu  machen,  zu 
denen  früher  weniger  Veranlassung  vorhanden  war.  Wir  haben 
am  Anfang  dieses  Kapitels  den  Satz  ausgesprochen,  daß  die 
Arbeit,  welche  ein  Körper  beim  Übergang  aus  einem  gewissen 
Anfangszustand  in  einen  gewissen  Endzustand  verrichtet,  gleicli 
der  Verminderung  seiner  Energie  ist;  dabei  stellten  wir  uns 
vor,  daß  die  Energie  in  jedem  Zustand  einen  bestim/mieyi  Wert 
hat.  Nun  kann  es  vorkommen,  daß  der  Übergang  aus  dem 
einen  Zustand  in  den  anderen  in  verschiedener  Weise  statt- 
finden kann,  nämlich  mit  verschiedenen  Zwischenzuständen, 
was  wir  dadurch  ausdrücken  wollen,  daß  wir  sagen,  der  Über- 
gang könne  auf  verschiedenen  Wegen  geschehen.  Der  soeben 
genannte  Satz  hat  nur  dann  Sinn,  wenn  die  Arbeit  des  Körpers 
bei  jeder  Reihe  von  Veränderungen,  in  welcher  Anfangs-  und 
Endzustand  dieselben  sind,  denselben  Wert  hat.  Wäre  dies 
nicht  der  Fall  und  hätte  die  Arbeit  auf  dem  einen  Wege  den 
Wert  A  und  auf  dem  anderen  Wege  den  davon  verschiedenen 
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Wert  Ä^  80  würde  man  nicht  wissen,  ob  man  den  Unterschied  der 
Energie  im  Anfangs-  und  Endzustand  gleich  A  oder  gleich  Ä 
zu  setzen  hätte.  Von  einem  bestimmten  Arbeitsvermögen  könnte 
dann  keine  Rede  sein  und  ebensowenig  von  einem  Gesetz  der 
Erhaltung  des  Arbeitsvermögens.  Biesen  Gesetz  ist  denn  atcch  nicht 
selbstverständtieh,  sondern  beruht  auf  dem  aus  der  Beobachtung  ab- 
geleiteten  Satz,  daß  die  Arbeit,  welche  ein  Körper  beim  Übergang 
aus  dem  einen  Zustand  in  den  anderen  verrichtet,  stets  unabhängig 
von  den  durchlaufenen  Zwischenzu^tänden  ist. 

Von  verschiedenen  Wegen,  auf  denen  der  Übergang  statt- 
finden kann^  war  bei  einer  Spiralfeder,  die  sich  zusammenzieht, 
oder  einem  Gas,  welches  sich  ausdehnt,  keine  Rede,  wohl  aber 
bei  der  Verschiebung  eines  Körpers,  auf  den  die  Schwerkraft 
¥drkt.  Deshalb  wurde  ausdrücklich  daraufhingewiesen,  daß  es 
es  bei  der  Bestimmung  der  Arbeit  gleichgültig  ist,  welche 
Zwischenlagen  der  Körper  einnimmt  und  welche  Zustände  das 
Medium  durchläuft.  Was  das  letztere  betriflft,  so  bemerken 
wir,  daß  man  sich  die  Sache  so  vorstellen  muß,  daß  jeder 
Lage  des  Körpers  ein  bestimmter  Zustand  des  Mediums  ent- 
spricht 

Ein  anderer  Punkt,  der  Beachtung  verdient,  ist  die  Wahl 
der  Ebene  F,  bis  in  welche  wir  den  Körper  fallen  ließen.  Da 
die  Wahl  unbestimmt  ist  und  man  z.  B.  anstatt  der  Tischplatte, 
über  der  ein  Versuch  ausgeführt  wird,  auch  den  Fußboden 
des  Zimmers  oder  eine  noch  tiefer  liegende  Ebene  wählen 
kann,  so  besteht  auch  eine  Unbestimmtheit  in  dem  Werte  der 
Energie  U.  Dies  ist  auch  natürlich,  da  diese  Größe  die  Arbeit 
ausdrückt,  die  das  Medium  bei  der  Bewegung  bis  zur  fest- 
gesetzten Grenze  verrichten  kann,  ebenso  v^de  man  auch  bei 
einer  Spiralfeder  jedesmal  die  Arbeit  ins  Auge  fassen  könnte, 
die  bei  der  Zusammenziehung  bis  auf  eine  bestimmte  festgesetzte 
Länge,  nicht  bis  zur  vollständigen  Entspannung  verrichtet  wird. 

Man  könnte  die  Ebene  V  selbst  so  wählen,  daß  der  Körper 
unter  sie  kommen  kann.  In  diesem  Falle  müßte  man  den 
Abstand  des  Körpers  von  der  Ebene  als  eine  negative  Größe 
betrachten  und  unter  der  Energie  der  Lage  das  Produkt  aus 
dem  Gewicht  und  diesem  negativen  Abstand  verstehen.  Daß 
jetzt  der  Betrag  des  „Arbeitsvermögens"  negativ  ist,  mag  etwas 
seltsam  klingen,   aber   es   ist   insofern  nichts  dagegen   einzu- 
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w>'ii(lf'ri,  als  wirklich,  wenn  der  Körper  unter  der  Ebene  ist, 
die  Schwerkraft  bei  der  Verschiebung  in  diese  Ebene  eine 
n<  pative  Arbeit  tun  kann.  Auch  bleibt  bei  der  letzteren  Wahl 
der  Kheiie  der  Satz  bestehen,  daß  bei  jeder  Verschiebung  nach 
olieii  oder  nach  unten,  die  Arbeit  der  Schwerkraft  gleich  der 
'nach  clen  Ke<;eln  der  Algebra  berechneten)  Verminderung  der 
Energie  der  Lage  i-t. 

In  den  tollenden  Paragraphen  wird  der  Begriff  der  Energieder 
iM'je  oder,  wie  man  sie  auch  nennt,  Aer potentiellen  Energie  noch  auf 
einij^e  andere  Fälle  ausgedehnt  werden;  daß  dabei  viel  von  dem 
Vorherf?ehenden  mit  geringer  Abänderung  wiederholt  werden 
könnte,  wird  man  leicht  einsehen.  Jetzt  weisen  wir  noch  darauf 
hin,  wie  man  im  AnscliIuB  an  das  soeben  Gesagte  im  allgemeinen 
die  Enerp;ie  eines  Systems  von  Körpern  definieren  kann.  Man 
muß  zu  diesem  Zwecke  damit  beginnen,  unter  allen  Zuständen, 
die  das  System  annehmen  kann,  einen  bestimmten  Zustand  zu 
wählen,  mit  dem  alle  anderen  verglichen  werden  sollen,  den 
man  den  ,,Xullzustand"  nennen  und  mit  dem  Buchstaben  ^V 
))ezeichnen  kann.  Die  Energie  des  Systems  in  einem  beliebi- 
gen Zustand  .1  wird  dann  durch  die  Arbeit  bestimmt^  die  es 
verrichtet,  wenn  es  aus  diesem  Zustand  in  den  Nullzustand 
ü))ergeht.  Ist  ferner  U  diese  Energie  und  ist  TT  die  Energie 
in  einem  anderen  Zustand  Ä,  dann  ist  ü  —  ü'  die  Arbeit  beim 
Ül)erganf(  von  A  nach  A\  Denn  U  ist  die  Arbeit  des  Systems 
bei  jedem  Übergang  von  A  nach  N,  also  auch,  wenn  es  erst 
von  A  nach  Ä  und  dann  von  Ä'  nach  JV  übergeht  Die  Arbeit 
beim  Übergang  von  A  nach  A'  wird  also  gefunden,  wenn  man 
die  Größe  U  um  die  Arbeit  vermindert,  die  das  System  noch 
beim  Übergang  von  Ä  nach  N  verrichtet,  d.  h.  um   ZT. 

§  127.  Energie  der  Lage  bei  einem  Körper,  der  von  einem 
festen  Funkt  angezogen  wird.  Es  sei  O  (Fig.  98)  der  feste 
Punkt,  und  die  Größe  der  Anziehung  hänge  von  der  Entfernung 
von  0  ab.  Man  kann  beweisen,  daß  die  Arbeit  bei  einer  Ver- 
schiebung z.  B.  von  A  nach  B  vollkommen  bestimmt  ist,  sobald 
di(}  LüfTQ  dieser  Punkte  gegeben  ist;  die  Arbeit  ist  nämlich 
di(iS(ilbe  für  alle  Wege  zwischen  A  und  B,  von  denen  in  der 
Figur  zwei  angegeben  sind. 

Man  kann  sogar  beweisen,  daß  die  Arbeit  nur  von  den 
iMitlcrnungen  von   0  am  Anfang  und  am  Ende  der  Verschie- 
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bmig  abhängt.  Geht  der  Körper  einmal  auf  einem  der  Wege 
AB  und  ein  andermal  auf  dem  Weg  AB.  so  ist  in  beiden 
Fällen  die  Arbeit  der  Anziehung  dieselbe,  wenn  0A=  OÄ 
und  0B=  OB  ist. 

Wir  wählen  nun  eine  beliebige  Stelle  G,  am  besten  so 
nahe  bei  0  gelegen,  daß  die  Entfernung  von  O  bei  den  be- 
trachteten Bewegungen  niemals 
kleiner  als  0  C  wird,  und  an 
der,  wenn  sie  einmal  gewählt 
ist,  im  Laufe  eines  Problems 
nichts  geändert  wird.  Unter  der 
Energie  der  Lage,  die  der  Körper 
in  einer  beliebigen  Lage  F  hat, 
verstehen  mir  dann  die  Arbeit, 
welche  die  Anziehung  bei  einer 
Verschiebimg  von  P  nach  C  ver- 
richten kann. 

Da  die  Anziehung  eine  positive  Arbeit  bei  Annäherung  an 
O  verrichtet,  ist  die  Energie  der  Lage  um  so  größer,  je  weiter 
der  Körper  von  0  entfernt  ist;  sie  ist  für  alle  Lagen  gleich 
groß,  die  gleiche  Entfernung  von  O  haben. 

Es  sei  17^  der  Wert  der  potentiellen  Energie  des  Körpers 


Fig.  98. 


in   P, 


U^   der  Wert-  derselben  in 


Q\    dann    ist    U  —  ü    die 


Arbeit  der  Anziehung  bei  einer  Verschiebung 
von  P  nach  Q.  Man  kann  nämlich  den  Körper 
erst  von  P  nach  Q  und  dann  nach  C  gehen 
lassen.  Die  Arbeit  für  den  ganzen  Weg  PQC 
ist  dann  ü^,  die  für  den  Weg  Q  C  hat  den  Wert 
U^  und  die  Arbeit  für  den  Weg  PQ  wird  aus 
diesen  Werten  durch  Subtraktion  gefunden. 

Bei  abstoßenden  Kräften  gilt  mit   geringen 
Abänderungen   alles   hier   Gesagte.     Man   wählt 
jedoch  jetzt  den  Punkt  am  besten  so,   daß  die 
Entfernung   des  Körpers  bei  seiner  Bewegung  niemals  größer 
als  O  C  wird. 

Beweis  des  oben  erwähnten  Satzes.  Der  Körper  bewege  sich  von 
Ä  nach  B  (Fig.  99),  und  ein  zweiter  Körper,  der  von  0  nach  demselben 
Gesetz  angezogen  wird,  bewege  sich  auf  der  geraden  Linie  Ä  0  so,  daß 
er  in  jedem  Augenblick  ebensoweit  wie  der  erste  von  0  entfernt  ist. 


Fig.  99. 
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C />  sei  tdiiEleineut  von  J  Bund  es  sei  Oe«  OC,0<f«  OD,  Ob^OB. 
Mau  bt'Wi'ist  leiclit,  daß  die  Arbeit  für  den  Weg  OD  dieselbe  ist  wie 
für  den  \Ve^  r  (/,  und  sohlieÜt  hieraus,  daß  auch  für  den  ganzen  Weg 
A  B  diu  Arbeit  ebenso  groß  ist  wie  fiir  A  h.  Die  Arbeit  f&r  den  letzteren 
Weg  kann  nur  von  den  Entfernungen  0 A  und  Oh  =  OB  abhängen. 
Hei  dieser  Betrachtung  braucht  die  Linie  A  B  nicht  in  einer  Ebene 
zu  liegen. 

§  128.  Anziehimg  oder  AbstoBung  dnroli  ein  beliebiges 
festes  System.    Kraftfeld.    Kraftlinien  und  Hiveanflächen.   Wir 

stcllon  uns  jetzt  vor,  daß  ein  materieller  Punkt  nicht,  wie  in 
Fig.  D8,  durch  einen  einzelnen  Punkt  O,  sondern  durch  eine 
beliebige  Anzahl  von  Punkten  angezogen  wird,  die  zusammen 
ein  System  M  (Fig.  100)  bilden.  Bei  einer  Verschiebung  des 
Punktes  findet   man    dann    die  Arbeit   der  gesamten  auf  ihn 

wirkenden  Kraft  (§  126)  dadurch,  daß 
man  die  Arbeit  jeder  Anziehung  be- 
sonders berechnet  und  die  algebraische 
Summe  bildet  Mankann daher,  nachdem 
man  eine  gewisse  Lage  (entsprechend 
der  Lage  G  in  Fig.  98)  angenommen  hat, 
nach  welcher  man  sich  vorstellt,  daß 
sich  der  Punkt  hinbewegen  kann,  sagen, 
daß  der  Punkt  in  jeder  Lage,  die  er 
wirklich  einnimmt^  eineEnergie  der  Lage 
hat,  die  man  findet,  indem  man  die  potentielle  Energie  nimmt, 
die  erin.bezug  auf  jeden  der  anziehenden  Punkte  besitzt,  und 
dann  addiert  Bei  jeder  Verschiebung  ist  die  Arbeit  der  Kraft 
wieder  gleich  der  Verminderung  der  Energie  der  Lage. 

Ist  für  jede  Lage,  die  ein  materieller  Punkt  in  einem  ge- 
wissen Eaum  haben  kann,  die  Kraft,  welche  auf  ihn  wirkt, 
gegeben,  so  kann  man  eine  Linie  ziehen,  die  überall  die  Rich- 
tung dieser  Kraft  hat.  Man  kann  nämlich  an  einer  beliebigen 
Stelle  den  beweglichen  Punkt  einen  unendlich  kleinen  Weg  in 
der  Richtung  der  Kraft  zurücklegen  lassen,  die  im  Ausgangs- 
punkt auf  ihn  wirkte.  Er  erreicht  dann  eine  Lage,  in  welcher 
eine  etwas  andere  Kraft  auf  ihn  wirkt  als  anfangs;  man  kann 
ihm  nun  eine  zweite  unendlich  kleine  Verschiebung  in  der 
Ilichtung  dieser  Kraft  geben.  Eine  dritte  Verschiebung  kann 
in  der  Richtung  der  von  neuem  veränderten  Kraft  erfolgen; 
fährt  man  so  fort,  so  bekommt  man  die  betreffende  Linie,  die 


Fig.  100. 
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eine  Kraftlinie  genannt  wird.  Der  Raum  selbst,  in  welchem 
derartige  Linien  gezogen  werden  können,  heißt  ein  Kraftfeld. 

In  Fig.  100  stellen  die  verschiedenen  nach  M  gezogenen 
Linien  Kraftlinien  vor. 

Läßt  man  den  beweglichen  Punkt  von  A  aus  einen  un- 
endlich kleinen  Weg  senkrecht  zur  Kraftlinie  durchlaufen,  so 
verrichtet  die  Kraft  keine  Arbeit;  die  Energie  der  Lage  bleibt 
also  unverändert.  Da  man  einer  solchen  Verschiebung  senk- 
recht zur  Kraftlinie  verschiedene  Richtungen  geben  kann,  so 
existiert  eine  unendlich  kleine  Ebene,  in  welcher  die  poten- 
tielle Energie  überall  denselben  Wert  hat  wie  in  Ä.  Nachdem 
der  bewegliche  Punkt  dieses  Element  durchlaufen  hat,  kann 
er  immer  in  einer  Richtung  senkrecht  zur  Kraftlinie,  auf  der 
er  sich  gerade  befindet,  weitergehen.  Es  kann  also,  wie  man 
sieht,  eine  Fläche  angegeben  werden,  welche  die  Kraftlinien 
überall  rechtwinklig  schneidet  und  welche  die  Eigenschaft  hat, 
daß  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Energie  der  Lage  denselben 
Wert  hat. 

In  Fig.  100  sind  zwei  dieser  Flächen,  die  die  anziehende 
Masse  umgeben,  gezeichnet;  auf  der  äußeren  ist  natürlich  die 
potentielle  Energie  am  größten. 

Wäre  eine  dieser  Flächen  aus  einem  festen  Stoff  ver- 
fertigt und  würde  der  bewegliche  Punkt  auf  die  Fläche  gelegt, 
so  würde  er  durch  die  Kraft,  welche  auf  ihn  wirkt,  nicht  ver- 
schoben werden.  Daher  nennt  man  diese  Flächen  OleiohgewichtS' 
flächen.  Sie  werden  auch  Niveauflächen  genannt,  und  zwar  weil 
eine  Flüssigkeit,  die  den  betrachteten  Kräften  unterworfen  ist, 
von  einer  solchen  Fläche  begrenzt  sein  kann. 

In  dem  Raum  um  einen  einzelnen  anziehenden  Punkt  O 
sind  diese  Flächen  Kugeln  mit  dem  Mittelpunkt  0\  die  Kraft- 
linien sind  gerade  Linien  und  nach  O  gerichtet. 

Dasselbe  gilt,  wenn  man  von  kleinen  Abweichungen  ab- 
sieht, vom  Kraftfeld  der  Schwerkraft,  welches  die  Erde  umgibt. 
Für  einen  Raum  von  geringen  Dimensionen,  wie  z.  B.  ein 
Zimmer,  in  welchem  wir  unsere  Versuche  ausführen,  kann  man 
jedoch  die  Kraftlinien  als  parallele  gerade  Linien,  die  Niveau- 
flächen als  Ebenen  senkrecht  zu  diesen  Linien  und  die  Kraft 
als  überall  gleichgroß  betrachten. 

ESn  Kraftfeld  von  diesen  Eigenschaften  heißt  homogen, 

Lorents,  Lehrbaoh  der  Physik.    I.  "V^ 
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Mit  geringen  Abänderungen  gilt  das  hier  G-esagte  auch 
dann,  wenn  abstoßende  Kräfte  wirken. 

§  129.  Energie  der  Lage  bei  einem  System  materieller 
Funkte,  die  sich  einander  anriehen  oder  abstoßen.  Wenn  wir 
von  der  Lage  eines  solchen  Systems  sprechen,  so  wollen  wir 
dabei  an  die  Lage  aller  Punkte  denken,  so  daß  man  die  Lage 
eines  jeden  Punktes  angeben  muß,  um  die  Lage  des  Systems 
zu  bestimmen.  Man  kann  nun  wieder  beweisen,  daß  die  Arbeit 
der  Kräfte  nur  von  der  Anfangslage  und  der  Endlage  abhängt 
Unter  allen  möglichen  Lagen  können  wir  eine  auswählen, 
die  wir  mit  dem  Buchstaben  N  bezeichnen  und  mit  welcher 
wir  alle  anderen  vergleichen  wollen.  Die  Arbeit,  u^elche  die  Kräfk 
verrichten  können,  wenn  das  System  aus  einer  beliebigen  Lage  Ä  in 
die  Lage  X  übergekt,  wird  die  potentielle  Energie  in  der  Lage  Ä 
genannt, 

Ist  nun  Ä'  eine  zweite  beliebige  Lage,  so  hat  das  System 
auch  in  dieser  eine  bestimmte  potentielle  Energie,  und  die 
Arbeit,  welche  die  Kräfte  beim  Übergang  von  A  nach  Ä  verrichten^ 
ist  gleich  der  Verminderung  der  potentiellen  Energie. 

Ziehen  sich  die  materiellen  Punkte  an,  so  ist  die  Energie 
der  Lage  um  so  größer,  je  weiter  die  Punkte  voneinander 
entfernt  sind;  sind  die  Kräfte  abstoßend,  so  nimmt  die  poten- 
tielle Energie  mit  der  Entfernung  ab. 

Im  allgemeinen  wird  jeder  Punkt  des  Systems  von  allen  anderen 
oder  wenigstens  von  einigen  anderen  angezogen  oder  abgestoßen,  man 
braucht  aber  (§  121)  bei  der  Bestimmung  der  Arbeit  die  verschiedenen 
Kräfte,  die  auf  ein  und  denselben  Punkt  wirken,  nicht  erst  zusammen- 
zusetzen. Man  kann  ferner  von  dem  Umstand  Gebrauch  machen,  daß 
zwei  Punkte  gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte  aufeinander  ausüben; 

man  kann  bei  der  Bestimmung  der  Arbeit 
sofort  jedes  Paar  derartiger  Kräfte  zu- 
sammenfassen. Wir  wollen  annehmen, 
daß  während  einer  unendlich  kleinen 
Zeit  zwei  Punkte  die  Verschiebungen 
A  A'  und  B  B  (Fig.  101)  erleiden  und 
Fig.  101.  daß  die  Anziehung,   die  fär  die  Dauer 

dieser  Zeit  als  unverftnderlich  betrachtet 
wird,  den  Wert  F  hat.  Zieht  man  A'G  und  B' D  senkrecht  zu  AB, 
so  ist  die  Arbeit  der  Kraft,  mit  der  B  auf  A  wirkt,  Fx  AO,  und 
diejenige  der  Kraft,  mit  der  A  auf  B  wirkt,  F  x  B  D.  Die  Summe 
dieser  Ausdrücke  ist 

FxiAC+  BD)  =  Fx  (AB-  OD). 
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Wenn  man  unendlich  kleine  Verschiebungen  betrachtet,  so  ist  der  unter- 
schied zwischen  CD  und  A' B  viel  kleiner  als  J.  0  und  BD  und  kann 
daher  vernachlässigt  werden.    Folglich  ist  die  Arbeit 

Fy.{AB-  A'  R). 

Die  Arbeit  während  eines  Zeitelementes  hängt  also  nur  von  der  Kraft 
ab  und  von  der  unendlich  kleinen  Änderung,  die  der  Abstand  der 
Punkte  erleidet;  sie  würde  ebenso  groß  sein,  wenn  der  eine  Punkt  A 
Btülstände  und  der  andere  sich  ihm  auf  einer  geraden  Linie  so  näherte, 
daß  vor  und  nach  dem  Zeitelement  der  Abstand  derselbe  wäre  wie  bei 
der  wirklichen  Bewegung. 

Wenn  man  nun  von  unendlich  kleinen  zu  endlichen  Zeiten  über- 
geht, so  kann  man  weiter  sagen,  daß,  wie  sich  auch  die  Punkte  A  und 
B  verschieben,  die  Arbeit  ihrer  gegenseitigen  Kräfte  dieselbe  ist  wie  bei 
einer  geradlinigen  Bewegung  von  B  nach  A  hin  oder  von  A  fort,  wenn 
dabei  A  festgehalten  würde  und  der  Abstand  dieselbe  Änderung  erlitte 
wie  bei  der  wirklichen  Bewegung.  Auch  bei  dieser  letzteren  kann  also 
die  Arbeit  der  zwischen  A  und  B  wirkenden  Kräfte  nur  von  dem  Anfangs- 
wert und  dem  Endwert  des  Abstandes  A  B  abhängen.  Hieraus  folgt 
unmittelbar,  daß  in  dem  ganzen  System  die  Arbeit  aller  Kräfte  nur  von 
der  Anfangslage  und  der  Endlage  des  Systems  abhängt. 

Hierdurch  wird  die  Definition,  welche  für  die  potentielle  Energie 
gegeben  wurde,  ermöglicht  Die  Arbeit  A  beim  Übergang  aus  der  Lage  P 
in  die  Lage  Q,  in  welchen  Lagen  die  potentielle  Energie  die  Werte  Üp 
und  TJq  hat,  wird  dann  gefunden,  wenn  man  berücksichtigt,  daß  bei 
einer  Bewegung  zuerst  von  P  nach  Q  und  dann  von  Q  in  die  Lage, 
mit  der  alle  anderen  verglichen  werden,  die  Arbeit  sowohl  durch 
A  +  Uq  als  auch  durch  Up  ausgedrückt  werden  kann.  Hieraus  folgt, 
daß  A=  Up-  Uq, 

§  130.  Weitere  Beispiele  von  der  Erhaltimg  der  Energie. 
Zur  weiteren  Erläuterung  wird  es  gut  sein,  noch  einige  be- 
sondere Fälle  näher  zu  betrachten. 

a)  Wir  nehmen  an,  daß  wir  auf  einei\  Körper  von  der 
Masse  m  und  dem  Gewicht  P,  der  bereits  eine  Geschwindig- 
keit V  vertikal  nach  oben  hat,  eine  Kraft  Ky  die  größer  als 
das  Gewicht  ist,  in  dieser  Richtung  ausüben.  Der  Körper  be- 
kommt dann  eine  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung,  und 
wenn  nach  dem  Steigen  auf  die  Höhe  h  die  Geschwindigkeit 
V  geworden  ist,  hat  man,  da  die  resultierende  Kraft  K  -^  P  ist, 

oder 

Kh=^Ph  +  {^mv^''\mv^)     ....     (11) 

In  dieser  Gleichung  stellt  Kh  die  Arbeit  dar,  die  durch  den 
Ebcperimentator  verrichtet   wird   und   der   eine  Verminderung 
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stuner  KiR-r^'ic  iMitspricht.  Man  »eht,  daß  diese  Arbeit  der 
ZuiiJiliiiH'  /'//  (li^r  Energie  der  Lage  (mit  anderen  Worten  der 
Kiicr^^ii*  d«'s  Mediums]  vermehrt  um  die  Zunahme  der  kine- 
tischen  Kuerj^ie  j:leich  ist. 

I^leiht  während  des  Steigens  die  Geschwindigkeit  unver- 
iiu(h^rt  oder  ist  sie  in  jedem  Augenblick  so  klein,  daß  von  dem 
letzten  (41ied  in  '\  1)  ah^esehen  werden  darf,  so  kann  man  sagen, 
daß  die  für  das  Steigen  erforderliche  Arbeit  gleich  dem  Pro- 
dukt r/i  ist.  Ks  geht  (lies  auch  daraus  hervor,  daß  in  diesem 
Fall  für  jeden  Augenblick  A"  =  P  gesetzt  werden  kann. 

Älinliclie  Bemerkungen  gelten  auch  in  anderen  Fällen. 
Wenn  wir  z.  I^.  sagen,  daß  die  Kraft,  welche  erforderlich  ist, 
um  eine  Spiralfeder  auszudehnen  (§  115),  in  jedem  Augenbhck 
gleich  der  Spannung  ist,  so  ist  dabei  stillschweigend  voraus- 
gesetzt, (laß  die  Ausdehnung  sehr  langsam  erfolgt  Ist  die 
Feder  zuerst  in  Uulie,  so  muß  mau  streng  genommen  eine  Kraft 
ausüben,  die  etwas  größer  als  die  Spannung  ist.  Die  Arbeit, 
welche  man  verrichtet,  übertrifft  dann  die  Energie,  welche  die 
Feder  infolge  ihrer  Verlängerung  bekommt,  um  einen  Betrag, 
Wileher  der  kinetischen  Energie  entspricht,  die  man  den  Teil- 
chen des  Metalls  erteilt. 

b)  Bei  dem  Versuch  mit  der  Atwo  od  sehen  Fallmaschine 
ist,  wie  wir  in  §  94  sahen,  die  I^eschleunigung 

Dauert  nun  die  Bewegung  t  Sekunden,  so  ist,  wenn  die 
Gewichte  keine  Anfangsgeschwindigkeit  haben,  die  End- 
geschwindigkeit 

P+P^^^ 
folglich  die  kinetische  Energie  der  beiden  Gewichte 

H'>'  +  ''0(^;3>^^ (12) 

Der  zurückgelegte  Weg  ist 
und  mau  darf  also  statt  (12)  schreiben 
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Dieser  Ansdruck  gibt  wirklich  an,  wie  es  der  Fall  sein 
muß,  um  wieviel  die  potentielle  Energie  des  einen  Gewichtes 
mehr  abnimmt  als  die  des  anderen  zunimmt 

c)  Bei  einem  Körper,  der  sich  frei  unter  der  Einwirkung 
der  Schwerkraft  bewegt  oder  der  auf  einer  unbeweglichen 
glatten  Flache  fallt  oder  steigt,  ist  die  Summe  der  kinetischen 
und  potentiellen  Bkiergie  konstant  Dasselbe  gilt  Ton  einem 
Körper,  der  durch  einen  Faden  tou  unveränderlicher  Länge 
mit  einem  festen  Punkt  verbunden  ist;  die  Energie  des  Fadens 
ändert  sich  nämlich  nicht  Bei  einem  Pendel  hat  man  es  mit 
einem  fortwährenden  Übergang  von  potentieller  Energie  in  kinetische 
Energie  und  umgekehrt  zu  tun. 

Dasselbe  gilt  von  einem  Planeten,  der  sich  in  einer  Ellipse 
um  die  Sonne  bewegt.  Jedesmal,  wenn  derjenige  Punkt  der 
Bahn  erreicht  ist,  welcher  der  Sonne  am  nächsten  liegt,  hat 
die  potentielle  Energie  den  kleinsten  und  die  kinetische  Energie 
den  größten  Wert. 

d)  Wir  lassen  ein  einfaches  Pendel  in  einer  gewissen  Höhe 
los  und  bringen  einen  Stab  senkrecht  zur  Schwingungsebene 
in  eine  solche  Lage,  daß  der  Faden  in  dem  Augenblick,  in 
welchem  er  die  Gleichgewichtslage  erreicht,  auf  den  Stab  triflFt 
Ist  der  Stab  unbeweglich,  so  steigt  die  Kugel  des  Pendels  in 
einem  Kreisbogen,  dessen  Mittelpunkt  der  Punkt  ist,  in  welchem 
der  Faden  den  Stab  trifft,  auf  die  ursprungliche  Höhe.  Dies 
muß  der  Fall  sein,  da  das  Pendel  keine  Arbeit  auf  den  Stab 
tut  und  also  dieselbe  Energie  behält 

Weicht  dagegen  der  Stab,  wenn  er  vom  Faden  getroffen 
wird,  zurück  y  so  sieht  man  die  Kugel  weniger  hoch  steigen. 
Umgekehrt  steigt  sie  höher  als  soeben^  wenn  man  den  Stab 
gegen  die  Bewegung  des  Fadens  hin  verschiebt  Dann  tut  man 
Arbeit  auf  das  Pendel  und  vergrößert  also  seine  Energie. 

e)  Werden  die  Teilchen  eines  elastischen  Körpers  aus 
ihrer  Gleichgewichtslage  gebracht  und  dann  losgelassen,  so 
kehren  sie  mit  beschleunigter  Bewegung-  zurück;  sie  über- 
schreiten infolgedessen  die  ursprünglichen  Lagen,  bis  durch  die 
jetzt  in  entgegengesetzter  Sichtung  wirkenden  Kräfte  die  Be- 
w^nngsrichtung  umgekehrt  wird.  Der  Körper  fuhrt  also 
Sdiwingongen  aas.  Dabei  bleibt  der  Beirag  der  Energie  unver- 
ändert^ aber  wahrend  der  Körper ^  loenn  er  durch  die  Gleichgewichts- 
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Fig.  102. 


Ia{fe  f/fiäj    kinetische  Energie  haty    hat  er  in  den  äußersten  Lagen 
Energie,  dir  der  Deformation  etUspricht. 

Später  werden  wir  einige  dieser  schwingenden  Bewegungen 
iiustuhrlicher  behandeln;  jetzt  heben  wir  nur  hervor,  wie  in 
einem  Uhrwerk  die  sogenannte  Unruhe  durch  eine  Spiralfeder 
eine  hin-  und  hergehende  Bewegung  bekommt. 

Kin  kleines  liädchen  a  (Fig.  102)  kann  sich  um  die  Achse  h 

drehen;  an  diesem  Rädchen  ist 
das  innere  Ende  der  Feder  be- 
festigt, während  das  äußere  Ende 
in  c  befestigt  ist.  Wird  das  Räd- 
chen durch  Drehung  um  einen 
gewissen  Winkel  aus  seiner  Gleich- 
gewichtslage gebracht,  so  führt 
es  unter  dem  Einfluß  der  Elastizität  der  Feder  drehende 
Schwingungen  aus. 

f)  Wenn  zwei  gleiche  vollkommen  elastische  Kugeln  mit 
gleichen  und  entgegengesetzt  gerichteten  Geschwindigkeiten 
zusammenstoßen,  bleibt  während  der  Berührung  der  Berüh- 
rungspunkt an  derselben  Stelle.  Die  eine  Kugel  tut  keine 
Arbeit  auf  die  andere,  und  jede  Kugel  behält  also  die  Energie, 
welche  sie  hatte.  Nur  wird  vorübergehend,  solange  eine  De- 
formation besteht^  die  ursprüngliche  kinetische  Energie  durch 
die  Energie  der  Deformation  ersetzt. 

§  131.  Wärme  als  eine  Art  von  Energie.  Die  Ausdehnung 
eines  Gases,  bei  der  eine  gewisse  Arbeit  verrichtet  wird, 
kann  dadurch  hervorgebracht  werden,  daß  wir  das  Gas  mit 
einem  erwärmten  Körper  in  Berührung  bringen;  wir  können 
dann  in  dem  Zustand  dieses  letzteren  den  Grund  der  Arbeits- 
verrichtung erblicken.  Anderseits  besteht  oft  die  Zustands- 
änderung,  welche  ein  Körper  erleidet,  wenn  Arbeit  auf  ihn 
getan  wird,  in  einer  Erwärmung.  Es  wurde  bereits  erwähnt, 
daß  dies  der  Fall  ist,  wenn  wir  ein  Gas  zusammendrücken; 
ein  anderes  Beispiel  hat  man  in  der  bekannten  Erscheinung, 
daß  zwei  Körper,  die  man  aneinander  reibt,  warm  werden. 
Endlich  kommt  es  oft  vor,  daß  ein  Körper,  der  eine  der  bis 
jetzt  besprochenen  Arten  von  Energie  besitzt,  diese  bei  der 
einen  oder  anderen  Erscheinung  verliert,  aber  dann  zugleich 
warm   wird.     Man    beobachtet    dies  jedesmal,   wenn  zwei  zu- 
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sammenstoßende  Körper,  weil  sie  nicht  „ToUkommen  elastisch" 
(§  117)  sind,  nach  dem  Stoß  geringere  Geschwindigkeiten  haben 
als  die  früher  (§  118)  berechneten,  z.  B.  wenn  man  einen  Hammer 
wiederholt  auf  ein  Stück  Metall  fallen  läßt,  oder  wenn  eine 
Kugel  mit  großer  Geschwindigkeit  gegen  eine  Metallplatte  ge- 
schossen wird. 

So  gibt  es  eine  Menge  Erscheinungen,  die  uns  bereits  bei 
oberflächlicher  Betrachtung  auf  die  Idee  bringen,  daß  ein  Körper 
eine  wm  so  größere  Energie  hesitxtj  je  wärmer  er  ist,  und  die  es 
wahrscheinlich  machen,  daß  diese  Auffassung  dazu  führen  kann, 
das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Energie  als  allgemeingültig 
zu  erkennen.  Auch  die  Tatsache,  daß  ein  hinreichend  er- 
hitzter Körper  Licht  ausstrahlt,  bestärkt  uns  in  dieser  Ansicht. 
Die  Untersuchung  der  Lichterscheinungen  hat  nämlich  gelehrt, 
daß  dabei  eine  schwingende  Bewegung  von  dem  Körper  aus- 
geht, und  es  liegt  nahe,  sich  vorzustellen,  daß  diese  durch 
Schwingungen  unsichtbarer  Teilchen  in  dem  Körper  selbst  er- 
regt werden,  daß  also  in  dem  Körper  die  kinetische  Energie 
dieser  Schwingungen  anwesend  ist. 

Die  Theorie,  daß  die  Wärme  eine  Form  von  Energie  ist, 
gewöhnlich  die  „mechanische"  Wärmetheorie  genannt,  wurde 
bereits  vor  langer  Zeit  von  einigen  Physikern  aufgestellt.  Die 
Ansicht,  daß  die  Wärme  ein  Stoff  sei,  ist  jedoch  erst  im 
19.  Jahrhundert  endgültig  von  der  neuen  Auffassung  verdrängt 
worden,  und  zwar,  nachdem  man  bewiesen  hatte,  daß  das  Ver- 
schwinden oder  das  Entstehen  von  mechanischer  Energie,  wie 
wir  die  bis  jetzt  besprochene  Energie  nennen  können,  mit  der 
Entwickelung  oder  der  Vernichtung  einer  proportionalen  Wärme- 
menge verbunden  ist.  Die  Versuche,  durch  welche  dies  nach- 
gewiesen worden  ist,  werden  wir  alsbald  kennen  lernen. 

§  132.  Temperatur.  Thermometer.  Die  Beobachtung  lehrte 
daß  ein  Körper  in  der  Begel  ein  um  so  größeres  Volum  einnimmt, 
je  wärmer  er  ist  Ein  Thermometer  ist  ein  Körper,  bei  dem  die 
durch  die  Wärme  bewirkten  kleinen  Volumänderungen  beobachtet 
werden  können.  Wir  wollen  hier  das  gewöhnliche  Quecksilber- 
thermometer als  bekannt  voraussetzen  und  annehmen,  daß  an 
demselben  die  Skala  nach  Celsius  angebracht  ist,  d.  h.  daß  die 
Zahlen  0  und  100  an  diejenigen  Punkte  gesetzt  sind,  die  das 
Quecksilber  erreicht,  wenn  das  Thermometer  in  schmelzendes 
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Eis  oder  in  den  Dampf  von  Wasser  eingetaucht  wird,  welches 
unter  dem  normalen  Luftdruck  (760  mm  Quecksilber)  siedet. 
Nötigenfalls  kann  man^  wenn  man  den  Thermometerstand  an- 
geben will,  durch  den  Buchstaben  C  hinter  der  Anzahl  der 
Grade  daran  erinnern,  daß  die  Skala  Ton  Cdsiics  benutzt  wird. 

Der  Stand  des  Quecksilbers  in  der  Thermometerröhre  gibt 
den  Wärmegrad  oder  die  TempercUur  des  Thermometers  selbst 
an,  und  in  derselben  Weise  würde  man  bei  jedem  anderen 
Körper  die  Temperatur  nach  dem  Volum  beurteilen  können. 
Man  kann  jedoch  auch  die  Temperaturen  verschiedener  Körper 
miteinander  vergleichen.  Wenn  nämlich  zwei  Körper  Ä  und 
B  miteinander  in  Berührung  gebracht  werden,  so  sind  drei 
verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden.  Zuweilen  wird  sich  Ä 
zusammenziehen  und  B  ausdehnen,  so  daß  es  keinem  Zweifel 
unterliegen  kann,  daß  A  Wärme  an  B  abgegeben  hat;  wir 
sagen  dann,  daß  Ä  eine  höhere  Temperatur  hatte  als  B.  Auch 
das  Entgegengesetzte  ist  möglich.  Und  drittens  kann  es  vor- 
kommen, daß  die  Körper  nach  der  Berührung  in  demselben 
Zustand  bleiben,  in  dem  sie  sich  befanden,  dann  sagt  man, 
daß  sie  dieselbe  Temperatur  hatten. 

Ist  eine  beliebige  Anzahl  von  Körpern  gegeben,  so  kann 
man  diese  zu  je  zweien  in  der  angegebenen  Weise  untersuchen. 
So  kommt  man  dazu,  sie  alle  nach  ihrer  Temperatur  in  eine 
Reihe  anzuordnen,  so  daß  jeder  Körper,  wenn  er  mit  einem 
anderen,  der  in  der  Reihe  tiefer  steht,  in  Berührung  gebracht 
wird,  an  diesen  Wärme  abgibt.  Es  kann  der  Fall  eintreten, 
daß  eine  gewisse  Gruppe  von  Körpern  die  Eigentümlichkeit 
zeigt,  daß  zwei  von  ihnen,  miteinander  in  Berührung  gebracht, 
keine  Wärme  austauschen;  dann  müssen  alle  Körper  dieser 
Gruppe  dieselbe  Stelle  in  der  Reihe  einnehmen. 

Um  nun  die  Temperatur  aller  Körper  nach  einer  festen 
Skala  anzugeben,  genügt  es,  jeden  derselben  mit  dem  Qaeck- 
silberthermometer  in  Berührung  zu  bringen.  Sobald  dieses 
einen  festen  Stand  angenommen  hat,  ist  seine  Temperatur 
dieselbe  wie  die  des  Körpers.  Streng  genommen  muß  man, 
wenn  der  Körper  nicht  sehr  groß  ist,  beachten,  daß  seine 
Temperatur  gerade  durch  die  Berührung  mit  dem  Thermometer 
etwas  verändert  sein  kann. 

Daß  die  Angaben  verschiedener  Thermometer  unter  den- 
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selben  Umständen  ungleich  sein  können,  ist  von  untergeord- 
neter Bedeutung  und  soll  in  diesem  Kapitel  in  der  Regel 
außer  Betracht  gelassen  werden. 

§  133.  Wärmemengen.  Wärmeeinheit.  Aus  dem  Vorher- 
gehenden folgt,  daß  die  Temperatur  eines  Körpers  eine  Größe  ist, 
die  bestimmt,  ob  er,  mit  einem  anderen  zusammengebracht,  an  diesen 
Wärme  abgibt  oder  umgekehrt  Wärme  von  ihm  empfängt  Eine 
andere  Frage  ist,  wieviel  Wärme  er  yerliert  oder  aufnimmt. 
Es  liegt  nämlich  nahe,  auch  ohne  daß  man  über  das  Wesen 
der  Wärme  irgend  eine  Annahme  macht,  von  großen  und  kleinen 
Wärmemengen  zu  sprechen.  Es  ist  ohne  weiteres  klar,  daß 
man  einem  Körper  um  so  mehr  Wärme  zuführen  muß,  je  mehr 
man  die  Temperatur  erhöhen  will,  und  daß  die  Wärmemengen, 
welche  verschiedene  Mengen  desselben  Stoffes  für  dieselbe  Temperatur- 
erhöhung erfordern,  den  Massen  proportional  sind. 

Als  Wärmseinheit  wählen  wir  diejenige  Wärmemenge,  welche 
erforderlich  ist,  um  ein  Qrarmn  Wasser  von  15^  auf  16^  zu  er- 
wärmen. Wir  nennen  diese  Wärmemenge  eine  Kalorie.  Zu- 
weilen wird  eine  Einheit  benutzt,  die  das  Tausendfache  der- 
selben ist  (große  Kalorie). 

§  134.  Wärmemengen,  die  für  verschiedene  Temperatur- 
erhöhungen einer  Menge  Wasser  erforderlich  sind.  Wir  wollen 
uns  nun  zunächst  vorstellen,  daß  ein  Körper,  dem  eine  gewisse 
Menge  Wärme  zugeführt  werden  muß,  damit  er  eine  bestimmte 
Temperaturerhöhung  erfährt,  eine  ebenso  große  Wärmemenge 
abgeben  muß,  wenn  er  auf  die  ursprüngliche  Temperatur 
zurückkehren  soll,  und  daß  bei  der  Berührung  zweier  Körper 
von  verschiedener  Temperatur  die  gesamte  Wärmemenge  un- 
verändert bleibt,  d.  h.  daß  der  eine  Körper  ebensoviel  Wärme 
empfängt  als  der  andere  verliert.  Wir  wollen  ferner  annehmen, 
daß  Wj  Gramm  Wasser  von  der  Temperatur  ^®  und  m^  Gramm 
von  der  Temperatur  ^g®  miteinander  vermischt  werden;  die 
Endtemperatur  des  Gemisches  sei  t,  und  es  sei  t^  >  t^. 

Wir  können  durch  w^^^  diejenige  Wärmemenge  bezeichnen, 
welche  erforderlich  ist,  um  1  g  Wasser  von  t^  auf  t^^  zu  er- 
wärmen, also  auch  die  Wärmemenge,  welche  1  g  abgeben  muß, 
wenn  die  Temperatur  von  t^^  auf  t^  sinken  soll.  Ebenso  können 
wir  die  Wärmemenge,    die  lg  zur  Erwärmung  von  t^^  auf  t^ 
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erfordert,  mit  ir^  ^  bezeichnen.  Wenn  man  nun  ausdrückt, 
(laß  das  warme  Wasser  ebensoviel  Wärme  yerloren  als  das 
kalte  gewonnen  hat,  so  erhält  man 

oder 

Man  kann  daher  aus  dem  Versuch  das  Verhältnis  der  Wärme- 
mengen ableiten,  die  1  g  Wasser  für  verschiedene  Temperatur- 
erhöhungen erfordert. 

Vertiudie,  die  nach  diesem  IVinzip  ausgeführt  worden  sind, 
und  auch  andere  Untersuchungen  haben  gelehrt,  daß  einem  Oramm 
Wasser  für  aufeinarider  folgende  gleiche  Temperaiurerhöhungen  nahezu 
gleich  große  Wärmemengen  zugeführt  werden  müssen.  Dasselbe  gut 
auch  für  andere  Stoffe,  Wären  die  ftlr  die  genannten  gleichen 
Temperaturerhöhungen  erforderlichen  Wärmemengen  genau 
gleich,  so  würde  in  dem  angeführten  Fale  das  warme  Wasser 
m^  (/,  —  t)  Kalorien  abgegeben  und  das  kalte  Wj(^— ^,)  Kalorien 
aufgenommen  haben.  Setzt  man  die  beiden  Ausdrücke  gleich, 
so  findet  man  für  die  Endteniperatur 

und  wenn  ///,  =  m,,  ist  i         « 

Die  Wärmemenge,  welche  erforderlich  ist,  um  die  Tem- 
))eratur  von  1  g  Wasser  um  1  ^  zu  erhöhen,  ist  in  WirkUch- 
keit  von  der  Anfangstemperatur  abhängig.  Sie  ist  ein  Mini- 
mum zwischen  20^^  und  30^.  Nach  den  neuesten  Untersuchungen 
sind,  wenn  die  Kalorie  wie  oben  definiert  wird,  für  die  Er- 
wärmung von  0^  auf  1®  ungefähr  1,01  cal.  und  für  die  Er- 
wärmung von  99 '^  auf  100^  ungefähr  1,04  cal.  erforderlich. 

In  der  Folge  werden  wir  sowohl  für  Wasser  als  auch  für 
andere  Körper  annehmen,  daß  für  gleiche  aufeinander  folgende 
Temperaturerhöhungen  jedesmal  gleich  viel  Wärme  zugeführt 
werden  muß. 

§  135.  Kalorimeter.  So  nennt  man  ein  Gefäß  mit  einer 
abgewogenen  Menge  Wasser,  in  welches  ein  empfindliches 
Thermometer  (in  zehntel  oder  fünfzigstel  Grad  geteilt)  ein- 
getaucht ist,  und  welches  dazu  dient,  Wärmemengen  zu 
messen.  Man  muß  zu  diesem  Zwecke  die  Wärme  dem  Wasser 
mitteilen    und  die  Temperaturerhöhung  ermitteln.     Auf  diese 
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Weise  kann  z.  B.  die  Wärme  gemessen  werden,  die  durch  einen 
elektrischen  Strom  in  einem  Metalldraht  entwickelt  wird,  der 
in  das  Wasser  des  Kalorimeters  eingetaucht  ist,  die  Wärme, 
welche  durch  mechanische  Arbeit  erzeugt  wird,  oder,  wenn  in 
das  Wasser  eine  spiralförmig  gewundene  Röhre  eingetaucht 
ist,  durch  die  irgend  ein  Dampf  geleitet  wird,  die  Wärme,  welche 
bei  der  Verdichtung  dieses  Dampfes  zu  einer  Flüssigkeit  entsteht. 

Man  kann  auch  Versuche  ausführen,  hei  denen  dem  Kalori- 
meter Wärme  entzogen  wird;  der  Betrag  derselben  wird  aus 
der  Wassermenge  und  der  Temperaturerniedrigung  derselben 
gefunden. 

Als  Beispiel  eines  solchen  Versuches  kann  die  Bestimmung 
der  Wärmemenge  dienen,  welche  erforderlich  ist,  um  die  Massen- 
einheit Eis  zu  schmelzen. 

§  136.  Schmelzwärme  des  Eises.  Man  denke  sich,  in 
einem  Gefäß  befinde  sich  eine  gewisse  Menge  Eis,  dessen 
Temperatur  unter  0^  liegt.  Wird  diesem  Gefäß  Wärme  zu- 
geführt und  gleichmäßig  über  die  ganze  Masse  verteilt,  so 
wird  kein  Eis  schmelzen,  bevor  die  Temperatur  auf  0®  gestiegen 
ist.  Sobald  dies  geschehen  ist,  beginnt  bei  fortdauernder 
Wärmezufuhr  das  Schmelzen,  aber  die  Temperatur  bleibt  0^,  bis 
aUes  Ms  geschmolzen  ist. 

Ahnliche  Erscheinungen  werden  bei  allen  schmelzenden 
Körpern  heobachtet.  Die  Wärmemenge,  welche  man  einem  Gramm 
eines  festen  Körpers  zuführen  muß,  um  den  Körper-,  nachdem  er 
bereits  bis  auf  den  Schmelzpunkt  erhitzt  ist,  in  eine  Flüssigkeit 
von  derselben  Temperatur  zu  verwandeln^  wird  die  Sdimelzwärme 
des  Körpers  genannt 

Um  diese  Wärmemenge  für  Eis  zu  ermitteln,  bringt  man  in 
das  Kalorimeter  ein  Stück  trockenes  Eis  von  0®,  welches  klein 
genug  ist,  um  vollständig  in  Wasser  überzugehen.  Aus  der 
Endtemperatur  des  Kalorimeters,  dem  Gewicht  des  Wassers  und 
dem  Gewicht  des  Eises  kann  man  die  Schmelzwärme  ableiten. 

Man  hat  gefunden,  daß  sie  gleich  79,2  Kalorien  ist. 

Sobald  man  diese  Zahl  kennt,  kann  man  Wärmemengen 
auch  dadurch  messen^  daß  man  sie  einer  Eismasse  von  0^ 
mitteilt  und  ermittelt,  wieviel  Eis  dadurch  geschmolzen  wird 
(Eäskalorimeter).  Wir  wollen  jedoch  annehmen,  daß  das  im 
vorigen  Paragraphen  genannte  Kalorimeter  gebraucht  wird. 
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§  lin.  Spezifische  Wärme.  Wir  bringen  eine  abgewogene 
M(Mif^'e  t'iues  festen  oder  flüssigen  Stoffes,  der  auf  eine  Tempe- 
ratur f^  erwärmt  ist,  die  über  der  Anfangstemperator  t^  des 
Kiilorinieters  liegt,  in  das  letztere  und  lesen  den  Stand  t  des 
Thermonieters  in  dem  Augenblicke  ab,  in  welchem  der  Wärme- 
austausch zwischen  dem  Wasser  und  dem  zu  untersuchenden 
Stoffe  aufgehört  hat.  Wiegt  das  Wasser  im  Kalorimeter  m^  Gramm, 
so  hat  dieses,  da  seine  Temperatur  Ton  t^  auf  t  gestiegen  ist, 
m^  [t — f^'j  Kalorien  aufgenommen.  Ebensoviel  Wärme  ist  daher  von 
dem  untersuchten  Körper,  dessen  Gewicht  m^  Gramm  sein  möge, 
abgegeben  worden,  während  die  Temperatur  von  t^  auf  t  ge- 
sunken ist;  ebensoviel  Wärme  würde  man  auch  dem  Körper 
zuführen  müssen,  um  ihn  umgekehrt  von  t^  auf  t^^  zu  er- 
wärmen.    Man  schließt  hieraus,  daß 

.=  "VJ^-V.  Kalorien 

erforderlich  sind,  damit  die  Temperatur  eines  Gramms  des 
untersuchten  Stoffes  sich  um  1^  erhöht.  Diese  Zahl  e  wird 
die   spexi/i.sche   Wärme  des  Körpers  genannt. 

Mail  kayin  auch  sagen,  daß  die  spezifische  Wärme  eines  Stoffes 
das  Verhältnis  ist  zwischen  der  Wärmemenge,  die  erforderlich  ist^ 
um  ein  gewisses  Gewicht  dieses  Stoffes  zu  erwärmen,  und  derjenigen, 
welche  erfordert  wird,  um  ein  gleiches  Gewicht  Wasser  um  eben- 
soviel in  der  Temperatur  xu  erhöhen. 

Die  spezifische  Wärme  ist  für  alle  untersuchten  festen 
und  flüssigen  Körper  kleiner  als  die  Einheit.  Eine  gewisse 
Menge  Quecksilber  z.  B.  erfordert  für  eine  bestimmte  Temperatur- 
erhöhung ungefähr  30  mal  weniger  Wärme  als  ein  gleiches 
Gewicht  Wasser. 

Anstatt  der  Bezeichnung  „spezifische  Wärme"  gebraucht 
man  zuweilen  das  Wort  Wärmekapazität,  Dies  Wort  wird  auch 
gebraucht,  um  die  Wärmemenge  zu  bezeichnen,  die  ein  Körper, 
auch  wenn  er  nicht  gerade  1  g  wiegt  und  selbst  wenn  er  nicht 
aus  einem  homogenen  Stoff  besteht,  aufnehmen  muß,  damit 
sich  seine  Temperatur  um  1  ^  erhöht.  Ist  der  Körper  homogen 
und  wiegt  er  m  Gramm,  und  ist  die  spezifisische  Wärme  des  Stoffes, 
aus  dem  er  besteht,  c,  so  ist  die  Wärmekapazität  m  c.  Besteht 
der  Körper  aus  m^  Gramm  eines  Stoffes,  der  die  spezifische  Wärme 
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Oj  hat,  Wg  Gramm  eines  Stoflfes  mit  der  spezifischen  Wärme  e^  usw., 
so  ist  die  Wärmekapazität  m^  e^  +  wig  Cg  +  usw. 

Dieser  Ausdruck  gibt  auch  die  Menge  Wasser  an,  die  für 
dieselbe  Temperaturerhöhung  ebensoviel  Wärme  erfordert  wie 
der  Körper,  also  die  Menge  Wasser,  mit  welcher  dieser  letztere 
in  dieser  Hinsicht  übereinstimmt.  Man  nennt  daher  den  Aus- 
druck auch  den   Wasserwert  des  Körpers. 

Bei  jedem  Versuch  mit  dem  Kalorimeter  ändert  sich  nicht 
nur  die  Temperatur  des  Wassers,  sondern  in  demselben  Grade 
die  des  Gefäßes,  in  welchem  es  sich  befindet  und  das  in  der 
Begel  aus  Messingblech  oder  Platinblech  besteht,  ebenso  die 
des  Thermometers  und  des  Rührers,  den  man  nötig  hat,  um 
dafiir  zu  sorgen,  daß  überall  in  der  Wassermenge  dieselbe 
Temperatur  herrscht. 

Man  kann  diesen  Umstand  in  Rechnung  bringen,  wenn 
man  den  Wasserwert  des  ganzen  Kalorimeters  kennt;  man 
ersetzt  nämlich  bei  der  Berechnung  der  Versuche  das  Gewicht 
des  Wassers  durch  diesen  Wasserwert. 

Der  Wasserwert  kann  berechnet  werden,  wenn  man  von 
den  verschiedenen  Körpern,  die  in  Betracht  kommen,  das 
Gewicht  und  die  spezifische  Wärme  kennt;  er  kann  auch 
experimentell  bestimmt  werden.  Der  Leser  wird  leicht  ein 
Verfahren  ersinnen  können. 

Ebenso  ist  leicht  einzusehen,  daß  man  in  dem  Kalorimeter, 
wenn  es  wünschenswert  ist,  eine  andere  Flüssigkeit  als  Wasser 
benutzen  kann,  vorausgesetzt,  daß  die  spezifische  Wärme  der- 
selben bekannt  ist  Wir  werden  später  Fälle  kennen  lernen, 
in  denen  ein  Gas  als  kalorimetrischer  Körper  benutzt  wird. 

§  138.  Wärmeaustausch  zwischen  dem  Kalorimeter  und  der 
Umgebung.  Gesetz  der  Abkühlung.  Eine  wichtige  Fehlerquelle 
bei  kalorimetrischen  Bestimmungen  liegt  in  dem  Umstand,  daß  ein 
Körper  an  die  ihn  umgebenden  Körper  Wärme  abgibt  oder  von 
ihnen  aufnimmt,  sobald  die  Temperatur  des  ersteren  von  der  Tempe- 
ratur der  letzteren  verschieden  ist.  Die  Art  und  Weise,  wie  die 
Wärme  von  warmen  auf  kalte  Körper  übergeht,  wird  alsbald 
besprochen  werden;  jetzt  erwähnen  wir  nur,  daß  die  Wärme- 
menge, die  unter  gleichen  umständen  in  der  Zeiteinheit  übergeht, 
dem  Temperaturunterschied  proportional  ist,  solange  dieser  letztere 
hinreichend    klein    ist    (Gesetz    von    Newton),      Wie    groß    die 
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Wärmemenge  ist,  die  ein  Körper  während  einer  gewissen  Zeit 
au  die  Umgebung  abgibt  oder  von  ihr  aufnimmt,  kann  experi- 
mentell bestimmt  werden,  wenn  in  dem  Körper  keine  Wirfaingen 
stattfinden,  durch  die  Wärme  entsteht  oder  verschwindet;  für 
diesen  Zweck  genügt  es,  die  Temperatur  des  Körpfers  von  Zeit 
zu  Zeit  abzulesen. 

Wenn  mau  dies  bei  einem  Kalorimeter  vor  oder  nach 
Ausführung  des  Versuches  tut,  für  den  es  bestimmt  ist,  so 
kann  mau  ermitteln,  wieviel  Kalorien  es,  z.  B.  während  einer 
Minute,  an  die  Umgebung  abgibt,  wenn  seine  Temperatur  bald 
diese,  bald  jene  Höhe  über  der  Temperatur  der  letzteren  hat 
Von  diesen  Ergebnissen  kann  man  Gebrauch  machen,  um  sich 
ein  Urteil  über  die  Wärmemenge  zu  bilden,  die  der  Apparat 
während  des  Versuches  selbst  verloren  oder  aufgenommen  hat; 
dabei  ist  es  natürlich  nötig,  auf  die  Zeit  zu  achten,  welche 
die  Ausführung  des  Versuches  beansprucht  hat. 

Obgleich  der  Einfluß  der  Umgebung  in  dieser  Weise  in 
Rechnung  gebracht  werden  kann,  ist  es  für  die  Genauigkeil 
der  Resultate  von  Wichtigkeit,  daß  die  Korrektion,  in  der  eii 
ziemlich  großer  relativer  Fehler  enthalten  sein  kann,  gering- 
fügig ist;  man  muß  deshalb  den  Wärmeaustausch  mit  dei 
Umgebung  soviel  als  möglich  verhindern.  Außerdem  ist  z\ 
bemerken,  daß  die  Erscheinung  nur  bei  kleinen  Temperatur 
unterschieden  einen  einfachen  Verlauf  hat;  man  arbeite 
daher  niemals  mit  Unterschieden  von  einer  großen  Anzahl  voi 
Graden. 

Ein  Kunstgriff,  um  die  Korrektion  klein  zu  machen,  be 
steht  darin,  daß  man  die  Temperatur  des  Kalorimeters  wäl 
rend  der  einen  Hälfte  des  Versuches  niedriger  und  währen 
der  anderen  Hälfte  höher  als  die  Temperatur  der  Umgebun 
sein  läßt.  Ist  der  Temperaturunterschied  dabei  während  de 
beiden  Hälften  gleich  groß,  so  kann  die  Korrektion  untei 
bleiben. 

§  189.  mechanisches  Äquivalent  der  Wärmeeinheit  ^ 
nennt  man  die  Menge  mechanischer  Energie,  welche  entsteht,  toen 
eine  Wärmeeinheit  verschwindet,  oder  die  umgekehrt  verbraiicht  tverde 
muß,  um  eine  Kalorie  zu  erzeugen.  Die  am  Schlüsse  von  §  13 
erwähnten  Versuche,  mit  denen  wir  uns  jetzt  hekannt  mache 
können,    haben  gezeigt,    daß   diese  Menge   v/rUer   allen    Umstände 
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gleich  groß  ist.  Dem  englischen  Physiker  Joule  verdanken  wir 
eine  jahrelange  Eeihe  von  Untersuchungen  über  das  mechani- 
sche Wärmeäquivalent  (1840—1850). 

Wir  wollen  eine  der  von  ihm  befolgten  Methoden  näher 
besprechen. 

In  einem  Gefäß  aus  Messingblech,  welches  als  Kalorimeter 
diente,  befand  sich  eine  vertikale  Achse  von  Messing,  an  welcher 
16  Schaufeln  in  acht  verschiedenen  vertikalen  Ebenen  angebracht 
waren.  Die  Achse  war  durch  den  Deckel  des  Kalorimeters 
verlängert;  das  obere  Ende  bestand  aus  einem  dickeren  Zylinder, 
um  den  zwei  Schnüre  gewickelt  waren,  die  durch  zwei  fallende 
Gewichte  in  einer  Weise,  auf  die  wir  nicht  im  einzelnen  ein- 
zugehen brauchen,  abgewickelt  wurden.  Die  Achse  und  mit 
dieser  das  ganze  Schaufelrad  bekam  auf  diese  Weise  eine 
drehende  Bewegung,  die  kurze  Zeit  nach  dem  Loslassen  der 
Gewichte  infolge  der  Reibung  im  Wasser  eine  konstante  Ge- 
schwindigkeit annahm.  Um  diesen  Widerstand  zu  vergrößern, 
waren  in  dem  Kalorimeter  einige  feste  Scheidewände  mit  Ein- 
schnitten angebracht,  durch  welche  sich  die  Schaufeln  nur  mit 
geringem  Spielraum  hindurchbewegen  konnten.  Der  Zweck 
der  Untersuchung  war,  den  Verlust  an  potentieller  Energie,  den 
die  Gewichte  erleiden,  mit  der  Wärmeentwickelung  im  Kalori- 
meter zu  vergleichen. 

In  das  Wasser  war  ein  empfindliches  Thermometer  mit 
einer  willkürlichen  Skalenteilung  eingetaucht.  Die  Vergleichung 
desselben  mit  einem  Normalthermometer  mit  der  Fahren- 
heitschen  Skala  (Gefrierpunkt  32®,  Siedepunkt  212®)  lehrte, 
daß  12,95  Skalenteile  mit  1  ®  F.  übereinstimmten.  Da  bei  der 
Ablesung  Zwanzigstel  von  Skalenteilen  geschätzt  wurden, 
konnte  man  bis  auf  ^j^^^  ®  F.  beobachten. 

Ließ  man  die  Gewichte  einmal  von  der  verfügbaren  Höhe 
herabfallen,  so  entstand  nur  eine  geringe  Temperaturerhöhung; 
Joule  ließ  daher  bei  jedem  Versuch  die  Gewichte  20mal 
fallen.  Die  Verbindung  des  Zylinders,  um  den  die  Schnüre 
gewickelt  waren,  mit  der  Achse  des  Schaufelrades  konnte  näm- 
lich aufgehoben  werden;  dadurch,  daß  man  ihn  dann  ver- 
mittelst einer  Kurbel  in  Drehung  versetzte,  konnte  man  die 
Schnüre  aufwickeln,  ohne  daß  die  Schaufeln  mitbewegt  wurden. 

Joule   traf  alle   Vorsichtsmaßregeln,    um    den   Wärme- 
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austausch  zwischen  dem  Kalorimeter  und  der  Umgebung  so 
klein  wie  möglich  zumachen.  Der  ganze  Apparat  war  in  einem 
Keller  aufgestellt,  in  welchem  sich  die  Temperatur  der  Luft 
wenig  änderte ;  das  Kalorimeter  hatte  mit  dem  hölzernen  Tisch, 
auf  dem  es  stand,  wenig  Berührungspunkte,  und  die  Achse  be- 
stand aus  zwei  durch  ein  Stück  Holz  yerbundenen  Teilen,  so 
daß  die  Wärmeleitung  zwischen  diesen  Teilen  sehr  gering  war. 
Endlich  war  das  Kalorimeter  durch  einen  großen  hölzernen  Schirm 
gegen  die  Wärmestrahlung  des  Körpers  des  Beobachters  geschützt 
Trotz  all  dieser  Vorsichtsmaßregeln  war  es  nötig,  den 
Einfluß  der  Wärmestrahlung  und  Wärmeleitung  zu  bestimmen. 
Zu  diesem  Zwecke  überheß  Joule  vor  oder  nach  jedem  Ver- 
such, der,  wie  gesagt,  aus  einem  zwanzigmal  wiederholten 
Fallen  der  Gewichte  bestand,  das  Kalorimeter  sich  selbst  und 
bestimmte  die  Veränderung,  welche  seine  Temperatur  in  einer 
ebenso  großen  Zeit  erlitt  als  diejenige,  welche  der  Versuch 
selbst  erforderte,  eine  Zeit,  die  35  Minuten  betrug. 

Joule  führte  40  Versuche  aus.  Aus  seinen  Resultaten 
kann  man  ableiten,  daß  die  Wärmemenge,  welche  man  einem 
Gramm  Wasser  zuführen  muß,  um  seine  Temperatur  Ton  15®  auf 
16®  C.  zu  erhöhen,  einer  Energie  von  415,8  X  lO'^Erg  entspricht. 
§  140.  Andere  Versuche  von  Joule.  Ähnliche  Versuche 
wie  die  eben  beschriebenen  wurden  mit  einem  eisernen  Gefäß 
ausgeführt,  welches  mit  Quecksilber  gefüllt  war  und  in  welchem 
ein  eisernes  Schaufelrad  gedreht  wurde.  Eine  erste  Reihe 
dieser  Versuche  ergibt  anstatt  der  genannten  Zahl  415,9  x  10^ 
eine  zweite  Reihe  417,3  X  10^ 

Endlich  wurde  noch  von  der  Reibung  von  Eisen  auf  Eisen  in 
einem  mit  Quecksilber  gefüllten  Kalorimeter  Gebrauch  gemacht. 
Hierdurch  wurden  bei  verschiedenen  Versuchen  Resultate  erzielt, 
die  in  unseren  Einheiten  417,6  X  10^  und  416,5  X  10^  betragen. 
Aus  der  Übereinstimmung  der  auf  verschiedenen  Wegen 
erhaltenen  Resultate  kann  man  den  Schluß  ziehen,  daß,  tote 
man  die  Versicche  auch  anordnet,  für  jede  Mnheit  mechanisch&r 
Energie,  welche  verschwindet y  immer  gleich  viel  Wärme  zum  Vor- 
schein kommt.  Man  kann  also  in  der  Tat  ganz  gut  sagen, 
daß  mechanische  Energie  in  Wärme  umgesetzt  wird. 

Diese  Schlußfolgerung  wurde  noch  durch  andere  Versuche 
Joules    bestätigt,    die    zwar   eine    geringere  Genauigkeit   zu- 
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ließen,  aber  doch  erwähnt  zu  werden  verdienen,  weil  sie  nach 
ganz  anderen  Methoden  ausgeführt  wurden.  Aus  den  Ver- 
suchen über  die  Temperaturerhöhung  beim  Zusammendrücken 
von  Luft  findet  man  435,4  x  10*»  und  aus  den  Versuchen  über 
die  Wärmeentwickelung  beim  Strömen  von  Wasser  durch  enge 
Röhren  414,4  x  10^. 

§  141.  Apparat  von  Puluj.  Dieser  einfache  Apparat  zur 
Bestimmung  des  mechanischen  Wärmeäquivalentes  besteht  aus 
zwei  kleinen  eisernen  Bechern  von  der  Form  abgestumpfter 
Kegel,  von  denen  der  eine  in  den  anderen  paßt.  Der  äußere 
Kegel  Ä  ist  in  vertikaler  Stellung  auf  der  Spitze  einer  ver- 
tikalen Achse  befestigt  und  kann  also  schnell  um  seine  geo- 
metrische Achse  gedreht  werden.  Er  würde  dabei  durch  die 
Reibung  den  inneren  Kegels  B  mitreissen,  aber  dieser  wird 
durch  eine  Kraft,  welche  man  messen  kann,  festgehalten.  An 
seinem  oberen  Ende,  welches  etwas  über  Ä  hervorragt,  ist  näm- 
lich in  der  Verlängerung  eines  Radius  ein  horizontaler  hölzerner 
Arm  befestigt;  am  Ende  desselben  ist  eine  Schnur  befestigt, 
welche  in  horizontaler  Richtung,  und  zwar  senkrecht  zum 
zum  Arm,  nach  einer  Rolle  läuft,  um  die  sie  herumgeschlagen 
ist,  so  daß  das  freie  Ende  nach  unten  hängt.  Dieses  Ende 
trägt  ein  Gewicht  P,  welches  so  reguliert  wird,  daß  B  beim 
Drehen  von  A  so  gut  wie  möglich  in  Ruhe  bleibt.  Der  innere 
Kegel  enthält  eine  gewisse  Menge  Quecksilber  und  in  dieses 
taucht  das  Gefäß  eines  Thermometers  ein.  Da  man  schnell 
und  beliebig  lange  drehen  kann,  ist  es  leicht,  eine  Temperatur- 
erhöhung von  einigen  Graden  zu  bekommen.  (Bei  den  Ver- 
suchen von  Joule  betrüg  die  Temperaturerhöhung  nicht  viel 
mehr  als  einen  halben  Grad  F.) 

Der  äußere  Kegel  ist  von  der  Achse,  auf  der  er  sitzt, 
durch  eine  Substanz  getrennt,  welche  die  Wärme  langsam 
hinwegfährt,  aber  es  ist  doch  nötig,  durch  geeignete  Beob- 
achtungen zu  ermitteln,  wieviel  Wärme  an  die  Umgebung  ab- 
gegeben wird. 

Aus  der  in  dieser  Hinsicht  korrigierten  Temperatur- 
erhöhung, in  Verbindung  mit  dem  Wasserwert  der  eisernen 
Kegel  und  des  Quecksilbers  findet  man  die  Menge  der  ent- 
wickelten Wärme.  Was  die  verrichtete  Arbeit  betriflft,  so  ist 
zu  bemerken,  daß  man  nicht  die  Arböit  bestimmt,  welche  wirk- 
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lieh  im  ganzen  verrichtet  worden  ist  Dies  wQrde  auch  nicht 
zweckmäßig  sein,  da  diese  Arbeit  dazu  dient,  nicht  nur  die 
Reibung  zwischen  den  Kegeln,  sondern  auch  die  an  den  Stellen, 
wo  die  vertikale  Achse  unterstützt  ist,  zu  tlberwinden.  Wieviel 
Wärme  hier  entwickelt  wird,  kann  nicht  gemessen  werden. 
Was  man  in  Wirklichkeit  aus  den  Daten  des  Versuches  ab- 
leiten kann,  ist  die  Arbeit,  welche  erforderlich  sein  würde,  um 
den  äußeren  Kegel  zu  bewegen,  wenn  allein  die  Beibung  zwi- 
schen den  Kegeln  zu  überwinden  wäre;  dies  ist  gerade  die 
Arbeit,  welche  der  gemessenen  Wärmemenge  entspricht 

Wenn  auf  einen  Körper,  der  sich  um  eine  Achse  dreht, 
eine  Kraft  wirkt,  die  senkrecht  auf  der  Ebene  steht^  in  welcher 
ihr  Angriffspunkt  und  die  Achse  liegt,  wollen  wir  den  Ah- 
stand  des  Angriffspunktes  von  der  Achse  den  Hebelarm  nennen, 
an  welchem  die  Kraft  wirkt.  Femer  wollen  wir  derartige 
Kräfte,  welche  auf  einen  der  beiden  Kegel  wirken,  positiv  oder 
negativ  nennen,  je  nachdem  sie  eine  Drehung  in  der  Bichtong 
der  Bewegung  des  äußeren  Kegels  oder  in  der  entgegen- 
gesetzten Eichtung  hervorzubringen  streben. 

Auf  den  inneren  Kegel  wirken  nun  infolge  der  Beibung 
eine  große  Zahl  von  Kräften  in  der  positiven  Bichtung,  aber 
diese  werden  im  Gleichgewicht  gehalten  durch  die  Spannung 
der  Schnur,  die  in  negativer  Richtung  an  einem  Hebelarm  wirkt, 
den  man  leicht  messen  kann  und  dessen  Länge  wir  mit  a  be- 
zeichnen wollen.  Daraus  folgt,  daß  alle  aus  der  Beibung  ent- 
springenden Kräfte  einer  Kraft  P,  die  in  positiver  Bichtung 
am  Hebelarm  a  wirkt,  äquivalent  sind.  Nach  dem  GFesetz  von 
Wirkung  und  Gegenwirkung  müssen  nun  die  KJräfte,  welche 
der  innere  Kegel  auf  den  äußeren  ausübt,  einer  negativen 
Kraft  P,  die  an  demselben  Hebelarm  wirkt,  äquivalent  sein. 
Wenn  also  der  innere  Kegel  entfernt,  der  hölzerne  Ann  aber 
an  dem  äußeren  befestigt  würde  und  wenn  wälirend  des 
Drehens  auf  das  Ende  des  Armes  in  senkrechter  und  zwar 
negativer  Eichtung  ein  Widerstand  P  wirkte,  so  würde  der 
äußere  Kegel  ebenso  stark  zurückgehalten  werden,  wie  jetzt 
durch  den  inneren  Kegel.  Um  diesen  Widerstand  zu  über- 
winden, würde  eine  positive  Kraft  P  an  demselben  Ende  hin- 
reichend sein,  mit  anderen  Worten,  wenn  nur  die  Beibung 
zwischen   den  Kegeln   im  Spiel   wäre,   so   würde   der   äußere 
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durch  eine  positive  Kraft  P  am  Hebelarm  a  bewegt  werden 
können.  Bei  einer  Umdrehung  würde  der  Angriffspunkt  der 
Kraft  den  Weg  2na  durchlaufen,  und  die  Größe  der  Arbeit 
würde  also  2'jiaP  sein.  Zählt  man  nun  noch  die  Anzahl 
der  Umdrehungen  w,  so  ist  die  gesuchte  Arkeit  2'jinaP. 

§  142.  Versuche  von  Bowland.  Nach  demselben  Prinzip 
wie  Puluj  hat  der  amerikanische  Physiker  Rowland  eine 
Untersuchung  in  großem  Maßstab  über  das  mechanische  Wärme- 
äquivalent ausgefährt.  Er  benutzte  dabei  ein  Kalorimeter, 
welches  ungefähr  8  kg  Wasser  enthielt  und  ähnlich  eingerichtet 
war,  wie  das  von  Joule.  Das  Schaufelrad  wurde  jedoch  durch 
eine  Dampfmaschine  in  Bewegung  gesetzt,  und  das  Kalori- 
meter selbst,  welches  an  einem  Draht  aufgehängt  war,  wurde 
in  derselben  Weise  wie  der  innere  Kegel  von  Puluj  verhin- 
dert, an  dieser  Bewegung  teilzunehmen.  Diese  mit  großer 
Sorgfalt  ausgeführten  Messungen  führen  zu  dem  Resultat,  daß 
die  Wärmemenge,  welche  erforderlich  ist,  um  1  g  Wasser  von 
15^  auf  16®  zu  erwärmen,  einer  mechanischen  Energie  von 
419x10^  Erg  äquivalent  ist.  Diese  Zahl  ist  größer  als  die 
von  Joule  gefundene,  aber  es  gelang  Rowland,  die  Ursachen 
dieser  Abweichung  anzugeben.  Während  er  selbst  die  Tem- 
peraturen in  G-raden  eines  Thermometers  angibt,  welches  auf 
der  Ausdehnung  der  Luft  beruht,  was  aus  später  anzuführenden 
Gründen  bei  genauen  Untersuchungen  den  Vorzug  verdient, 
machte  Joule  von  den  Angaben  eines  Quecksilberthermometers 
Gebrauch.  Eine  eingehende  Untersuchung  von  Thermometern 
lehrte,  daß  die  Abweichung,  wenigstens  zu  einem  erheblichen 
Teil,  diesem  Umstand  zugeschrieben  werden  muß,  während  es 
scheint,  daß  der  Rest  der  Abweichung  einer  geringeren  Genauig- 
keit der  Beobachtungen  Joules  zugeschrieben  werden  kann. 

Das  mechanische  Äquivalent  der  Wärmeeinheit  kann  daher 
gleich  419  X  10^  Erg  gesetzt  werden, 

§143.  Umsetzung  von  Wärme  in  mechanische  Energie.  Bei 
allen  vorhergehenden  Versuchen  ließ  man  Wärme  aus  anderer 
Energie  entstehen.  Das  Umgekehrte  findet  in  den  Dampfmaschinen 
statt  Hirn  hat  über  die  betreffenden  Erscheinungen  ausführliche 
Untersuchungen  ausgeführt ;  er  hat  die  Arbeit  gemessen,  die  durch 
den  Dampf  verrichtet  wird,  während  er  den  Kolben  bewegt,  und 
die   nötigen  Daten  gesammelt,    um  sowohl  diejenige  Wärme- 

U* 


212  Zweites  Kapitel  [§  144 

uienge^  die  im  Dampfkessel  von  dem  Wasser  aufgenommen 
wird,  als  auch  diejenige,  welche  bei  der  Verdichtung  des 
Dampfes  zu  Wasser  entsteht,  zu  bestimmen.  Er  fand,  daß 
die  letztere  Menge  wirklich  kleiner  ist  als  die  erstere;  da- 
durch, daß  man  den  Unterschied  beider  mit  der  Arbeit  ver- 
gleicht, würde  man  das  mechanische  Wärmeäquivalent  be- 
rechnen kr)nnen,  wenn  man  die  komplizierten  Erscheinimgen  in 
einer  großen  Dampfmaschine  mit  derselben  G-enauigkeit  studieren 
könnte,  wie  diejenigen,  welche  wir  unter  absichtlich  vereinfachten 
Umständen  in  einem  Laboratorium  hervorrufen.  Die  Zahlen, 
welche  Hirn  aus  seinen  Versuchen  ableitete,  weichen  denn  auch 
beträchtlich  von  dem  in  §  142  mitgeteilten  Eesultat  ab. 

Wir  werden  später  aus  den  Eigenschaften  gasförmiger 
Körper  eine  Bestimmung  des  mechanischen  Wärmeäquivalentes 
ableiten,  die  weniger  direct  ist  als  die  von  Joule  und  Row- 
land  ausgeführte.  Sie  wird  einen  neuen  Beweis  dafür  liefern, 
daß  aus  Erscheinungen,  bei  denen  Wärme  verschwindet,  der- 
selbe Wert  gefunden  wird  wie  aus  denjenigen,  bei  denen  Wärme 
entsteht. 

§  144.  Allgemeine  Gültigkeit  des  Gesetzes  von  der  Er- 
haltung der  Energie.  Verschiedene  Auffassungen.  Die  Unter- 
suchung anderer  physikalischer  Erscheinungen  hat  ebenso  wie 
das  Studium  der  Wärmeerscheinungen  stets  das  Gesetz  der 
Erhaltung  der  Energie  bestätigt.  Wir  müssen  uns  vorstellen, 
wie  bereits  in  §  114  gesagt  wurde,  daß  jeder  Körper  eine  be- 
stimmte Energie  besitzt,  deren  Wert  von  dem  Volum,  der  Tem- 
peratur und  überhaupt  von  allen  Größen,  die  den  Ziistand  des 
Körpers  bestimmen,  abhängt.  Bei  einem  System  von  Körpern 
haben  wir  es  mit  der  Energie  zu  tun,  die  jedem  derselben  eigen 
ist,  wozu  dann  noch  die  potentielle  Energie  kommt,  welche 
den  Kräften  entspricht,  mit  denen  ein  Medium  auf  die  Körper 
wirkt,  und  die  streng  genommen  als  Energie  des  Mediums 
aufgefaßt  werden  muß.  Ist  ein  System  äußeren  Einflüssen 
entzogen,  so  bleibt  die  gesamte  Energie  unverändert  Dagegen 
nimmt  diese  zu  oder  ab,  wenn  Arbeit  auf  oder  durch  das 
System  getan  wird  oder  ihm  Energie  mitgeteilt  oder  entzogen 
wird,  wobei  dann  die  Zunahme  oder  Abnahme  mit  der  ver- 
richteten Arbeit  oder  mit  dem  Betrag  der  zugeführten  oder 
entzogenen  Energie  übereinstimmt 
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Im  Laufe  unserer  Betrachtungen  werden  wir  noch  ver- 
schiedene „Formen"  von  Energie  kennen  lernen;  jetzt  bemerken 
wir  noch  folgendes. 

a)  Wenn  man  die  Veränderungen  der  Energie  eines  Sy- 
stems verfolgen  will,  muß  man  immer  einen  bestimmten  Zeit- 
raum oder  einen  bestimmten  Vorgang  ins  Auge  fassen.  Auch 
muß  man  bedenken ,  daß  in  der  Gleichung,  die  das  Gesetz  der 
Energie  ausdrückt,  jedes  Glied  eine  Arbeit  oder  eine  Energie  bedeuten 
muß.  Eine  Spannung,  ein  Widerstand,  eine  Elektrizitätsmenge 
(wie  sich  später  zeigen  wird)  können  nicht  als  Glieder  in  der 
Gleichung  vorkommen,  wohl  aber  die  Arbeit  einer  Spannung 
oder  eines  Widerstandes,  eine  Wärmemenge  oder  die  Energie 
eines  elektrisierten  Körpers. 

b)  Im  Gegensatz  zu  der  kinetischen  Energie,  die  ein 
Körper  besitzt,  wenn  er  sich  als  Ganzes  bewegt,  und  zu  der 
potentiellen  Energie,  die  äußeren  Kräften  wie  die  Schwerkraft 
entspricht,  nennt  man  die  Energie,  welche  ein  Körper  außer- 
dem noch  besitzt,  oft  die  innere  Energie  desselben.  Man  kann 
sich  nun  zuweilen  mit  der  Einsicht  begnügen,  daß  jeder  Körper 
eine  bestimmte  innere  Energie  hat,  und  mit  dem,  was  uns 
die  Beobachtungen  über  den  Betrag  derselben  lehren.  Will 
man  aber  in  den  Mechanismus  der  Erscheinungen  eindringen 
und  diese  aus  den  Bewegungen  und  gegenseitigen  Wirkungen 
der  kleinsten  Teilchen  (Moleküle,  Atome]  erklären,  so  muß  man 
sich  vorstellen,  daß  die  innere  Energie  zusammengesetzt  ist 
aus  der  potentiellen  Energie  der  einander  anziehenden  und 
abstoßenden  Teilchen  (welche  Energie  eigentlich  in  dem  Medium 
zwischen  diesen  Teilchen  gesucht  werden  muß)  und  der  kine- 
tischen Energie  der  molekularen  Bewegungen. 

um  welchen  Betrag  sich  nun  bei  irgend  einer  Erscheinung 
die  einzelnen  Teile  der  inneren  Energie  ändern,  kann  man  aus 
dem  Gesetz  der  Energie  allein  nicht  ableiten;  dazu  sind  andere 
Betrachtungen  erforderUch,  die  uns  aber  oft  mehr  oder  weniger 
im  unsicheren  lassen.  Es  liegt  z.  B.  nahe,  anzunehmen,  daß, 
wenn  ein  elastischer  Körper  ausgedehnt  oder  gebogen  wird, 
sich  vor  allem  die  Energie  der  Lage  der  aufeinander  wirken- 
den Moleküle  ändert,  aber  vielleicht  ist  hierbei  doch  auch  die 
kinetische  Energie  der  Teilchen  nicht  ganz  dieselbe  geblieben. 
Ebenso   dürfen  wir,   da  alles  für  die  Annahme  spricht,    daß 
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die  Wärme  in  einer  molekularen  Bewegung  besteht,  ans  zwar 
vorstellen,  daß  bei  einer  Temperaturerhöhung  vor  allem  die 
kinetische  Energie  der  Teilchen  zunimmt,  aber  wir  dürfen  dabei 
doch  nicht  vergessen,  daß  infolge  der  Ausdehnung  des  Körpers 
die  sich  gegenseitig  anziehenden  Moleküle  auch  eine  größere 
Energie  der  Lage  bekommen  haben. 

c)  Mit  Rücksicht  auf  die  verschiedenen  AufEassungen,  deren 
man  sich  bedienen  kann,  richten  wir  unsere  Aufmerksamkeit 
noch  einmal  auf  einen  Körper  Äj  der  sich  auf  einer  rauhen, 
horizontalen  Ebene  B  bewegt  und  durch  die  Reibung  zu  Ruhe 
kommt.  Achtet  man  nur  auf  die  Bewegung  des  Körpers  als 
Ganzes,  ohne  an  die  entwickelte  Wärme  zu  denken,  so  kann 
man  sagen,  daß  sich  die  kinetische  Energie  des  Körpers  um 
einen  Betrag  ändert,  welcher  gleich  der  negativen  Arbeit  der 
Reibung  ist,  die  von  der  Ebene  ausgeübt  wird.  Dagegen  be- 
kommt die  Ebene  B,  wenn  wir  sie  festhalten,  keine  kinetische 
Energie,  und  die  Kraft,  welche  der  Körper  A  auf  sie  ausübt, 
tut  denn  auch  keine  Arbeit,  da  die  Punkte,  in  denen  diese 
Kraft  angreift  (nämlich  die  Punkte  von  B)  sich  nicht  ver- 
schieben. Bei  dieser  Auffassung  müßte  man  also  sagen,  daß 
die  gesamte  Energie  kleiner  wird,  und  dies  hängt  damit  zu- 
sammen, daß  die  Körper  zwar  gleiche  und  entgegengesetzte 
Kräfte  aufeinander  ausüben,  diese  Kräfte  aber  jetzt  keine  gleiche 
und  entgegengesetzte  Arbeit  verrichten,  und  zwar  deshalb  nicht, 
weil  sich  nur  die  Angriffspunkte  der  einen  Kraft,  aber  nicht 
die  der  anderen  Kraft  verschieben. 

Daß  in  Wirklichkeit  keine  Energie  verloren  geht,  sieht 
man  erst  ein,  wenn  man  auf  die  entwickelte  Wärme  achtet 
Will  man  sich  diese  nun  als  eine  molekulare  Bewegung  vor- 
stellen und  sich  klar  machen,  in  welcher  Weise  diese  Bewegung 
an  Intensität  zunimmt,  so  muß  man  nicht  an  eine  Kraft,  die 
Reibung  denken,  die  der  eine  Körper  auf  den  anderen  aus- 
übt, sondern  man  muß  diese  als  Resultante  von  zahllosen 
Kräften  auffassen,  mit  denen  die  Moleküle  des  einen  Körpers 
auf  die  des  anderen  wirken, 

§  145.  Nähere  Betrachtung  der  Wärmebewegung.  Wenn 
man  annimmt,  daß  es  nur  die  kinetische  Energie  ist,  die  bei 
einer  Temperaturerhöhuilg  zunimmt,  so  kann  man  zu  einer 
Schätzung  der  Geschwindigkeiten  kommen,  die  bei  der  moleku- 
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laren  Bewegung  yorkommen.  Um  z.  B.  lg  Quecksilber  von  0* 
auf  100^  zu  erwärmen,  sind,  da  die  spezifische  Wärme  0,031 
ist,  3,1  Kalorien  erforderlich,  die  einer  Energie  von  beinahe 
13  X  10^  Erg  entsprechen.  Bezeichnen  wir  die  mittlere  Ge- 
8ch¥midigkeit  der  Moleküle,  in  Centimetem  pro  Sekunde  aus- 
gedrückt, bei  0*^  mit  Vq  und  bei  100®  mit  v^^^,  so  ist  die 
kinetische  Energie  bei  der  ersteren  Temperatur  ^v^*  und  bei  der 
letzteren  ^Vjoo*  ^^  nämlich  die  kinetische  Energie  nicht  von 
der  Sichtung  der  Bewegung  abhängt,  so  ist  sie,  wenn  die 
Moleküle  mit  einer  gewissen  mittleren  Geschwindigkeit  in  un- 
regelmäßiger Weise  hin-  und  hergehen,  ebensogroß,  als  wenn 
sie  sich  alle  mit  derselben  Geschwindigkeit  in  derselben  Bich- 
tung  bewegten. 
Nun  ist 

woraus  folgt 
oder 


t^loo*-iV=13xl0^ 
V,,,*  >  26  X  10^ 


v^QQ   >  1  6000  cm  pro  Sek. 

Allerdings  beruht  dieses  Resultat  auf  einer  Annahme,  die 
nicht  ganz  richtig  ist,  aber  eine  ganz  falsche  Vorstellung  von 
den  molekularen  Geschwindigkeiten  gibt  sie  doch  sicher  nicht 

Wir  knüpfen  an  diese  Betrachtung  noch  das  Folgende  an. 
Da  jeder  sagen  wird,  daß  ein  warmer  Körper  mehr  „Wärme" 
enthält  als  ein  kalter  Körper,  so  liegt  es  nahe,  den  Namen 
„Wärme"  auf  die  innere  Energie  anzuwenden,  die  durch  Tem- 
peraturerhöhung zunimmt.  Sollen  wir  nun  aber  diesen  Namen 
auch  für  die  Energie  gebrauchen,  die  das  Wasser  von  0^ 
mehr  enthält  als  Eis  von  0*^  —  welche  erhöhte  Energie  der 
Stoff  durch  Zufuhr  von  Wärme  bekommen  hat  (§  136)  —  ob- 
gleich hier  die  Temperatur  in  beiden  Fällen  dieselbe  ist,  oder 
für  die  Energie  einer  gleichzeitig  erwärmten  und  gespannten 
Feder,  obgleich  wir  hier  nicht  ganz  entscheiden  können,  wie- 
viel davon  der  Formveränderung  und  wieviel  der  Temperatur- 
erhöhung entspricht? 

Wenn  man  sich  genau  ausdrücken  will,  ist  dieser  Gebrauch 
des  Wortes  „Wärme"  nicht  zu  empfehlen,  und  man  tut  besser, 
von  ,Jbinerer  Energie"  zu  sprechen.  Dies  schließt  nicht  aus, 
daß  man  auch  den  Namen  „Wärme",  wenn  kein  Mißverständnis 
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zu  betiirchten  ist,  wohl  einmal  gebrauchen  kann,  und  zwar  ent- 
weder für  die  gesamte  innere  Energie  oder  für  die  kinetische 
Energie  oder  auch,  etwas  unbestimmter,  für  die  molekulare 
Bewegung  selbst 

Die  Benennung  „Wärme"  ist  sehr  geeignet,  um  die  Energie 
zu  bezeichnen,  die  ein  Körper  A  infolge  seiner  höheren  Tem- 
peratur einem  Körper  B  bei  der  Berührung  mitteUt;  diese 
Energie  kann  in  der  Tat  scharf  unterschieden  werden  von  der 
Energie,  welche  durch  gewöhnliche  mechanische  Wirkung 
(§  115)  übertragen  werden  kann.  Im  Grunde  genommen 
kommen  jedoch  nach  der  Molekulartheorie  diese  beiden  Arten 
des  Übergangs  auf  dasselbe  hinaus.  Die  Energie,  welche  A 
an  B  durch  mechanische  Wirkungen  abgibt,  stimmt  überein 
mit  der  Arbeit,  welche  die  von  Ä  auf  B  ausgeübten  Kräfte 
verrichten.  Ebenso  ist  die  Energie,  welche  bei  einer  Berührung 
als  Wärme  übergeht,  gleich  der  Arbeit  der  zahllosen  mole- 
kularen Kräfte,  welche  die  Teilchen  des  einen  Körpers  auf  die 
des  anderen  ausüben.  Wir  können  jedoch  die  Wirkung  jeder 
dieser  Kräfte  einzeln  nicht  erforschen;  nur  ihre  gesamte  Arbeit 
ist  der  Beobachtung  zugänglich. 

§  146.  Mitteilung  und  Fortpflanzung  der  Warme.  Der 
Übergang  von  Wärme  kann  in  verschiedener  Weise  stattfinden. 
Bei  der  unmittelbaren  Berührung  zweier  Körper  von  verschie- 
dener Temperatur  teilen  die  Teilchen  des  einen  ihre  Ge- 
schwindigkeit denjenigen  des  anderen  mit,  die  in  ihrer  un- 
mittelbaren Nähe  liegen.  In  derselben  Weise  kann  ein  Über- 
gang von  Wärme  zwischen  den  Molekülen  eines  und  desselben 
Körpers  stattfinden;  ist  an  einer  Stelle  die  Temperatur  höher 
als  an  anderen,  so  geht  von  dem  warmen  Teil  Wärme  an  die 
unmittelbar  anstoßenden  Teile  über,  von  diesen  auf  weiter 
entfernte  usw.,  bis  schließlich  die  Wärmebewegung  sich  über 
den  ganzen  Körper  ausgebreitet  hat.  Diese  Erscheinung, 
welche  man  Wärmeleitung  nennt,  findet  in  verschiedenen  Stoffen 
in  sehr  ungleichem  Maße  statt;  bei  demselben  Temperatur- 
unterschied zwischen  zwei  Teilen  des  Körpers  geht  je  nach 
seinem  Leititngsvermögen  in  derselben  Zeit  mehr  oder  weniger 
Wärme  über.  Gute  Leiter  sind  die  Metalle,  weniger  gute 
Holz,  Glas,  Tier-  und  Pfianzengewebe,  schlechte  Leiter  Gase 
und  Flüssigkeiten  mit  Ausnahme  der  flüssigen  Metalle. 
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In  ganz  anderer  Weise  pflanzt  sich  die  Wärme  durch 
Strahlung  fort  Diese  kann  in  einem  luftleeren  Eaume  statt- 
finden, und  während  die  Wärmeleitung  bereits  für  Entfernungen 
von  einigen  Zentimetern  eine  merkliche  Zeit  braucht,  pflanzt 
sich  die  strahlende  Wärme  mit  sehr  großer  Geschwindigkeit 
fort  Man  hat  gefunden,  daß  die  Erscheinung  in  engem  Zu- 
sammenhang mit  dem  Licht  steht,  was  man  begreiflich  finden 
wird,  wenn  man  beobachtet,  daß  ein  Körper,  der  unter  500^ 
nur  Wärme  ausstrahlt,  bei  dieser  Temperatur  auch  Licht  aus- 
zustrahlen beginnt,  während  es  doch  nicht  wahrscheinlich  ist, 
daß  die  Art  der  molekularen  Bewegungen  sich  plötzlich  voll- 
ständig ändert 

Wenn  ein  warmer  Körper  sich  in  einer  Flüssigkeit  oder 
einem  Qas  befindet,  bemerkt  man  außer  der  Wärmestrahlung 
und  der  direkten  Leitung  noch  eine  dritte  E^rscheinung.  Zu- 
nächst werden  die  Teile  des  umgebenden  Stoffes,  welche  mit 
dem  warmen  Körper  in  Berührung  sind,  erwärmt,  sie  dehnen 
sich  dabei  aus,  werden  leichter  und  steigen  infolgedessen  in 
die  Höhe.  Neue  Teile  des  Stoffes  nehmen  ihren  Platz  ein,  um 
ebenfalls  erwärmt  zu  werden,  und  so  verbreitet  sich  die  Wärme 
durch  die  ganze  Stoffinenge,  weil  sie  von  dem  Stoff  selbst, 
durch  den  sie  aufgenommen  wurde,  mitgeführt  wird. 

§  147.  Bestimmung  des  Unterschiedes  der  inneren  Energie 
in  zwei  Zustanden  eines  Körpers  oder  eines  Systems  von 
Körpern.  Wir  bezeichnen  zwei  Zustände  eines  Körpers  oder 
eines  Systems  von  Körpern  mit  den  Buchstaben  P  und  Q  und 
nennen  Z7  und  U^  die  Werte  der  inneren  Energie  in  diesen 
Zuständen.  Wir  nehmen  an,  daß  wir  den  ersten  Zustand 
wirklich  in  den  zweiten  überführen  können  und  daß  wir  zu 
diesem  Zwecke  w  Kalorien  zuführen  müssen.  Außerdem  mögen 
äußere  Kräfte  wirken,  die  eine  Arbeit  von  Ä  Erg  verrichten. 
Da  sowohl  durch  diese  Arbeit  (§  115),  als  durch  die  zugeführte 
Wärme  die  innere  Energie  des  Körpers  vergrößert  wird, 
haben  wir,  wenn  wir  die  innere  Energie  in  Erg  ausdrücken, 

U^-U^^Ew  +  A, (13) 

und  wenn  sie  in  Kalorien  angegeben  wird. 
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Diese  Gleichimgen,  in  denen  E  das  mechanische  Wärme- 
äquivalent bedeutet,  gelten  auch,  wenn  entweder  w  oder  Ä 
oder  beide  negativ  sind;  man  kann  sie  dann  aber  etwas  anders 
in  Worten  ausdrücken.  Ist  z.  B.  die  Arbeit  der  äußeren 
Kräfte  —  Aj  so  daß  die  erste  Gleichung  in 

U^^U^  =  Ew^Ä (14) 

übergeht,  so  kann  man  sagen,  daß  die  XM/gefuhrte  Wärme  teils 
xw  Überwindung  des  äußeren  Widerstandes  gedient  hat,  der  sich  der 
Zustandsänderung  entgegensetzt,  um  also  den  Körper  eine  Arbeit  A 
'verrichten  xu  lassen,  teils  xur   Vergrößerung  der  inneren  Energie. 

Es  ist  zweckmäßig,  die  Bedeutung  dieser  Gleichungen 
bereits  jetzt  durch  einige  Beispiele  zu  erläutern,  obgleich  wir 
auf  einige  der  Erscheinungen,  denen  wir  sie  entlehnen,  später 
ausführlicher  zurückkommen  werden. 

a)  Wenn  eine  Flüssigkeit  in  einem  offenen  Qefäß  bis  xvm 
Siedepunkt  erwärmt  ist,  so  steigt  bei  weiterer  Wärmezufuhr  die 
Temperatur  nicht;  die  Flüssigkeit  geht  in  Dampf  von  derselben 
Temperatur  über.  Die  Wärmemenge,  welche  man  zuführen  muß, 
um  die  Masseneinheit  der  Flüssigkeit  in  Dampf  von  derselben  Tem- 
peratur zu  verwandeln,  toird  die  Verdampfungswärme  genannt;  ihr 
Betrag  kann  aus  den  Beobachtungen  abgeleitet  werden. 

Wir  stellen  uns  der  Einfachheit  halber  vor,  daß  sich  die 
Flüssigkeit  in  einem  Zylinder  unter  einem  Kolben  befindet,  der 
während  der  Verdampfung  nach  außen  geschoben  wird.  Da 
der  Dampf  einen  Druck  auf  den  Kolben  ausübt,  verrichtet  er  bei 
der  Verschiebung  eine  Arbeit,  die  man  aus  der  Größe  des  Druckes 
und  der  Verschiebung  des  Kolbens  ableiten  kann.  Setzt  man  in 
der  Gleichung  (14)  diese  Arbeit  an  Stelle  von  A  ein,  und  für  w 
die  Wärme,  die  man  bei  der  Verdampfung  zufuhren  mußte, 
so  lehrt  uns  die  Formel,  wieviel  die  innere  Energie  des  Dampfes 
größer  ist  als  die  der  Flüssigkeit.  Es  wird  sich  später  zeigen, 
daß  Ew  größer  als  A  ist,  und  daß  also  wirklich  U^>Up 
ist.  Dies  ist  auch  begreiflich,  wenn  man  bedenkt,  daß  sich 
die  Flüssigkeitsmoleküle  einander  anziehen,  wie  wir  aus  vielen 
Erscheinungen  wissen,  und  daß  sie  also  bei  der  Verdampfung, 
bei  der  die  gegenseitigen  Entfernungen  vergrößert  werden, 
eine  größere  Energie  der  Lage  bekommen.  Was  die  kine- 
Tsche   Energie   betriflffc,   so   kann   man   über  diese   nicht  mit 
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derselben  Sicherheit  sprechen.  Der  Dampf  hat,  wie  gesagt, 
dieselbe  Temperatur  wie  die  Flüssigkeit,  und  vieles  spricht 
daf&r,  daß  unter  diesen  umständen  die  molekularen  Geschwin- 
digkeiten in  beiden  gleich  groß  sind.  Es  ist  in  der  Tat  nicht 
unannehmbar,  daß  der  Übergang  von  Wärme  von  einem  Körper 
an  einen  anderen  vollständig  durch  die  Geschwindigkeit  der 
Moleküle  bestimmt  wird,  und  daß  also  der  Dampf  und  die  Flüssig- 
keit, wenn  diese  Geschwindigkeiten  gleich  groß  sind,  ein  Thermo- 
meter auf  denselben  Grad  erwärmen  können.  Nimmt  man  voll- 
kommene Gleichheit  der  Geschwindigkeiten  in  Dampf  und 
Flüssigkeit  an,  so  kommt  man  zu  dem  Schluß,  daß  sich  die 
kinetische  Energie  bei  der  Verdampfung  nicht  ändert  und  daß 
also  die  zugeführte  Wärme  dazu  gedient  hat,  um  die  innere 
Arbeit  zu  verrichten  und  um  die  anziehenden  Kräfte  zu  über- 
winden. 

b)  Durch  Zusammendrückung  und  Abkühlung  können  wir 
einen  Dampf  zu  einer  Flüssigkeit  verdichten.  Was  vorhin 
mit  dem  Zylinder  geschah,  kann  z.  B.  auch  umgekehrt  statt- 
finden; der  Kolben  wird  nach  unten  getrieben  und  eine  ebenso 
große  Menge  Wärme  wie  vorhin  zugeführt  wurde,  wird  dem 
Zylinder  entzogen.  Diese  Wärme  ist  jetzt  zu/m  Teil  der  Arbeit 
der  Kraftj  die  von  außen  auf  den  Kolben  tvirkte,  zu/m  Teil  der  Ver- 
minderumg  der  inneren  Energie  zu  verdanken. 

Man  kann  sagen,  daß  die  betreffende  Wärme  bei  der  Ver- 
dißhtung  des  Damrvpfes  x/u  Flüssigkeit  entstanden  ist.  Sie  wurde  jetzt 
dem  System  entzogen,  sie  kann  aber  auch  in  demselben  ge- 
lassen werden.  Stellen  wir  uns  vor,  um  zugleich  ein  Beispiel 
zu  haben,  in  welchem  das  Glied  Ä  in  der  Gleichung  ver- 
schwindet, daß  eine  Dampfmasse,  die  in  einem  Eaum  von  un- 
veränderlichem Volum  enthalten  ist,  sich  ohne  irgend  einen 
Einfluß  von  außen  zum  Teil  zu  Flüssigkeit  verdichtet.  Auch 
dann  wird  Wärme  entwickelt,  die  jetzt  aber  eine  Temperatur- 
erhöhung zur  Folge  hat.  Die  Energie  des  Systems  von  Mole- 
külen bleibt  unter  diesen  Umständen  unverändert,  aber  es  ist 
eine  andere  Form  von  Energie  entstanden.  Bei  der  Annähe- 
rung der  einander  anziehenden  Teilchen  sind  die  Oesehioindigkeiten 
vergrößert  worden;  für  die  verlorene  Energie  der  Lage  ist  hinetisehe 
Energie,  die  Wärme,  aufgetreten. 

c)  Die  Wärmeentwicklung  bei  dem  Entstehen  einer  che- 
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mischen  Verbindung  muß  einer  ähnlichen  Ursache  zugeschrieben 
werden.  Die  Teilchen,  welche  in  die  Verbindung  eintreten, 
nähern  sich  einander  mit  beschleunigter  Bewegung;  die  ent- 
wickelte Wärme  oder  kinetische  Energie  ist  das  Äquivalent  der 
Energie  der  Lage,  wehiie  die  Tetlchen  hatten,  bevor  sie  ihrer  An- 
xiehiing  Folge  geleistet  hatten.  Wir  können  die  letztere  Energie 
„diemisdie  Energie  der  Lage^*  nennen.  Bei  der  chefnischen  Zer- 
setzung nimmt  sie  auf  Kosten  der   Wärme  zu. 

Es  verdient  jedoch  bemerkt  zu  werden,  daß  bei  Ver- 
suchen über  die  Wärmeentwicklung  bei  chemischen  Prozessen 
(thermochemische  Bestimmungen)  gewöhnlich  Wärme  dem 
System  entzogen  (oder  zugeführt)  wird  und  auch  äußere  Kräfte 
eine  Arbeit  verrichten  können;  so  muß  dann  wieder  eine  der 
Gleichungen  (13)  und  (14)  angewandt  werden.  Man  denke  sich 
z.  B.,  in  einem  Kalorimeter  ein  System  von  Körpern,  welches 
durch  dünne  Platinwände  vom  Wasser  getrennt  ist;  durch  einen 
chemischen  Prozeß  möge  es  aus  dem  Zustand  P  in  den  Zustand  Q 
übergehen.  Aus  der  Temperaturveränderung  kann  abgeleitet 
werden,  wieviel  Wärme  dem  System  durch  das  Wasser  mit- 
geteilt oder  entzogen  worden  ist,  und  also  auch,  wenn  nötigen- 
falls auf  die  Arbeit  äußerer  Kräfte  geachtet  wird,  um  wieviel 
die  innere  Energie  nach  dem  chemischen  Prozeß  größer  oder 
kleiner  ist  als  vor  demselben. 

Man  muß  bei  dem  Gesagten  berücksichtigen,  daß  man  bei 
zwei  EOipem,  die  sich  einander  anziehen,  sehr  gut  von  einer 
Energie  der  Lage  sprechen  kann,  auch  wenn  sie  so  weit  von- 
einander entfernt  sind,    daß   die   Anziehung  unmerklich   ist 
tet  man  s.  B.  fest,  daß  ein  Stein  in  bezug  auf  die  Erde  eine 
bentielle  Energie  Null  haben  soll,  wenn  er  auf  dem  Boden 
dann  hat  die  potentielle  Ehiergie  einen  positiven  Wert,  wenn 
eine  gewisse  Höhe  gehoben  ist.     Stellt  man  sich  nun 
B  die  Anziehung  unmerklich  wird,  wenn  der  Abstand 
r  Erde  einen  gewissen  Wert  /  übersteigt,  so  wird  bei 
nnng  bis  zn  diesem  Abstand  die  Energie  der  Lage  des 
I   fortwährend    zunehmen    und    wird   bei   noch   weiterer 
nrang  von  der  Erde  den  Wert  A  beibehalten,   den   sie 
LDStand  l  hatte.    Wenn  man  f&r  einen  beliebigen  größeren 
tend  der  Energie  immer  noch  diesen  Wert  beilegt  so  meint 
i-  damit  weiter  nichts,  als  daß,  wenn  der  Stein  auf  die  Erd- 
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Oberfläche  herabfällt,  auf  ihn  (wenn  auch  nicht  sofort]  eise 
Kraft  wirkt,  die  eine  Arbeit  A  verrichtet.  Ebenso  kann  man 
sehr  gut  sagen,  daß  ein  Atom  Wasserstoff  und  ein  Atom  Chlor, 
auch  wenn  sie  noch  keine  Anziehung  aufeinander  ausüben^ 
eine  gewisse  potentielle  Energie  besitzen. 

Wie  groß  die  chemische  Energie  der  Lage  ist,  ergibt  sich 
aus  einer  einfachen  Berechnung.  Ein  Gramm  Chlor  entwickelt 
bei  der  Verbindung  mit  Wasserstoff  600  Kalorien.  Hieraus 
folgt,  daß  es  dem  Wasserstoff  gegenüber,  mit  dem  es  sich  yer- 
binden  kann,  eine  ebenso  große  Energie  besitzt  wie  ein  Ge- 
wicht von  1000  g  in  bezug  auf  die  Erde  haben  würde,  wenn 
es  sich  in  einer  Höhe  von  250  m  befände. 

d)  AhnKche  Bemerkungen,  wie  wir  sie  über  das  Verdampfen 
machten,  gelten  auch  für  das  Schmelzen.  Die  Wärmemenge, 
welche  während  der  Änderung  des  Aggregatzustandes  zugeführt 
werden  muß,  die  Schmelzwärme  (§  136)  dient,  da  beim  Sohmelxen 
keine  nennenswerte  äußere  Arbeit  verrichtet  loird,  zur  Erhöhung 
der  inneren  Energie.  Nimmt  man  an,  daß  wegen  der  Gleich- 
heit der  Temperatur  die  kinetische  Energie  nicht  verändert  ist, 
80  kommt  man  zu  dem  Schluß,  daß  die  Flüssigkeit  eine  größere 
potentielle  Energie  hat  als  der  feste  Körper,  Dies  ist,  da  sich  die 
Teilchen  einander  anziehen,  sehr  begreiflich  in  denjenigen 
Fällen,  in  denen  beim  Schmelzen  das  Volum  größer  wird. 
Weniger  einfach  ist  die  Sache  bei  einem  Körper  wie  Eis,  das 
sich  beim  Schmelzen  zusammenzieht.  Vielleicht  enthält  das 
Eis  Gruppen  von  Teilchen,  die,  wenn  auch  das  Gesamtvolum 
kleiner  wird,  sich  selbst  ausdehnen  und  daher  eine  größere 
potentielle  Energie  bekommen. 

e)  Schließlich  weisen  wir  noch  darauf  hin,  daß  eine  An- 
gabe über  die  innere  Energie  eines  Systems  vor  und  nach  einer 
physikalischen  oder  chemischen  Umwandlung  nur  dann  Sinn  hat, 
toenn  hmTMgefügt  wird,  in  welchem  Zustand  sich  die  Körper  vor 
und  nach  der  Umwandlung  befinden  und  welche  Temperatur  sie 
jedesmal  haben. 

Man  hat  z.  B.  bestimmt,  wieviel  die  innere  Energie  eines 
G^ramms  Wasserdampf  von  15  ^  C.  weniger  beträgt  als  die  Energie 
des  daril^  enthaltenen  Sauerstoffs  und  Wasserstoffs,  wenn  diese 
Gase  bei  derselben  Temperatur  miteinander  vermischt  sind. 
Will   man   nun   flüssiges  Wasser   von   15^  mit   dem  Gemisch 
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yergleichen,  so  findet  man  einen  etwas  größeren  Energieunter- 
schied^  da  die  Energie  des  Wassers  kleiner  ist  als  die  des 
Wasserdampfes.  Hat  man  eine  Untersuchung  ausgeführt  über 
die  Knergie  des  Wassers  in  verschiedenen  Zuständen  und  über 
die  des  Sauerstoffs  und  des  W^asserstoffs  bei  yerschiedenen 
Temperaturen,  so  kann  man  auch  sagen,  wieviel  die  Energie 
von  z.  B.  einem  Gramm  Eis  kleiner  ist  als  die  eines  Gramms 
Blnallgas  von  0^ 

Eine  chemische  Umwandlungswärme  kann  oft  dadurch 
bestimmt  werden,  daß  man  die  Zustände  der  Körper  vor  xmd 
nach  der  Umwandlung  beide  mit  einem  dritten  Zustand  ver- 
gleicht. 

Aus  der  Verbrennungswärme  des  Phosphors  z.  B.  kann 
man  ableiten,  um  wieviel  die  innere  Energie  des  Systems  1  g 
Phosphor  +  dem  freien  Sauerstoff,  mit  dem  er  sich  verbinden 
kann,  größer  ist  als  die  Energie  der  durch  die  Verbrennung 
gebildeten  Phosphorsäure  bei  derselben  Temperatur.  Das 
Resultat  ist  für  gelben  Phosphor  um  600  Kalorien  größer  als 
für  roten;  um  diesen  Betrag  übertrifft  also  die  innere  Energie 
eines  Grammes  Phosphor  in  dem  ersteren  Zustand  die  in  dem 
zweiten,  und  diese  Wärmemenge  muß  entwickelt  werden,  wenn 
der  gelbe  Phosphor  in  den  roten  übergeht 

§  148.  Snexi^e  in  der  Vatar.  In  der  Natur  finden  wir 
viele  Beispiele  von  Umwandlungen  von  Energie  in  großem 
Maßstab.  Die  Pflanzen  haben  ihr  Wachsen  der  Energie  der 
Sonnenstrahlen  zu  verdanken,  durch  die  sie  in  den  Stand  ge- 
setit  werden  9  aus  Stoffen  wie  Kohlensäure  und  Wasser  die 
Sabstanien  in  bilden,  aus  denen  ihr  Körper  aufgebaut  ist 
■  etttke  Band,  welches  in  der  Kohlensäure  und  im  Wasser 

Elemente  vereinigt,   wird   durch   das  Sonnenlicht  gelöst 
id  macht  nnter  Austritt  von  Sauerstoff  Platz  ftir  eine  minder 

)  Verkettung  der  Atome. 

üenen  sp&ter  die  Pfianzen  als  Nahrung  für  die  Tierwelt, 
»haffen  sie  dieser  auch  Wärme  und  mechanische  Energie. 
(implizierten  chemischen  Umwandlungen  im  tierischen 
ar  bestehen  in  der  Hauptsache  in  der  Verbindung  der  in 

«ahrang  enthaltenen  Stoffe  mit   dem  Sauerstoff,   der  bei 

Atmung  aufgenommen  wird:  es  ist  die  potentielle  Energie 
4r  Stoffia  gegenüber  dem  Sauerstoff«  die  dem  Tier  zugute 
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kommt     So  hat  auch  der  Mensch  seine  Energie  direkt  oder 
auf  einem  Umweg  von  der  Pflanzenwelt  bekommen. 

Außer  über  diese  Energie  verfügen  wir  auch  über  die 
Ebiergie,  welche  uns  von  der  Natur  geboten  wird,  über  die 
kinetische  Energie  des  Windes  und  des  strömenden  Wassers, 
die  potentielle  Energie  des  Wassers,  bevor  es  von  einer  Höhe 
herabstürzt,  die  chemische  Energie,  welche  die  Steinkohlen  dem 
Sauerstoff  gegenüber  haben.  Gibt  man  sich  Rechenschaft  von 
den  Umwandlungen,  welche  diese  Energie  erlitten  hat,  bevor 
wir  unsere  Maschinen  mit  ihr  treiben,  so  kommt  man  zu  dem 
Schluß,  daß  sie  in  allen  Fällen  von  der  Sonne  herkommt. 
Diese  hat  das  Wasser  verdampft  und  auf  die  Spitzen  der 
Bei^e  gefahrt;  sie  hat,  da  sie  die  Erdoberfläche  ungleich  er- 
wärmt, die  Winde  hervorgerufen;  sie  hat  endlich  die  Pflanzen 
beschienen^  deren  Überreste  in  den  Steinkohlen  für  uns  auf- 
bewahrt worden  sind.  Die  Wärme  und  das  Licht  eines  Stein- 
kohlenfeuers können  als  ein  Teil  des  Sonnenlichtes  betrachtet 
werden,  welches  in  längst  vergangenen  Zeiten  die  Erde  be- 
strahlt hat  und  dessen  Energie  in  den  Steinkohlenlagern  auf- 
gespeichert wurde. 


Drittes  Kapitel. 

Feste  Körper  von  unveränderlicher  Form. 

§  149.  Translation  nnd  Botation.  Der  Zusammenhatij 
zwischen  den  Teilchen  eines  festen  Körpers  ist  in  vielen  FÜleD 
im  Vergleich  mit  den  äußeren  Kräften,  die  auf  ihn  wirken, 
groß  genug,  um  jede  merkbare  Formveränderung  durch  diese 
Kräfte  zu  verhindern.  Man  drückt  dies  dadurch  aus,  daß  man 
von  einem  starren  Körper  spricht.  Die  Bewegung  und  das 
Gleichgewicht  eines  solchen  sollen  in  diesem  Kapitel  besprochen 
werden. 

Unter  einer  Translation  oder  Versohiebtmg  eines  Körpers 
versteht  man  eine  Bewegung,  bei  welcher  alle  Punkte  gleiche 
Wege  in  derselben  Richtung  zurücklegen. 

Eine  Rotation  oder  Drehung  ist  eine  Bewegung,  bei  welcher 
jeder  Punkt  einen  Kreisbogen  in  einer  Ebene  beschreibt,  die 
senkrecht  auf  einer  festen  Linie,  der  Achse,  steht,  in  welcher 
der  Mittelpunkt  des  Kreises  liegt;  dabei  haben  alle  in  derselben 
Zeit  beschriebenen  Kreisbogen  gleiche  Zentriwinkel.  Die  Achse 
kann  sowohl  innerhalb  als  außerhalb  des  Körpers  liegen. 

Bei  einer  Translation  haben  alle  Punkte  des  Körpers  dieselbe 
Geschwindigkeit,  Bei  einer  Rotation  ist  die  Geschwindigkeit  pro- 
porHonal  der  Entfernung  des  beireffenden  Punktes  von  der  Achse. 

Ebenso  wie  man  bei  der  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  von  der  Geschwindigkeit  spricht,  spricht  man  bei  der 
Botation  eines  Körpers  von  der  Winkelgeschunndigkeit. 

Die  Rotation  heißt  gleichförmig,  wenn  sich  der  Körper  in 
idiebig  gewählten  gleichen  Zeiten  um  gleich  große  Winkel  dreht. 
Die  Winkelgeschwindigkeit  wird  in  diesem  Fall  durch  den  in 
der  Zeiteinheit  beschriebenen  Winkel  gemessen  und  also  durch 
die  Zahl  ausgedrückt,   welche  man  erhält,   wenn   man  den  in 
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öiner  beliebigen  Zeit  beschriebenen  Winkel  durch  diese  Zeit 
^vidiert.    Bei   einer  nicht  gleichförmigen  Sotation   wird  die 
Wiixielgesch windigkeit  gefunden,   wenn  man  den  Winkel,   um 
^®ix    sich  der  Körper  in   einer  unendlich  kleinen  Zeit  dreht, 
d^i^ch   diese    letztere   dividiert  (vgl.  §  61).     Bei   Angabe   der 
W'inkelgeschwindigkeit  werden  wir  den  Winkel  in  Bogenmaß« 
v§  1 9)  ausdrücken.    Demgemäß  steht  die  Winkelgeschwindigkeit 
^^    einem  einfachen  Zusammenhang  mit  den  Geschwindigkeiten 
iDci   gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes  (lineare  Geschwindigkeiten) 
d^r  Punkte  des  Körpers.   Ist  nämlich  (d  die  Winkelgeschwindig- 
keit,  so  bedeutet  dies,   daß  ein  Punkt  im  Abstand  1  von  der 
A.chse  pro  Zeiteinheit  einen  Kreisbogen  co  durchläuft;   (o  ist 
^Iso  auch  die  lineare  Geschwindigkeit  dieses  Punktes,  und  für 
einen  Punkt  im  Abstand  r  von  der  Achse  ist  die  Geschwindig- 
keit bestimmt  durch  die  Gleichung 

t;  =  Cor. 

§  150.  Bewegung  von  Eiguren  in  einer  Ebene.  Bei  einer 
Figur  von  unveränderlicher  Gestalt  und  Größe,  die  sich  in 
einer  Ebene  bewegen  kann,  sind  eine  Translation  und  eine 
Rotation  um  einen  festen  Punkt  die  einfachsten  Bewegungen. 
Kompliziertere  Bewegungen  können  auf  diese  zurückgeführt 
werden.  Die  Figur  kann  z.  B.  nach- 
einander um  verschiedene  Punkte  ro- 
tieren; man  kann  dies  bei  einem  Vieleck 
beobachten,  welches  auf  einer  geraden 
Linie  „fortgekantelt*'  wird.  Es  ist  sogar 
möglich,  daß  die  Botation  jedesmal  nur 
während  eines  Zeitelementes  um  den- 
selben Punkt  stattfindet,  der  dann  sofort 
durch    einen    neuen     Rotationsmittel-  Y\g.  103. 

punkt  ersetzt  wird. 

Dies  ist  der  Fall,  wenn  eine  krumme  Linie  L^  (Fig.  103) 
auf  einer  geraden  oder  krummen  Linie  L^  rollt  Der  Be- 
rührungspunkt Ä  ist  dabei  der  Rotationsmittelpunkt,  aber  so- 
bald .  ein  unendlich  kleiner  Winkel  durchlaufen  ist,  ist  ein 
anderer  Punkt  h  von  L^  in  einem  anderen  Punkt  B  von  L^ 
angekommen,  die  Rotation  findet  dann  während  eines  zweiten 
Zeitelementes  um  den  letzteren  Punkt  statt.     Ein  Punkt  P  der 

Lorentz,   Lehrbuch  der  Physik.    I.  15 
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Linie  L^  beschreibt  nun  eine  Bahn^  die  als  eine  Aneinander- 
reihung von  unendlich  kleinen  Kreisbogen  PQ,  QR  usw.  auf- 
gefaßt werden  kann,  die  die  Punkte  Ä,  B,  C  usw.  von  L^  zn 
Mittelpunkten  haben.  Mit  der  rollenden  Linie  L^  kann  dabei 
eine  beliebige  Figur  fest  verbunden  sein;  ein  Punkt  dieser 
letzteren,  der  sich  z.  B.  in  der  Lage  M  befindet,  wenn  A  der 
Ber&hrungs-  punkt  ist,  beschreibt  dann  ebenfalls  unendlich 
kleine  Kreisbogen  mit  den  Mittelpunkten  An  B,  C  usw. 

Man  wird  sich  leicht  eine  Vorstellung  von  den  Bahnen 
machen  können,  die  beschrieben  werden,  wenn  ein  Kreis  auf 
einer  geraden  Linie  oder  auf  einem  anderen  Kreis,  entweder 
auf  der  Außenseite  oder  auf  der  Innenseite  des  letzteren,  rollt. 
Wenn  zwei  Lagen  einer  Figur  in  einer  Ebene  gegeben  sind,  so 
sind  zahllose  Bewegungen  denkbar,  durch  die  sie  aus  der  einen  Lage  in 
die  andere  übergehen  kann.  Angenommen ,  Fi  und  F^  (Fig.  104)  seien 
die  beiden  Lagen,  und  die  Punkte,  die  in  der  ersten  Lage  in  Ai 
Q  und  Bi  liegen,  seien  in  der  zweiten 

//!l'>^  Lage   nach  A^  und   jB,    gekommen. 

/'/:5\'\  Dabei   sei   A^B^   nicht    parallel  zu 

/''   /  i!  \  ''\  ^1 -öl.     Man   könnte,  um  die  Figur 

/   ;  !    .^     '\  aus  der  ersten  Lage  in  die  zweite  zu 

/    .'  i     \^.-.VA  bringen,  die  Figur  erst  verschieben, 

/       _^i-^^''''/      \  ^^  ^*^  -^1  ^ftch  Ai  kommt,  und  sie 

yl  /^ —    /^^  I   ;       /        \  dann    um    A^    drehen;     oder     man 

'  yC^--^  /        I    ;  /  x      könnte    durch  Verschiebung  B^  mit 

\    """*-./  ~Ly^  ,'- I      B2  zusammenfallen   und   dann   eine 

\  J   '^^Nc-'''  '       Drehung    um    den   letzteren    Punkt 

^\  y"         ^"^-v^^       I       folgen  lassen.    Auch  durch  mehr  als 

*  \    y^  2^^^^,       zwei  Verschiebungen  oder  Drehungen 

V.. kann  man  das  Ziel  erreichen,  ebenso 

Fig.  104.  durch  eine  einxige  Drehung.  Errichtet 

man  nämlich  in  der  Mitte  von  A^  A^ 
und  BiB^  Senkrechte  und  ist  0  der  Durchschnittspunkt  derselben,  so 
kann  man  beweisen,  daß  die  Winkel  A^  0  A^  und  B^O  B^  gleich  sind ; 
daraus  folgt,  daß  eine  Drehung  um  0  um  den  Winkel  A^  0  A^  gleich- 
seitig Ai  nach  J,  und  B^  nach  J?,,  folglich  die  ganze  Figur  in  die 
Lage  F^  bringt 

Sobald  in  irgend  einer  Weise  ein  Punkt  gefunden  ist,  der  in  den 
I^igen  Fl  und  F^  dieselbe  Stelle  einnimmt,  so  ist  dies  natürlich  der  Punkt, 
Hin  den  die  gesuchte  Drehung  stattfinden  muß. 

§  151.   Bewegung  eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt. 
KOrper^  von  dem  ein  Punkt  O  festgehalten  wird,  der  aber 
8<niBt  in  seinen  Bewegungen  ganz  frei  ist^  kann  um  jede  Linie 
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rotieren,  die  durch  diesen  Punkt  gezogen  wird.  Er  kann  sich 
auch  nacheinander  um  verschiedene  durch  O  gehende  Achsen 
drehen,  und  wenn  sich  die  Richtung  der  Achse  fortwährend 
ändert,  so  daß  sich  der  Körper  nur  während  einer  unendlich 
kleinen  Zeit  um  dieselbe  Linie  dreht,  so  hat  die  Bewegung 
Ähnlichkeit  mit  der  im  vorigen  Paragraphen  besprochenen 
rollenden  Bewegung  von  Linien. 

Man   denke   sich  nämlich  eine  Kegelfläche  K^  (Fig.  105) 
mit  der  Spitze  O,  die  mit  dem  beweglichen  Körper  verbunden 
ist,  und  eine  zweite  Kegelfläche  K^  mit 
derselben  Spitze,   die   eine   unveränder-       /^^^        "^ 
liehe   Lage   im   Baum   hat.     Nachdem,       \\^  \  /~7\ 

^vie  die  Figur  angibt,  K^  mit  einer  der       \ 
erzeugenden   Linien  auf  K^   gelegt   ist,        \ 
kann   man   den   ersten  Kegel  auf  dem      ^ 
zweiten  rollen  lassen,    so   daß   sich  die 
beiden  Flächen  immer  längs  einer  er- 
zeugenden Linie  berühren.    Der  mit  K^ 
verbundene    Körper    nimmt    an    dieser  "    pjg,  iq5, 

Bewegung  teil,  die  in  jedem  Augenblick 
in  einer  Rotation  um  die  Linie  besteht,  längs  der  gerade  die 
Berührung  stattfindet 

Die  bekannte  Bewegung  eines  schnell  rotierenden  Kreisels, 
dessen  geneigte  Achse  eine  Kegelfläche  beschreibt,  kann  in 
dieser  Weise  als  das  Rollen  eines  mit  dem  Kreisel  verbunde- 
nen Kegels  mit  kleinem  Winkel  an  der  Spitze  über  einen 
festen  Kegel  aufgefaßt  werden.  Ja,  man  kann  beweisen,  daß 
jede  Bewegung  eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt  von  der 
beschriebenen  Art  ist;  nur  muß  man  berücksichtigen,  daß  an 
Stelle  der  Kegel  vielflächige  Ecken  vorkommen  können,  die 
übereinander  „kantein",  daß  einer  der  beiden  Kegel  durch 
eine  Ebene  ersetzt  .sein  kann  und  daß  sich  der  eine  Kegel 
auf  der  Innenseite  des  anderen  befinden  kann. 

Ebensowenig  wie  bei  einer  Figur  in  einer  Ebene,  ist  bei  einem 
Körper  mit  einem  festen  Punkt  eine  Bewegung  durch  die  Anfangs- 
lage und  die  Endlage  bestimmt;  der  Übergang  aus  der  einen  Lage 
in  die  andere  kann  nämlicli  wieder  in  verschiedener  Weise  stattfinden. 

Um  dies  zu  erläutern,  wollen  wir  uns  vorstellen,  von  dem  festen 
Punkt  0  aus  seien  drei  aufeinander  senkrechte  Linien  gezogen,  die  fest 
mit  dem  Körper  verbunden  sind  und  die  wir  die  erste ,  die  zweite  und  die 
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Wir  legen  nun  durch  0  A  zwei  Ebenen  A  0  D  und  A  0  G^  die  an 
der  Vorderseite  und  der  Hinterseite  der  Ebene  AOB  mit  dieser  einen 
Winkel  ^a  bilden;  ebenso  zwei  Ebenen  durch  0  J5,  die  mit  A  05  Winkel 
\  ß  bilden.  Die  beiden  Ebenen  auf  der  Vorderseite  von  AOB  schneiden 
sich  in  der  Linie  0  2),  die  beiden  anderen  in  der  Linie  0  (7. 

Auf  jeder  Seite  von  AOB  entsteht  nun  eine  dreiflächige  Ecke 
und  diese  beiden  Figuren  sind  kongruent,  so  daß  L  A  0  D  =  L  AO  Cund 
L  B  OD  =  l.  BOG  ist  Daraus  folgt,  daß  die  Linie  des  Körpers,  die 
zuerst  mit  0  G  zusammenfällt,  nach  der  ersten  Drehung  die  Lage  0  D 
annimmt,  aber  bei  der  zweiten  Drehung  wieder  nach  0  C  zurückkehrt. 
Da  also  diese  Linie  nach  Verlauf  der  beiden  Drehungen  wieder  ihre  ur- 
sprüngliche Lage  hat,  muß  die  gesamte  Änderung  der  Lage  des  Körpers 
auch  durch  eine  einzige  Drehung  um  0  C  erhalten  werden  können. 

In  derselben  Weise  sieht  man  ein,  daß,  wenn  zuerst  die  Drehung 
um  OB  und  dann  die  um  OA  stattfände,  die  Linie  0Z>  in  ihre  Lage 
zurückkehren  würde.  Die  Beihenfolge,  in  welcher  die  beiden  Drehungen 
stattfinden,  ist  also  nicht  gleichgültig. 


Wir  stellen  uns  nun  vor,  daß  die  Winkel  a  und  ß  immer  kleiner 
gewählt  werden;  die  Linien  0  0  und  0  D  nähern  sich  dann  einer  und 
derselben  Linie  OE  (Fig.  108),  die  in  der  Ebene  AOB  liegt.  Bei  ww- 
endlich  kleinen  Drehungen  um  die  Achsen  OA  und  OB  ist  daher  die 
Beihenfolge,  in  welcher  die  Drehungen  stattfinden,  gleichgültig;  sie 
können  in  jedem  Fall  durch  eine  Drehung  um  die  Linie  0  E  ersetzt 
werden. 

Um  die  Lage  dieser  Linie  zu  bestimmen,  beachten  wir,  daß  in 
Fig.  107 

sin^  OG'.BinBO  C=  sin||9:sin^a 

ist,  daß  also  auch  in  Fig.  108 

uin  A  0  E :  %m  B  0  E  =  B\Ti\ ß :  sin | a 
sein  maß.     Wenn  aber  a  und  ß  unendlich  klein  sind,  kann  man  hierfür 
schreiben 

sin  AOEi^inBOE  =  ßioL, 
Die  Linie  0  ^/.welche  dieser  Bedingung  genügt,  wird  gefunden,  indem 
mau  die  Strecken  OA  und  0 B  ao  groß  macht,  daß  sie  die  Drehungen 
«  und  ß  YOTstellen  können,  und  dann  über  diesen  Strecken  als  Seiten  ein 
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Parallelogramm  beschreibt.  Die  Diagonale  0  E  desselben  ist  die  Achse^ 
um  welche  die  mit  den  Drehungen  a  und  ß  äquivalente  Drehung,  d.  h. 
diejenige  Drehung  stattfinden  muß,  welche  den  Körper  in  dieselbe  Lage 
bringt,  die  durch  die  Drehongen  «  und  ß  erreicht  wird;  außerdem  gibt 
0  E  die  Richtung  und  die  Größe  dieser  Drehung  an.  Das  erste  zu  be- 
weisen, können  wir  dem  Leser  überlassen.  Um  das  zweite  einzusehen, 
brauchen  wir  es  nur  für  einen  einzigen  Punkt  des  Körpers  zu  beweisen. 
Der  Einfachheit  halber  wählen  wir  diesen  auf  OB.  Es  seien  P  Q  und 
PR  Senkrechte  auf  0^  und  0  E,  Der  Punkt  P  würde  euch  bei  der 
Drehung  um  0  ^  nicht  verschieben ;  durch  die  Drehung  a  um  O  A  würde 
er  nach  vom,  in  einer  Bichtung  senkrecht  zur  Ebene  AOB^  eine  Strecke 
a  X  PQ  durchlaufen;  dieselbe  Verschiebung  muß  er  durch  die  Drehung 
um  0  E  bekommen,  deren  Betrag,  wie  wir  annehmen  wollen ,  dem 
Winkel  E  entspricht.    Man  hat  also 

«  X  PQ  =  e  X  PR. 

Nun  haben  die  Dreicke  0 AP  und  0 EP  gleichen  Inhalt,  woraus 
folgt,  daß 

OA  X  P0=  OE  X  PR. 

In  Verbindung  hiermit  gibt  die  vorige  Gleichung 

a:e=  OAiOE. 

Da  aber  die  Länge  von  OA  den  Betrag  der  Drehung  a  vorstellt, 
muß  e  durch  0  E  vorgestellt  werden. 

Wir  benutzen  Fig.  108,  um  einen  wichtigen  Satz  zu  erwähnen,  ohne 
jedoch  den  Beweis  für  denselben  zu  führen.  Wir  können  uns  drei  ver- 
schiedene Bewegungen  des  Körpers  vorstellen,  nämlich  Drehungen  um  die 
Achsen  0  J.,  OB  und  0 E,  mit  Winkelgeschwindigkeiten,  die  durch  die 
Länge  der  Vektoren  0  A,  OB  und  0  E  vorgestellt  werden,  und  in  Rich- 
tungen, die  durch  die  Bichtungen  dieser  Vektoren  angegeben  werden. 
Ein  beliebiger  Punkt  des  Körpers,  in  oder  außerhalb  der  Ebene  AOB, 
hat  bei  jeder  dieser  Bewegungen  eine  bestimmte  Geschwindigkeit,  und 
man  kann  nun  beweisen,  daß  die  Geschwindigkeit,  die  er  bei  der  dritten 
Bewegung  bat,  dadurch  erhalten  wird,  daß  man  die  Geschwindigkeiten  der 
beiden  anderen  Bewegungen  mit  Hilfe  eines  Parallelogramms  zusammen 
setzt.  Wenn  also  ein  Punkt  des  Körpers  die  Geschwindigkeiten  der 
Drehungen  um  0  A  und  OB  zugleich  hat,  so  hat  er  die  Geschwindigkeit 
der  Drehung  um  0  E,  was  man  auch  kürzer  ausdrucken  kann,  indem  man 
sagt,  daß,  wenn  der  Körper  zugleich  die  Drehungen  um  OA  und  OB 
hat,  er  sich  um  0  E  mit  der  durch  diesen  Vektor  bestimmten  Winkel- 
geschwindigkeit dreht.  Wenn  man  nämlich  sagt,  ein  Körper  führe  zwei 
Bewegungen,  in  diesem  Fall  zwei  Drehungen,  zugleich  aus,  so  meint  man 
damit,  daß  jeder  Punkt  des  Körpers  die  Geschwindigkeiten  dieser  Be- 
wegungen zugleich  hat. 

Man  sagt  auch,  daß  die  beiden  Winkelgeschwindigkeiten,  die  wir 
durch  0 A  und  OB  angegeben  haben,  miteinander  zu  einer  einzigen 
Winkelgeschwindigkeit,  die  durch  OE  angegeben  wird,  „zusammen- 
gesetzt" werden  können.     In  derselben  Weise  kann  man  auch  mehr  als 
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zwei  Winkelgeschwindigkeiten-  zasammensetzen.   Umgekehrt  kann  eine  ge- 
gebene Winkelgeschwindigkeit  in  zwei  oder  mehr  andere  ^^zerlegt^^  werden. 

§  153.  Allgemeinste  Bewegung  eines  festen  Körpers.  Ein 
Körper  kann  zugleich  eine  Translation  und  eine  Rotation  haben, 
wobei  dann  noch  die  Richtung  und  die  Oeschtvindigkeit  der  Trans- 
IcUion,  die  Richtung  der  Rotationsachse  und  die  Winkelgeschwindig- 
keit sich  von  einem  Äugenblick  xum  andern  ändern  können.  Jede 
beliebige  Bewegung  eines  festen  Körpers  kann  in  dieser  Weise  auf- 
gefaßt werden. 

Dreht  sich  ein  Körper  fortwährend  um  dieselbe  Achse 
und  hat  er  außerdem  eine  Translation  in  der  Richtung  dieser 
Achse,  so  beschreibt  jeder  Punkt,  wenn  beide  Bewegungen 
gleichförmig  sind,  eine  Schraubenlinie.  Die  Ganghöhe  aller 
dieser  Schraubenlinien  ist  dieselbe,  nämlich  der  Weg,  der  bei 
der  Translation  während  einer  Umdrehung  zurückgelegt  wird. 

§  154.  Zusammenhang  zwischen  der  Arbeit  der  äußeren 
Kräfte  und  der  kinetischen  Energie  des  Körpers.  Wir  haben 
angenommen,  daß  sich  an  dem  inneren  Zustand  der  betrach- 
teten Körper  nichts  ändert  und  daß  also  auch  von  einer  Ände- 
rung der  inneren  Energie  keine  Rede  ist  Auch  stellen  wir 
uns  vor,  daß  keine  Mitteilung  oder  Entziehung  von  Wärme 
stattfindet  Aus  dem  im  vorigen  Kapitel  Besprochenen  folgt 
dann,  daß  die  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  gleich  der  Vermehrung 
der  kinetischem  Energie  der  wahrnehmbaren  Bewegungen  ist. 

Werden  die  äußeren  Kräfte  durch  ein  Medium  ausgeübt, 
so  daß  ihre  Arbeit  gleich  der  Verminderung  der  potentiellen 
Energie  ist,  so  kann  man  sagen,  daß  die  Summe  dieser 
Energie  und  der  soeben  genannten  kinetischen  Energie  kon- 
stant bleibt. 

§  155.  Allgemeine  Bedingung  für  das  Gleichgewicht. 
Aus  diesem  Satz  kann  man  ableiten,  ob  ein  Körper,  der  an- 
fangs in  Ruhe  ist,  durch  ein  gegebenes  System  von  Kräften 
in  Bewegung  gesetzt  werden  wird  und,  wenn  ja,  in  welcher 
Richtung.  Denn  wenn  Bewegung  entstehen  soll,  so  muß  auch 
kinetische  Energie  entstehen  und  muß  also  die  potentielle 
Energie  abnehmen.     Folglich: 

Ein  Körper,  der  anfangs  in  Ruhe  ist,  kann  sich  nur  in  einer 
solchen  Richtung  in  Bewegung  setzen,  daß  die  Energie  der  Lage 
Meiner  unrd. 
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Angenommen^  unter  allen  Lagen,  die  der  Körper  ein- 
nehmen kann,  sei  eine  —  die  wir  P  nennen  wollen  —  in 
welcher  die  potentielle  Energie  kleiner  ist  als  in  jeder  anderen 
Lage.  Befindet  sich  dann  der  Körper  in  dieser  Lage,  so  kann 
er  sich  nicht  in  Bewegung  setzen,  da  seine  Energie  der  Lage 
nicht  noch  mehr  abnehmen  kann.  P  ist  also  eine  Oleich- 
geioiehtslage.  Aber  wir  können  noch  etwas  hinzufügen.  Hat 
man  den  Körper  in  eine  Lage  gebracht,  die  von  P  etwas  ver- 
schieden ist,  und  läßt  man  ihn  dann  los,  so  kehrt  er  in  die 
Lage  P  zurück,  eben  weil  er  immer  eine  Lage  aufsucht,  in 
welcher  die  Energie  der  Lage  kleiner  ist  als  die  Ursprung 
liehe.  Die  Gleichgewichtslage  P  stellt  sich  also  nach  kleinen 
Störungen  wieder  her,  was  man  dadurch  ausdrückt,  daß  man 
sagt,  das  Gleichgewicht  sei  beständig  oder  stabil.     Also: 

Ein  Körper  ist  im  stabilen  OUichgewicht,  wenn  seine  Energie 
der  Lage  ein  Minimwm  ist. 

Als  Beispiel  kann  eine  Kugel  im  tiefsten  Punkt  einer 
Kugelschale  dienen. 

Mit  einer  zweiten  Art  von  Gleichgewicht  hat  man  es  zu 
tun,  wenn  die  eine  Kugel  auf  dem  höchsten  Punkt  einer  anderen 
Kugel  liegt.  Dann  kann  die  erste  Kugel  fallen,  aber  da  sie 
dies  bei  einer  Bewegung  nach  rechts  ebenso  gut  tun  würde 
wie  bei  einer  Bewegung  nach  links,  so  ist  kein  Grund  vor- 
handen, weshalb  sie  nach  der  einen  und  nicht  nach  der  anderen 
Seite  gehen  sollte.  Nach  der  geringsten  zufälligen  Verschiebung 
aber  wird  sie  sich  immer  weiter  von  der  ursprünglichen  Lage 
entfernen.  Man  sagt  daher,  daß  sie  sich  in  dieser  Lage  im 
unbeständigen  oder  labilen  Gleichgewicht  befindet. 

Ein  solches  Oleichgewicht  besteht  immer,  wenn  die  Energie  der 
Lage  ein  Maxim.u/m  ist. 

Dieses  Wort  muß  hier  so  aufgefaßt  werden,  daß  sowohl 
bei  einer  Verschiebung  nach  der  einen  als  nach  der  anderen 
Seite  die  potentielle  Energie  abnimmt  Obwohl  der  Körper 
stets  Lagen  von  kleinerer  potentieller  Energie  zu  erreichen 
strebt,  ist  kein  Grund  einzusehen,  weshalb  er  sich  nach  der 
einen  und  nicht  nach  der  anderen  Seite  in  Bewegung  setzen 
soll.  Der  geringste  zufällige  Stoß  gibt  aber  den  Ausschlag 
und  der  Körper  entfernt  sich  immer  weiter  von  der  Gleich- 
gewichtslage. 
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Da  derartige  störende  Einflüsse  nicht  ganx  xu  vermeiden  sind, 
kann  man  das  labile  Oleiohgeitncht  nictU  vermrUicken, 

Es  verdient  weiter  bemerkt  zu  werden,  daß  bei  einer 
Eagel,  die  auf  einer  sattelförmigen  Fläche  ruht,  die  Energie 
der  Lage  in  bezug  auf  einige  Verschiebungen  ein  Minimum 
und  in  bezug  auf  andere  ein  Maximum  ist.  Auch  hier  ist  das 
Gleichgewicht  labil. 

Ein  Körper  kann  endlich  im  gleichgültigen  oder  indifferenten 
Gleichgewicht  sein;  hiermit  meint  man,  daß  er  auch  nach 
einer  Verschiebung  noch  im  Gleichgewicht  ist.  Dies  ist  der 
Fall  bei  einer  Kugel  auf  einer  horizontalen  Ebene  und  im 
allgemeinen,  wenn  bei  einer  Verschiebung  die  potentielle  Energie 
weder  ab-  noch  zunimmt 

Hat  man  es,  was  die  Energie  der  Lage  betrifft,  mit  keinem 
der  besprochenen  Fälle  zu  tun,  so  ist  der  Körper  nicht  im 
Gleichgewicht.  Die  potentielle  Energie  kann  dann  bei  einer 
Bewegung  in  einer  bestimmten  Richtung  abnehmen,  während 
sie  bei  einer  entgegengesetzten  Bewegung  zunehmen  würde, 
und  der  Körper  setzt  sich  in  der  zuerst  genannten  Richtung 
in  Bewegung. 

§  156.  Andere  Form  der  Gleiohgewichtsbedingung.  Das 
im  vorigen  Paragraphen  benutzte  Beispiel  von  einer  Kugel, 
die  im  tiefsten  Punkt  einer  Kugelschale  oder  auf  dem  höchsten 
Punkt  einer  anderen  Kugel  liegt,  gibt  noch  zu  einer  Bemerkung 
Veranlassung.  Da  nämlich  die  Fläche,  auf  welcher  die  Kugel 
ruht,  im  Berührungspunkt  horizontal  läuft,  bleibt  die  Kugel 
bei  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung  auf  derselben  Höhe 
und  es  ändert  sich  also  die  Energie  der  Lage  nicht.  Das- 
selbe gilt  auch  in  anderen  Fällen,  Wenn  z.  B.  ein  System 
durch  eine  Lage  von  stabilem  Gleichgewicht  P  geht,  so  muß 
die  potentielle  Energie  bei  der  Annäherung  an  P  abnehmen 
und  dann  wieder  zunehmen,  was  nur  dann  möglich  ist,  wenn 
sie  bei  einer  unendlich  kleinen  Verrückung  durch  die  Lage 
P  hindurch  denselben  Wert  behält.     Also: 

Wenn  ein  Körper  im  OleiehgeiuiGht  ist,  ändert  sich  bei  einer 
unendlich  kleinen  Verrückung  die  Energie  der  Lage  nickt. 

Wie  diese  Regel  aufgefaßt  werden  muß,  ergibt  sich  aus 
dem  im  §  41  Gesagten.  Wir  sahen,  daß,  wenn  man  es  mit 
einem  Maximum  oder  Minimum  zu  tun  hat,  für  die  Zunahme 
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der  Funktion,  welche  durch  eine  Zunahme  S  der  unabhängigen 
Veränderlichen  herbeigeführt  wird,  der  Wert  Null  gefunden  wird, 
wenn  man  die  zweite  und  höhere  Potenzen  von  8  wegläßt.  £benso 
muß  man,  wenn  man  obige  Regel  auf  eine  kleine  Verschie- 
bung 8  oder  auf  eine  Drehung  um  den  Winkel  8  anwendet, 
die  Größen,  welche  8^  enthalten,  weglassen;  wenn  man  dies 
tut,  so  findet  man,  wenn  Gleichgewicht  besteht,  f&r  die  Ver- 
änderung der  Energie  der  Lage  den  Wert  Null. 

Nun  ist  aber  die  Verminderung  der  potentiellen  Energie 
gleich  der  Arbeit  der  Kräfte,  die  das  Medium  auf  den  Körper 
ausübt  Anstatt  zu  sagen,  daß  sich  die  potentielle  Energie 
nicht  ändert,  kann  man  daher  auch  sagen,  daß  die  Ejräfte 
keine  Arbeit  tun.    Hieraus  ergibt  sich  die  £egel: 

Wenn  Oleichgeivicht  besieht,  verrichten  die  Kräfte  hei  einer 
unendlich  kleinen  Verrückung  keine  Arbeit. 

In  dieser  Form  gilt  die  Regel  auch  dann,  wenn  die  Kräfte 
nicht  durch  ein  Medium  ausgeübt  werden  und  man  also  nicht 
von  einer  Energie  der  Lage  sprechen  kann.  Außerdem  kann 
der  Satz  umgekehrt  werden  und  man  kann  sagen:  Wenn  die 
Kräfte  bei  keiner  einzigen  unendlich  kleinen  Verrückung  eine  Arbeit 
verrichten,  so  besieht  Oleichgewicht.  Wenn  dies  nämlich  nicht  der 
Fall  wäre,  so  würden  die  Kräfte  den  Körper  in  Bewegung 
setzen;  sie  würden  diesem  also  kinetische  Energie  erteilen, 
was  sie  nur  können,  wenn  sie  eine  Arbeit  verrichten. 

Es  verdient  femer  bemerkt  zu  werden,  daß  £a*äfte,  die 
einen  Körper  nicht  in  Bewegung  setzen  können,  auch  keinen 
Einfluß  auf  eine  bereits  vorhandene  Bewegung  haben  können. 

Da  alle  Bewegungen  eines  festen  Körpers  auf  Trans- 
lationen und  Rotationen  zurückgeführt  werden  können,  ist  es 
für  das  Gleichgewicht  nur  nötig,  daß  die  Kräfte  keine  Arbeit 
verrichten,  wenn  der  Körper  eine  unendlich  kleine  Verschiebung 
oder  Drehung  erleidet.  Die  Arbeit  einer  Kraft  in  dem  letzteren 
Fall  wollen  wir  jetzt  näher  betrachten. 

§  157.  Arbeit  einer  Kraft  bei  einer  unendlich  kleinen 
Drehung.  Wir  nehmen  an,  der  Körper  rotiere  in  der  Rich- 
tung des  Pfeils  um  eine  Achse,  die  durch  O  (Fig.  109)  geht 
und  auf  der  Ebene  der  Zeichnung  senkrecht  steht.  Der 
Punkt  Ä  in  dieser  Ebene  sei  der  Angriffspunkt  der  Kraft. 
Diese  zerlegen  wir  in  ÄF  in  der  Ebene   der  Figur  und  eine 
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zweite  Komponente,  die  auf  dieser  senkrecht  steht.   Die  letztere 

verrichtet  keine  Arbeit.     Um  die  Arbeit  von  AF  zvl  berechnen, 

nennen   wir    den    unendlich    kleinen 

Winkel,    um   den    sich    der    Körper 

dreht,  a;  wir  drücken  diesen  Winkel 

in  Bogenmaß  aus,  so  daß  b  auch  die 

Verrückung   eines   Punktes   vorstellt, 

der    in    der  Entfernung   1    von   der 

Achse    liegt     Der    Angriffspunkt  A 

beschreibt  nun  einen  unendlich  kleinen 

Kreisbogen  AB  mit  der  Länge  bxOA\ 

dieser  Bogen  kann   als    eine  gerade 

Linie  betrachtet  werden,  die  auf  OA  senkrecht  steht. 

Die  Arbeit  von  A  F  kann  nun,  wenn  B  G  senkrecht  zm  AF 
gezogen  wird,  durch 

AFxAC 

ausgedrückt  werden.    Zieht  man   OD  senkrecht  auf  AF,   so 
kann  man  hierfür  schreiben 

BXAFx  OD; (1) 

aus   der  Ähnlichkeit   der  Dreiecke  OAD   und  ABC  in  Ver- 
bindung mit  dem  Wert  von  AB  folgt  nämlich 

AC=^e  X  OD. 

Das  Produkt  aus  der  auf  der  Achse  senkrecht  stehenden  Kraft 
AF  und  dem  Abstand  OD  der  Linie,  in  welcher  sie  wirkt,  von 
der  Achse,  wird  das  Momeni  von  AF  in  hexug  auf  die  Achse  ge- 
nannt. Man  nennt  das  Produkt  wohl  auch  das  Moment  der 
gesamten  Kraft,  die  im  Punkt  A  wirkt  und  von  der  AF  die 
zur  Achse  senkrechte  Komponente  ist. 

Nachdem  wir  eine  bestimmte  Drehungsrichtung  als  die 
positive  gewählt  haben,  können  wir  das  Moment  einer  Kraft 
positiv  oder  negativ  nennen,  je  nachdem  die  Kraft  den  Körper 
in  dieser  oder  in  der  entgegengesetzten  Richtung  zu  drehen 
strebt  Gibt  in  Fig.  109  der  Pfeil  die  positive  Richtung  an, 
so  ist  das  Moment  der  Kraft  A  F  positiv,  dagegen  das  Moment 
der  Kraft  EG  negativ. 

Wird  auch  €  mit  dem  geeigneten  Vorzeichen  versehen,  so  gibt  das 
Produkt  von  s  und  dem  Moment  sowohl  hinsichtlich  des  Vorzeichens 
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al8  auch  der  Größe  die  Arbeit  der  Kraft  an.  Man  kann  8i(3li 
nämlich  mit  Hilfe  einiger  Figuren  leicht  davon  tiberzeugexi, 
daß  die  Arbeit  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  das  Mo- 
ment der  Kraft  und  die  Botation  gleiche  oder  ungleiche  Vor- 
zeichen haben. 

Aus  dem  umstand,  daß  die  Arbeit  nicht  durch  die  Größe 
der  Kraft  allein,  sondern  durch  das  Moment  bestimmt  wird,, 
können  wir  bereits  schließen,  daß,  werm  ein  fester  Körper  sich 
nwr  wm  eine  feste  Achse  drehen  kann,  die  Beweg\mg,  welche 
eine  Kraft  hervorbringt,  nwr  von  ihrem  Moment  in  bexug  auf 
diese  Achse  abhcmgen  härm, 

§158.  Ein£Etcher  Fall  von  Gleichgewicht  Zwei  gleiche  Kräfte 
AF  und  BO  (Fig.  110).  die  in  entgegengesetzter  Sichtung  längs 
derselben  geraden  Linie  wirken,  aber  in 
verschiedenen  Punkten  derselben  angreifen, 
sind  miteinander  im  Gleichgewicht;  es  ist 
nämlich  leicht  einzusehen,  daß  bei  jeder 
unendlich  kleinen  Verschiebung  oder 
Drehung  des  Körpers  die  Arbeiten  dieser 
Kräfte  gleich  sind  und  entgegengesetztes 
Vorzeichen  haben. 

Man  kann  jetzt  femer  schließen,  daß 
die  Kraft  AF  durch  BH  ersetzt  werden 
kann,  die  der  Kraft  BO  gleich  und  ent- 
gegengesetzt gerichtet  ist  und  in  dem- 
selben Punkt  angreift  wie  diese. 
Man  nehme  an,  daß  auf  den  Körper  die  Kraft  A  F,  allein 
oder  mit  anderen  zusammen,  wirkt.  Man  kann,  ohne  den 
Körper  in  Bewegung  zu  setzen  oder  an  der  bereits  vorhandenen 
Bewegung  etwas  zu  ändern,  im  Punkt  B  zwei  entgegengesetzte 
Kräfte  BO  und  BH,  beide  gleich  AF,  anbringen,  da  die  beiden 
neuen  Kräfte  ihre  Wirkung  gegenseitig  aufheben.  Von  den 
drei  Kräften  kann  man  ferner  AF  und  BO  weglassen,  da 
diese  miteinander  im  Gleichgewicht  sind.  Man  behält  dann 
zum  Schluß  anstatt  der  Kraft  AF  die  Kraft  BH  übrig. 

Man  darf  daher  hei  einem  festen  Körper  jede  Kraft  längs 
der  Linie,  in  welcher  sie  wirkt,  beliebig  verschieben,  aber  auch 
nur  in  der  Richtung  dieser  Linie.  Wenn  man  die  Kraft  mit 
unveränderter   Richtung    und    Größe    in    einem    Punkt    außer- 
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lialb  der  Linie  wirken  ließe,  würde  sie  eine  andere  Wirkung 
ausüben. 

Die  Kraft  BEj  durch  die  toir  soeben  ÄF  ersetzten,  verrichtet 
^i  jeder  unendlich  Meinen  Verrilckimg  des  Körpers  eine  ebenso 
yroße  Arbeit  wie  die  Kraft  ÄF  selbst. 

§  159.  Gleichwertige  Systeme  von  Kräften.  Im  allge- 
öiöinen  kann  man  sagen:  Wenn  zwei  Systeme  von  Kräften,  die 
^'^f  einen  festen  Körper  wvrken,  bei  jeder  unendlich  Jdeinm  Ver- 
^^kung  des  Körpers  dieselbe  Arbeit  verrichten,  so  hat  das  eine 
^siem  dieselbe  Wirkung  wie  das  andere  und  kann  daher  durch 
^^es  ersetzt  werden. 

Derartige  Systeme  von  Kräften  wollen  ynr  gleichwertig  nennen. 

In  Fig.  111  mögen  die  Strafte  A  das  eine  System  and  die  Strafte  B 
das  andere  System  bilden.  Wir  wollen  annehmen,  daß  nur  das  erste 
System  auf  den  Körper  wirkt  Man  kann 
dann,  ohne  etwas  an  dem  Zustand  zu 
ändern,  die  Strafte  B  anbringen,  wenn  man 
gleichzeitig  die  durch  C  dargestellten 
Kräfte  wirken  läßt,  welche  den  Kräften 
3  gleich  und  entgegengesetzt  sind  und 
diese  aufheben.  Da  nun  angenommen 
wird,  daß  die  Strafte  B  bei  jeder  Ver- 
rückung eine  ebenso  große  Arbeit  ver- 
richten wie  die  Kräfte  A,  so  muß  sich 
die  Arbeit  der  Euräfte  G  von  der  Arbeit 
des  Systems  A  nur  durch  das  Vorzeichen 
unterscheiden.  Die  Systeme  A  und  G  zu- 
sammen verrichten  also  nie  eine  Arbeit,  woraus  folgt,  daß  sie  mit- 
einander im  Gleichgewicht  sind.  Es  ist  also  erlaubt,  sie  beide  zugleich 
hinwegzunehmen,  und  dann  bleiben  anstatt  des  ursprünglichen  Systems 
A  nur  die  Kräfte  B  übrig. 

In  den  folgenden  Paragraphen  findet  man  verschiedene 
Beispiele  zur  Erläuterung.  Wir  werden  dabei  der  Kürze 
halber  nicht  immer  alle  möglichen  Bewegungen  des  Körpers 
besprechen. 

§  160.  Parallele  Kräfte.  Sind  zwei  derartige  Kräfte  AP 
und  A  Q  {Fig.  112)  nach  derselben  Seite  gerichtet,  so  sind  sie  gleich- 
wertig mit  einer  einzigen  Kraft  CR,  welche  dieselbe  Richtung 
hat,  gleich  der  Summe  der  gegebenen  Kräfte  ist  und  in  einem 
Punkt  G  zunschen  A  und  B  angreift,  dessen  Lage  bestimmt  urird 
durch  die  Proportion 

AC:BC=^BQ:AP    .' (2) 
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Weil  nämlich  CR^  ÄP ^  BQ  ist,  verrichtet  bei  jeder 
Verschiebung  des  Körpers  CR  eine  ebensogroße  Arbeit  wie  A  P 
und  BQ  zusammen.  Daß  dies  auch  bei  einer  Drehung  der 
Fall  ist,  ist  eine  Folge  der  Lage  des  Punktes  C.  Man  kasn 
den  Beweis  für  jede  Drehung  liefern,  wir  wollen  uns  jedoch 
auf  eine  Drehung  um  eine  Achse  beschränken,  die  durch  den 
Punkt  C  geht  und  senkrecht  auf  der  Ebene  der  gegebenen 
Kräfte  steht.  Aus  der  Proportion  (2)  folgt,  daß  die  Momente 
von  Ä P  und  BQ  in  bezug  auf  die  genannte  Achse  gleich, 
sind;   femer  sind  die  Momente  entgegengesetzt  gerichtet  undL 


bei  einer  Drehung  um  G  verrichtet  also  die  eine  Kraft  eine 
positive  und  die  andere  eine  ebenso  große  negative  Arbeit.  Za- 
sammen  verrichten  sie  keine  Arbeit,  aber  auch  die  Bjraft  GE 
tut  dies  nicht. 

Zwei  parallele  vmd  entgegengesetzt  gerichtete  Kräfte  AP  und 
BQ  [Mg,  113)  sind,  wenn  sie  von  verschiedener  Größe  sind,  eben- 
falls mit  einer  einzigen  Kraft  gleichwertig.  Diese  hat  dieselbe 
Richtimg  wie  die  größere  der  gegebenen  Kräfte  und  ist  gleich  der 
Differenz  von  beiden;  der  Angriffspunkt  G  liegt  auf  der  Verlängerung 
von  AB  an  derjenigen  Seite ^  an  welcher  die  größere  Kraft  wirkt 
Die  Lage  desselben  vnrd  bestimmt  durch  die  Proportion 
AG:BG=BQ:AP. 

Ist,  wie  in  diesen  Fällen,  eine  einzige  Kraft  gleichwertig  mit 
einem  System  von  Kräften,  so  wird  sie  die  Resultante  des 
Systems  genannt. 

Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  daß  in  Fig.  113  der 
Punkt  C  außerhalb  des  Körpers  liegen  kann;  auch  in  dem 
Fall  von  Fig.  112  kann  es  vorkommen  (z.  B.  bei  einem  hohlen 
Körper  oder  einem  gebogenen  Stab),  daß  sich  im  Punkt  C 
keine  Materie  befindet.     Die  Zusammensetzung  der  gegebenen 
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'räfte  ist  dann  doch  möglich  y  wenn  man  sich  in  C  einen 
unkt  denkt,  der  mit  dem  Körper  fest  verbunden  ist  Ahnliche 
emerkungen  gelten  auch  in  anderen  Fällen;  man  kann  z.  B. 
der  in  §  158  besprochenen  Weise  eine  Kraft  nach  einem 
mkt  außerhalb  des  Körpers  verlegen. 

Auch  mehr  als  zwei  parallele  Kräfte  können,  wenn  die 
jebraische  Summe  nicht  gleich  Null  ist,  zu  einer  einzigen 
'Sultante  vereinigt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  setzt  man 
ch  den  gegebenen  Eegeln  die  erste  Kraft  mit  der  zweiten 
Gammen,  die  hierdurch  erhaltene  Resultante  mit  der  dritten 
tift,  usw.  In  Fig.  114  z.  B.  ist  CR  die  Resultante  von  AP, 
Q  und  DS.  Man  findet  dieselbe  Resultante,  einerlei  in 
Jeher  Reihenfolge  man  die  Kräfte  miteinander  zusammensetzt. 

Sind  die  gegebenen  parallelen  Kräfte  nicht  alle  nach  der- 
iben  Seite  gerichtet,  so  kann  man  zuerst  die  Kräfte  ver- 
ligen,  welche  die  eine,  und  dann  diejenigen,  welche  die 
dere  Richtung  haben.  Schließlich  kann  man  die  beiden  er- 
Itenen  Resultanten  miteinander  zusammensetzen. 

Wie  man  eine  Kraft  in  zwei  oder  mehr  andere  parallele 
•äfte  zerlegen  kann,  kann  man  leicht  aus  dem  Gesagten  ab- 
ten.  Sind  in  Fig.  112  außer  der  Kraft  CR  äie  Angrififs- 
nkte  Ä  und  B  der  Komponenten  gegeben,  so  wird  die  Größe 
3ser  letzteren  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

B 


P  = 


^  X  Ci2  und  BQ^^xCR. 


Um  die  Kraft  CR  (Fig.  114)  in  drei 
dere  zu  zerlegen,  die  in  den  Punkten 
B  und  i),  die  mit  C  in  einer  Ebene 
gen,  angreifen,  sucht  man  den  Durch- 
tmittspunkt  E  von  AC  und  BD  und 
rlegt  zunächst  CR  m  eine  Kraft  in  A 
id  eine  zweite  in  E,  dann  diese  letztere 
B  Q  und  D  S.  Auf  diese  Weise  kann 
r  Druck  bestimmt  werden,  der  durch 
1  Gewicht,  mit  dem  ein  auf  einer 
itten  horizontalen  Ebene  stehender  Dreifuß  belastet  wird,  auf 
ien    Stützpunkt   ausgeübt  wird. 

Wenn  die  Anzahl  der  Stützpunkte  größer  als  drei  ist,  so 
rd  die  Aufgabe,  wie  man  bemerken  wird,  unbestimmt  oder. 
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besser  gesagt,  man  muß  dann,  um  den  Druck  in  jedem  Punkt 
zu  ermitteln,  andere  Betrachtungen  (über  die  Formveränderangen) 
zu  Hilfe  rufen. 

§  161.  Mittelpunkt  paralleler  Kräfte.  Der  Kürze  halber 
haben  wir  am  Anfang  des  vorigen  Paragraphen  gesagt;  daß 
die  Kraft  CR  (Fig.  112)  im  Punkt  G  angreifen  müsse;  sie  kann 
aber  ebensogut  in  jedem  anderen  Punkt  der  Linie  CR  an- 
greifen, und  eine  ähnliche  Bemerkung  gilt  auch  für  die 
Resultante  einer  beliebigen  Anzahl  paralleler  Ejräfte. 

Der  Punkt  G  in  den  Figuren  112,  113  und  114  hat  jedoch 
eine  Eigenschaft,  die  die  anderen  Punkte  der  Linie  CR  nicht 
besitzen.  Wenn  man  nämlich  den  Kräften,  die  miteinander 
zusammengesetzt  werden  müssen,  unter  Beibehaltung  der  An- 
griffspunkte, der  Größe  und  des  gegenseitigen  Parallelismus 
eine  andere  Richtung  gibt,  so  wirkt  die  resultierende  Kraft 
immer  noch  längs  einer  Linie,  die  durch  den  Punkt  C  geht. 
Auch  wenn  es  mehr  als  drei  Kräfte  gibt  und  die  Angriffs- 
punkte nicht  alle  in  einer  Ebene  liegen,  gibt  es  immer  einen 
Punkt,  der  diese  Eigenschaften  hat  und  den  man  durch 
wiederholte  Anwendung  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen 
Regeln  finden  kann.  Dieser  Punkt,  welcher  als  Angriffspunkt 
der  Resultante  aufgefaßt  werden  kann,  einerlei  welche  Richtung 
die  gegebenen  Kräfte  haben,  wird  der  Mittelpunkt  der  parallelen 
Kräfte  genannt, 

§  162.  Schwerpunkt.  Die  Kräfte,  mit  denen  die  Erde 
die  Teilchen  eines  Körpers  anzieht,  können  als  einander 
parallel  betrachtet  werden  und  bilden  daher  ein  System,  auf 
welches  das  Gesagte  anwendbar  ist.  Sie  haben  eine  Resultante, 
die  gleich  der  Summe,  dem  Gewicht  des  Körpers  ist,  und  es 
ist  auch  hier  ein  Punkt  mit  der  soeben  besprochenen  Eigen- 
schaft vorhanden.  Wir  können  allerdings  nicht,  während  wir 
die  Lage  des  Körpers  unverändert  lassen,  die  Richtung  der 
Schwerkraft  verändern,  aber  wir  können  den  Körper  selbst 
drehen,  und  auch  hierbei  nehmen  die  Kräfte  in  bezug  auf  den 
Körper  eine  andere  Richtung  an.  Der  Punkte  welchen  man  als 
Angriffspunkt  de?'  Resultante  der  Schwerkraft  ansehen  kann,  einerlei 
in  welche  Lage  man  den  Körper  bringt  ^  heißt  der  Schwerpunkt. 
Da   nun    die   Resultante    eines   Systems   von   Kräften    nichts 
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öderes  ist  als  die  Kraft,  welche  dieselbe  Arbeit  verrichtet,  wie 
die  Kräfte  zusammen,  können  wir  sagen: 

Bei  jeder  Bewegung  des  Körpers  wird  die  Arbeit  der  Schwer- 
hraft  gefunden,  indem  man  das  Gewicht  mit  der  vertikalen  Fall- 
höhe des  Schwerpunktes  mtUiiplixiert.  Im  Zfusammenhang  hiermit 
ist  die  Energie  der  Lage  in  hexv^  auf  die  Schwerkraft  gleich  dem 
Produkt  aus  dem  Oetmcht  und  der  Höhe  des  Schwerpunktes  über 
einer  festen  horizontalen  Ebene. 

Hieraus  folgt,  daß  ein  fester  Körper,  der  sich  um  einen 
unbeweglichen  Punkt  in  allen  Richtungen  drehen  kann,  im 
stabilen  Gleichgewicht  ist;  wenn  der 
Schwerpunkt  vertikal  unter,  und  im 
labilen  Gleichgewicht,  wenn  er  ver- 
tikal über  dem  festen  Punkt  liegt. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden, 
daß  die  Lage  des  Schwerpunktes  voU" 
kommen    durch   die   Massen  der   ma^  Yig.  115. 

teriellen  Punkte  bestimmt  ist;  er  wird 
daher  auch  der  Massenmittelpunkt  genannt.  Wenn  nämlich 
Pi9  P29  Psf  P^  ^^®  Gewichte  der  fest  miteinander  verbundenen 
materiellen  Punkte  Ä^,  J^,  A^,  Ä^  (Fig.  115)  sind,  so  findet  man 
nach  dem  Gesagten  den  Schwerpunkt  dadurch,  daß  man  zuerst 
auf  Ä^  Ä^  den  Punkt  B  so  bestimmt,  daß 

J^B:Ä^B^p^:p^, 
dann  auf  der  Linie  BÄ^  den  Punkt  G  so,  daß 
BCiÄ^G^p^:{p^+p^), 

und  so  weiter.     Wegen  der  Proportionalität  der  Gewichte  mit 
den  Massen  m^^m^,  m^  usw.  kann  man  hierfür  auch  schreiben 


Ä^B\Ä^B== 


m, 


'2' 


B  C  : Ä^  C  =^  m^:[m^  +  m^,  usw. 

In  diesen  Proportionen  ist  eine  Definition  des  Massen- 
mittelpunktes enthalten,  die  man  auch  benutzen  könnte,  wenn 
die  Schwerkraft  überhaupt  nicht  wirkte. 

Man  wendet  diese  Definition  selbst  auf  materielle  Punkte 
an,  die  nicht  fest  miteinander  verbunden  sind,  so  daß  man 
vom  Schwerpunkt  oder  Massenmittelpunkt  einer  Flüssigkeits- 
menge oder  einer  Anzahl  materieller  Teilchen  spricht,  die  gar 

Lorentz,  Lehrbuch  der  Physik.    I.  16 


z,  z 

— y    • 


242  Drittea  Kapitel.  [§§  163-164 

nicht  miteinander  zusammenhängen.  Wir  wollen  jedoch  in  den 
zunächst  folgenden  Paragraphen  annehmen,  daß  wir  es  mit 
festen  Körpern  zu  tun  haben  und  wollen  den  Schwerpunkt  als 
AngriflFspunkt  der  resultierenden  Schwerkraft  auffassen. 

§  163.    Bestimmung  des  Schwerpunktes.    Man  kann  sicli 
vorstellen,  daß  bei  jedem  Körper  die  Lage  des  Schwerpunktes 
tiieoretisch  durch  wiederholte  Anwendung  der  Begel  bestimmte 
wird,   die   wir   (§   160)    für   die   Zusammensetzung    parallele:«^ 
Kräfte  kennen  gelernt  haben.    Die  Anzahl  der  Kräfte  ist  aller-^ 
dings   unendlich   groß,    aber   die   höhere   Mathematik  besitz'* 
Hilfsmittel,  durch  welche  die  Zusammensetzung  wirklich  aus^ — 
geführt  werden  kann. 

In  einfachen  Fällen  kann  man  das  Ziel  durch  die  folgen-—-' 
den  Sätze  erreichen. 

a)  Wenn  ein  Körper  aus  zwei  Teilen  besteht,  deren  Ge--- 
wichte  Pj  tind  P^  und  deren  Schwerpunkte  Z^  und  Z^  (Fig.  116) 

sind,  so  ist  der  Schwerpunkt  Z  des  ganzeiB- 

Körpers  der  Angriffspunkt  der  Eesultante 

der  Kräfte  P^  und   Pg.     Etwas  ähnliches 

gilt,  wenn  man  den  Körper  in  drei,  vier 

Jl  oder  mehr  Teile  zerlegt  hat.     Wenn  dies 

^ij  so   möglich    ist,    daß    die    Schwerpunkte 

Fig.  116.  aller  Teile  in  einer  Ebene  oder  in  einer 

geraden  Linie  liegen,   so  liegt  auch  der 

Schwerpunkt  des  ganzen  Körpers  in  dieser  Ebene  oder  dieser 

Linie. 

b)  Wenn  eine  Ebene  V  so  gelegt  werden  kann,  daß  jedem 
Teilchen  des  Körpers  auf  der  einen  Seite  von  V  ein  zweites 
Teilchen  auf  der  anderen  Seite  entspricht,  welches  dieselbe 
Masse  hat  und  ebensoweit  von  V  entfernt  ist,  so  liegt  der 
Schwerpunkt  in  dieser  Ebene. 

Wenn  man  nämlich  zunächst  die  Kräfte ,  die  auf  zwei 
derartige  Teilchen  wirken,  zusammensetzt,  so  liegt  der  Angriffs- 
punkt der  Resultante  in  der  Mitte  der  Verbindungslinie,  also 
in  der  Ebene  F.  Dies  gilt  von  allen  Angriffspunkten,  welche 
man  erhält,  wenn  man  die  Teilchen  zu  je  zweien  zusammenfaßt. 

§  164.  Beispiele.  Man  spricht  nicht  nur  bei  Körpern, 
sondern  auch  bei  Flächen  und  Linien  vom  Schwerpunkt.  Man 
kann  sich  nämlich  vorstellen,  daß  eine  gewisse  Masse  in  einer 
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zusammenhängenden  Schicht  über  eine  Fläche  oder  in  ähn- 
i'cher  Weise  über  eine  Linie  verteilt  ist  Natürlich  liegt  bei 
einem  Teil  einer  Ebene  der  Schwerpunkt  in  dieser  Ebene  selbst, 
önd  ebenso  bei  einer  geraden  Linie  in  der  Linie. 

Die  Masse  einer  dünnen  Platte  oder  eines  dünnen  Stabes 
i^aun  annähernd  als  über  eine  Fläche  oder  eine  Linie  verteilt 
angesehen  werden. 

Li  den  folgenden  Beispielen  wollen  wir  annehmen,  daß 
die  Verteilung  des  Stoffes  homogen  ist,  d.  h.  daß  beliebige  gleiche 
Teile  des  Körpers,  der  Fläche  oder  der  Linie  gleiche  Massen 
haben. 

a)  Fläche  eines  Dreiecks.  Durch  Linien  parallel  zur  Seite 
^  G  (Fig.  117)  kann  man  das  Dreieck  in  unendlich  schmale 
Streifen  teilen.  Der  Schwerpunkt  jedes 
Streifens  liegt  in  der  Mitte  der  Länge, 
also  auf  der  Linie  B  P,  die  B  mit  der 
Mitte  von  A  C  verbindet.  Also  muß 
der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ebenfalls 
auf  BP  liegen  und  ebenso  auf  jeder 
der  beiden  Linien,  welche  die  Eck- 
punkte Ä  und  C  mit  der  Mitte  der 
gegenüberliegenden  Seite  verbinden.  Bekanntlich  liegt  der 
Durchschnittspunkt  der  genannten  Linien  so,  daß  PZ=^PB  ist. 

Den  Schwerpunkt  eines  Vielecks  kann  man  finden,  indem 
man  es  in  Dreiecke  zerlegt. 

b)  Prisma  und  Zylinder.  Die  unendlich  dünnen  Platten, 
in  welche  man  den  Körper  durch  Ebenen  parallel  zur  Grund- 
fläche zerlegen  kann,  haben  ihre  Schwerpunkte  alle  in  der 
Linie,  welche  die  Schwerpunkte  der  beiden  Grundflächen  ver- 
bindet. Der  Schwerpunkt  des  Körpers  muß  also  ebenfalls  in 
dieser  Linie  liegen,  und  zwar  in  der  Mitte,  da  die  Ebene, 
welche  durch  die  Mitte  der  Höhe  parallel  zu  den  Grundflächen 
gelegt  wird,  die  in  §  163,  b  erwähnte  Eigenschaft  hat. 

c)  Dreiseitige  Pyramide.  Durch  Zerlegung  in  dünne  Platten 
beweist  man,  daß  der  Schwerpunkt  auf  der  Linie  A  E  liegt, 
welche  die  Ecke  A  mit  dem  Schwerpunkt  der  Seitenfläche  5  C2) 
(Fig.  118)  verbindet.  Ebenso  muß  er  auf  der  Linie  BF  liegen, 
welche  die  Ecke  B  mit  dem  Schwerpunkt  des  Dreiecks  AGD 

16* 
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verbindet     Die  Linien  ÄE  und  BF  schneiden   sich  so,  daß 
ZE^\AE  ist. 

d)  Vielseitige  Pyramide  und  Kegel.    Zerlegt  man  eine  viel- 
seitige Pyramide  durch  Ebenen,  welche  durch  die  Spitze  gehen, 
in  eine  Anzahl  dreiseitiger  Pyramiden, 
so  haben  diese  ihre  Schwerpunkte  in 
der  Ebene,  welche  parallel  zur  Grund- 
\  fläche  in   einem  Abstand   gleich  dem 

\  vierten   Teil    der    Höhe    gelegt  wird, 

f].)^      Dies,  in  Verbindung  mit  der  Zerlegung 
/  in  dünne  Platten  parallel  zur  Grund- 

^^      ^"^"\1/  fläche,  lehrt  uns,  daß  der  Schwerpunkt 

C  auf  der  Linie  liegt,  welche  die  Spitze 

Yig,  118.  Dait  dem  Schwerpunkt  der  Grundfläche 

verbindet,  und  zwar  um  den  vierten 
Teil  der  Länge  von  dem  'letzteren  Punkt  entfernt.  Dieser 
Satz,  welcher  unabhängig  von  der  Anzahl  der  Ecken  ist,  gilt 
auch  für  den  Kegel. 

c)  Der  Schwerpunkt  einer  Rotationsfläche  oder  eines  Ro- 
tationskörpers liegt  in  der  Achse. 

f)  Der  Schwerpunkt  eines  Kreisbogens  liegt  im  Abstand  krib  vom 
Mittelpunkt,  wenn  b  die  Länge  des  Bogens,  k  die  Sehne  und  r  den 
Radius  bedeutet 

Wenn  man  einen  Kreissektor  mit  dem  Eadius  r  in  unendlich  kleine 
Dreiecke  zerlegt,  die  ihre  Spitze  im  Mittelpunkt  haben,  so  kann  man 
beweisen,  daß  der  Schwerpunkt  des  Sektors  mit  dem  Schwerpunkt  des 
Kreisbogens  zusammenfällt,  der  mit  dem  Eadius  fr  im  Sektor  konzen- 
trisch mit  dem  Bogen  desselben  beschrieben  wird. 

Der  Schwerpunkt  eines  Teils  einer  Kugelfläche,  der  die  Gestalt 
einer  Kugehone  oder  einer  Kugelhaube  hat,  liegt  in  der  Mitte  der  Höhe. 
Der  Schwerpunkt  eines  Kugelsektors  mit  dem  Radius  r  föUt  zu- 
sammen mit  dem  Schwerpunkt  eines  innerhalb  des  Sektors  liegenden 
Teils  einer  Kugelfläche,  welche  mit  dem  Radius  fr  konzentrisch  mit 
der  Kugelhaube  des  Sektors  beschrieben  wird. 

Ebenso  wie  man  den  Schwerpunkt  bei  einer  Figur  angeben  kann, 
die  aus  zwei  anderen  zusammengesetzt  ist,  kann  man  es  auch  bei  einer 
Figur,  welche  die  Differenz  zweier  anderer  Figuren  ist,  deren  Schwer- 
punkte bekannt  sind.  Auf  diese  Weise  bestimmt  man  den  Schwerpunkt 
einer  abgestumpften  Pyramide,  eines  abgestumpften  Kegels,  der  Fläche 
eines  Kreissegments,  eines  Kugelsegments  und  einer  Kugelschicht. 

§  165.    Kräftepaare.    Unter  Qm^rn.  Kräfte/paar  versteht  man 
ein  System  von  zwei  parallelen,  aber  entgegengesetzt  gerichteten 
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gleichen  JCraften.  Diese  können  nicht  durch  eine  einzige  Kraft 
ersetzt  werden;  eine  solche  Kraft  kann  nämlich  bei  einer  Ver- 
schiebung des  Korpers  eine  Arbeit  yerrichten  und  ein  Kräfte- 
paar  kann  dies  nicht 

Ein  Blick  auf  Fig.  119  lehrt,   daß   ein  Kräftepaar  eine 
Drehung  hervorzubringen  strebt;  die  Kichtung  derselben  kann 
bei  zwei  Kräftepaaren,  die  in  derselben 
Ebene  oder  in  parallelen  Ebenen  wirken, 
gleich  oder  entgegengesetzt  sein. 

Wir  wollen  uns  vorstellen,  der  Körper, 
auf  den  das  Kräftepaar  von  Fig.  119  wirkt, 
mache  eine  unendlich  kleine  Drehung  8 
um  eine  Linie,  die  im  Punkt  O  auf  der 
Ebene  des  Kräftepaars  senkrecht  steht; 
die  Richtung  dieser  Drehung  mag  mit  der- 
jenigen übereinstimmen,  in  welcher  das 
Kräftepaar  den  Körper  zu  bewegen  strebt.  Zieht  man  GOD 
senkrecht  auf  die  Richtung  der  Kräfte,  so  ist  nach  §  157  die 
Arbeit  des  Kräftepaars 

6X  BQx  0D  +  ex  APx  OG=^eX  APx  CD. 
Wo  man  auch  den  Punkt   0  annimmt,  auch  wenn  er  nicht 
zwischen  den  Linien  Ä  P  und  B  Q,  sondern  außerhalb  derselben 
oder  auf  einer  derselben  liegt,  immer  kommt  man  zu  demselben 
Resultat. 

Der  Abstand  CD  der  Linien,  in  denen  die  Kräfte  toirken, 
toird  der  Arm  des  Kräftepaars  genannt  Das  Produkt  au>s  ihm  und 
der  Größe  der  Kraft  heißt  das  Moment  des  Kräftepams,  Nach  der 
obigen  Berechnung  vnrd,  wenn  die  Drehungsachse  auf  der  Ebene 
des  Kräftepaars  senkrecht  steht,  die  Arbeit  gefunden,  wenn  man  das 
Moment  mit  dem  Drehungsunnkel  multipliziert. 

Dies  stimmt  mit  dem  in  §  157  Gesagten  überein,  mit 
dem  Unterschied,  daß  bei  einer  Kraft  nur  von  dem  Moment 
in  bezug  auf  eine  bestimmte  Achse  die  Rede  ist,  während  das 
Moment  eines  Kräftepaars,  auch  ohne  daß  eine  Achse  an- 
gegeben ist,  einen  bestimmten  Wert  hat. 

Daß  die  Arbeit  eines  Kräftpaars  negativ  ist,  wenn  die 
Richtung  der  Rotation  derjenigen  entgegengesetzt  ist,  in  welcher 
das  Kräftepaar  den  Körper  zu  drehen  strebt,  braucht  kaum 
ausdrücklich  bemerkt  zu  werden. 
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Solange  das  Moment  dasselbe  bleibt,  ist  die  Arbeit  eines  Kräfter- 
paars   in   einer  gegebenen  Ebene   unabhängig  von   der  Größe  der- 
Kräfte,   der  Richtung,  in  welcher  sie  unrken,   und  den  Angriffs— 
punkten;  selbst  zwei  Kräftepaare,  die  in  parallelen  Ebenen  vnrhrm^ 
und  in  Drehungsriöhtung  und  Moment  übereinstimmen,  verrichte^'^ 
bei   einer  Drehung   um   eins   auf  den   Ebenen   senkrecht  stehmt^ 
Achse  dieselbe  Arbeit. 

Wenn  man  dies  beachtet,  wird  man  die  Richtigkeit  dex- 
folgenden  Sätze  einsehen: 

a)  Zwei  Kräftepaare  in  derselben  Ebene  oder  in  paraM^Tz 
Ebenen,  die  dasselbe  Moment  und  dieselbe  Drehungsrichtung  haJbeTi, 
sind  gleichwertig, 

b)  Zwei  Kräftepaare  in  derselben  Ebene  oder  in  parallelen 
Ebenen,  die  dasselbe  Moment,  aber  entgegengesetzte  Drehungsrichtung 
haben,  sind  miteinander  im  Gleichgewicht, 

c)  Eine  Anzahl  von  Kräftepaaren  in 
/fC  derselben  Ebene  oder  in  parallelen  Ebenen 

/ 1  \  sind  gleichwertig  mit  einem  einzigen  Kräfte- 

K    \  /  paar  in  einer  diesen  Ebenen  parallelen  Ehem^ 

\/q  dessen    Moment   gleich   der    algebraischen 

Summe  der  Momente  der  gegebenen  Kräfte- 
\  paare  ist,  wenn  man  die  Momente  positiv 

\  Q  oder    negativ    nimmt,    je    nachdem    die 

\  Kräftepaare    die    eine    oder    die    andere 

^^      //\        ^B       Drehungsrichtunjg  haben, 
/      /      /  /  \^  Diese    Sätze    können    auch    mit    Hilfe 

A  \^,/  \ //     V  des    in    §  158  Gesagten   abgeleitet    werden. 

/ ^     R*  fi'  Liegen    z.  B.   die  beiden  Kräftepaare,    von 

/  denen  unter  b)  die  Rede  ist,    in   derselben 

^F  Ebene  (Fig.  120),    so  kann  man  die  Kräfte 

Fig.  120.  AP  und  B  Q  nach  dem  Punkt  C  übertragen 

und  zur  Resultante  CR  vereinigen,  und 
ebenso  kann  man  die  Kräfte  A^ P*  und  B^  Q^  zu  CR'  zusammensetzen. 
Die  Kräfte  CR  und  CR'  sind  gleich  und  entgegengesetzt,  und  wenn 
die  Momente  A  A'  x  AP  und  B  B*  x  B  Q  gleich  sind,  so  wirken  sie  in 
der  Richtung  der  Linie  C  (7  und  heben  sich  also  einander  auf. 

§  166.  Znsammensetzung  von  Kräftepaaren  in  nicht  paral- 
lelen Ebenen.  In  den  Ebenen  V  und  F'  (Fig.  121),  die  sich  in 
PQ  schneiden,  seien  zwei  beliebige  Kräftepaare  mit  den  Mo- 
menten M  und  M'  gegeben.    Nimmt  man  zwei  Punkte  A  und 
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Fig.  121. 


B  beliebig   auf  PO   an   und   bringt  man  in  diesen  Punkten 
die  entgegengesetzten   Kräfte   ÄC  und   BD   an,   die   in   der 
fibene  V  senkrecht  auf  AB  wirken  und  beide  gleich  MJÄB 
sind,  80  kann  das  aus  diesen  beiden  Kräften  bestehende  Kräfte- 
paar nach  dem  im  vorigen  Para- 
graph Gesagten  das  in  V  gegebene 
Kräftepaar  ersetzen,   wenn  es  in 
der  Drehungsrichtung   mit   dem- 
selben übereinstimmt,    was   man 
immer  durch  geeignete  Wahl  der 
Bichtung   von   AG  und  BD   er- 
reichen kann.  In  derselben  Weise 
kann  das  Kräftepaar  in  der  zweiten 
Ebene  ersetzt  werden  durch  die 
beiden  Kräfte  Ä  O  und  BB\   die 
entgegengesetzt  gerichtet  und  beide  gleich  M'\AB  sind  und 
in  der  Ebene  V  senkrecht  auf  A  B  stehen.     Endlich  kann  man 
^C  und  AC  zu  AE,  und  ebenso  BD  und  BD  zu  BF  zu- 
sammensetzen.  Hierdurch  bekommt  man  ein  neues  Kräftepaar 
[AH, BF),  welches  mit  den  beiden  ursprünglichen  gleichwertig 
^st.    Es  wirkt  offenbar  in  einer  Ebene,  die  sowohl  mit  V  als 
^Uch  mit  V  einen  gewissen  Winkel  bildet. 

Durch  toiederhoUe  Anwendung  dieser  Operation  kann  man 
ß^ne  beliebige  Anzahl  von  Kräftepaaren  in  verschiedenen  Ebenen 
^''Umer  zu  einem  einzigen  zusammensetzen. 

§  167.  Übertragung  einer  Kraft  nach  einem  Punkt  außer- 
Wb  der  Linie,  in  deren  Richtung  sie  wirkt.  Behandlung 
Dilles  beliebigen  Systems  von  Kräften.  Es 
sei  (Fig.  122)  AP  eine  Kraft,  die  auf  einen 
festen  Körper  wirkt,  und  0  ein  beliebiger 
Punkt  des  Körpers.  Wir  bringen  in  0  zwei 
&^äfte  0  Q  und  0  Ä  in  entgegengesetzter 
ßichtnng  an,  die  beide  gleich  und  parallel 
^P  sind.  Das  System  der  drei  Kräfte, 
Welches  ofifenbar  mit  der  Kraft  A  P  gleich- 
wertig ist,  kann  man  so  auffassen,  daß  es 
!^^8  der  Kraft  OR,  die  in  0  angreift  und 
^  Richtung  und  Größe  mit  AP  übereinstimmt,  und  dem 
^äftepaar  {A  P,  0  Q)  besteht. 


Fig.  122. 
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Man  kainn  daher  eine  Kraft  durch  eine  andere  von  derseihm 
Rundung  und  Größe  ersetzen ,  die  in  einem  beliebigen  Punkt  an- 
greift, Ufenn  man  noch  ein  geeignetes  Kräflepaar  hinx/ufügi. 

Man  kann  hiervon  Gebrauch  machen,  um  ein  beliebiges 
System  von  Kräften^  die  auf  einen  festen  Körper  wirken,  so 
viel  als  möglich  zusammenzusetzen.  Man  wählt  dazu  einen 
Punkt  O  aus  und  überträgt  in  diesen  sämtliche  Exäfte;  man 
kann  dann  alle  Kräfte  in  0  zu  einer  einzigen  vereinigen  und 
ebenso  die  sämtlichen  Kräftepaare,  die  man  bei  der  Über- 
tragung bekommt,  zu  einem  Kräftepaar  zusammensetzen.  Jedes 
System  von  Kräften  kann  also  durch  eine  Kraft  und  ein  Kräfle- 
paar ersetzt  werden.  Da  eine  Kraft  und  ein  Kräftepaar  sich 
niemals  aufheben  können,  sieht  man  sofort,  daß  der  Körper 
umier  der  Wirkung  des  gegebenen  Systems  von  Kräften  nur  dann 
im  Oleichgeuncht  sein  kann,  wenn  sowohl  die  resultierende  Kraft 
als  auch  das  resultierende  Kräftepaar  verschunndet. 

Auf  die  resultierende  Kraft  kann  man  den  Satz  von  §  30 
anwenden ;  ihre  Projektion  auf  eine  beliebige  Richtung  ist  also  die 
algebraische  Summe  der  Projektionen  der  gegebenen  Kräfte  auf  die- 
selbe Richtung,  Das  Gleichgeuncht  erfordert,  daß  diese  Summe 
gleich  Null  ist. 

Zerlegt  man  z.  B.  die  auf  einen  Körper  wirkenden  Kräfte 
in  je  eine  vertikale  und  eine  horizontale  Komponente,  so  muß 
die  Summe  der  nach  oben  gerichteten  Komponenten  gleich 
der  Summe  der  nach  unten  wirkenden  sein. 

Untersucht  man  in  der  angegebenen  Weise,  wann  drei 
Kräfte  miteinander  im  Gleichgewicht  sind,  so  ergibt  sich  zu- 
nächst, daß  sie  in  einer  Ebene  liegen  müssen.  Ferner  sind  zwei 
Fälle  möglich. 

a)  Die  Kräfte  wirken  in  parallelen  Linien;  dann  muß  die  Re- 
sultante von  zweien  der  Kräfte  C#  160)  gleich  und  entgegengesetzt 
der  dritten  sein  und  in  derselben  Linie  loirken  wie  diese. 

b)  Die  Linien,  in  denen  die  Kräfte  unrken,  gehen  durch  einen 
Punkt.  Man  hinn  die  Kräfte  in  diesen  Punkt  übertragen  und  zwei 
derselben  mit  Hilfe  des  Parallelogramms  der  Kräfte  zusammen- 
setzen. Die  dritte  Kraft  muß  dann  udeder  gleich  und  entgegen- 
gesetzt der  Resultante  sein. 

Wo  man  übrigens  bei  der  Zusammensetzung  eines  Systems 
von  Kräften  den  erwähnten  Punkt  O  wählen   soll,   hängt   von 
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den  ümsl&ndea  ab.  Wenn  ein  Punkt  des  Körpers  festgehalten 
wird;  80  überträgt  man  die  Kräfte  am  besten  in  diesen  Punkt 
bei  einem  yoUkommen  freien  Körper  dagegen  am  besten  in  den 
Schwerpunkt 

§  168.  Bestimmung  der  inneren  Kräfte  in  einem  festen 
Körper.  Wenn  ein  Körper  in  Ruhe  ist,  so  müssen  die  Kräfte, 
Vielehe  auf  einen  beliebigen  Teil  desselben  wirken,  miteinander  im 
(Gleichgewicht  sein.  Aus  dieser  Erwägung  kann  man  etwas  über 
die  Kräfte  ableiten,  welche  die  angrenzenden  Teile  auf  einen 
solchen  Teü  ausüben. 

a)  Es  sei  AB  [Fig.  123)  eine  vertikale  Säule,  die  auf  einer 
horizontalen  Ebene  steht  und  mit  einem  Gewicht  P  belastet 
ist     Wir  teilen   in  Gedanken  diese  Säule  pi — i 
durch   eine   horizontale    Ebene  V  in  zwei  *h — '■ 
Teüe.     Für  das  Gleichgewicht  des  oberen 
Teiles  ist  es  nötig,   daß   nach   oben   eine 
Kraft  gleich  dem  Gewicht  P  vermehrt  um         v" 
das  Gewicht  von  A  V  selbst  wirkt     Diese 
Kraft   kann   nur   durch   den   unteren  Teil 

der  Säule  ausgeübt  werden.    Beachtet  man      

femer,  daß  jeder  Wirkung  eine  gleiche  und  ^ 

entgegengesetzte  Gegenwirkung  entspricht,  ^'  ^^^' 

so  kommt  man  zu  dem  Schluß,  daß  die  beiderseits  von  V 
liegenden  Teile  der  Säule  in  einer  Richtung  senkrecht  zu 
dieser  Fläche  gegeneinander  drücken. 

b)  In  dersiölben  Weise  sieht  man  ein,  daß  in  einem  Stab, 
der  am  oberen  Ende  aufgehängt  ist  und  der  an  seinem  unteren 
Ende  das  Gewicht  P  trägt,  die  Teüe  zu  beiden  Seiten  eines 
horizontalen  Durchschnitts  senkrecht  zu  diesem  Durchschnitt 
Kräfte  aufeinander  ausüben,  welche  die  entgegengesetzte  Rich- 
tung wie  im  Falle  a)  haben.  Solche  Kräfte  nennt  man  normale 
Spannungen. 

Im  aügemmnen  wird  das  Wort  Spannung  gebraucht,  um  die 
Kräfte  zu  bezeichnen,  welche  die  Teile  eines  Körpers  auf  beiden  Seiten 
irgend  einer  Fläche  aufeinander  aussahen. 

Die  Spannung  eines  Seils,  die  wir  bereits  früher  kennen 
lernten,  ist  nicht  allein  die  Kraft,  mit  der  das  Seil  auf  die 
Körper  wirkt,  an  denen  es  befestigt  ist,  sondern  auch  die  Kraft, 
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welche   aneinander    angrenzende   Teile  des   Seils   aufeinander 
ausüben. 

c)  In  Fig.  124  stellt  AB  einen  Stab  vor,  der  in  horizontaler 
Bichtung  mit  dem  einen  Ende  festgeklemmt  ist,  während  das 
andere  Ende    mit    dem    Gewicht   P  belastet    ist     V  ist  ein 
Durchschnitt  senkrecht  zur  Länge,  und  wir  suchen  die  Gleich- 
gewichtsbedingung   für    den 
yzjM  Teil   des   Stabes   rechts  von 

s^    Mmf         ll 1^       diesem  Durchschnitt  Da  sich 

'^p]i      ÖF \—^R  diö  Kräfte,  welche  auf  diesen 

'^        T  t         Teil    in   vertikaler  Richtung 

^1  wirken,     einander   aufheben 

Fig.  124.  müssen,   muß   der   Teil   des 

Stabes  links  von    F  auf  den 

TeU  rechts  eine  Kraft  Q  vertikal  nach  oben  ausüben,  die,  wenn 

wir  vom  Gewicht  des  Stabes  absehen,  gleich  P  ist     Natürlich 

übt    YB  auf  VA  eine   gleiche   und   entgegengesetzt   gerichtete 

Kraft  aus;    so   wird^    kann  man  sagen,   die   Last  P  auf  den 

Teil  VA  übertragen. 

Diese  Kräfte,  welche  man,  da  sie  längs  der  Fläche  F 
gerichtet  sind,  tangentiale  Spannv/ngen  nennt,  sind  jedoch  nicht 
die  einzigen,  welche  zwischen  den  Teilen  des  Stabes  wirken. 
Denn  die  Kraft  Q  bildet  mit  P  ein  Kräftepaar,  und  für  das 
Gleichgewicht  ist  es  nötig,  daß  dies  durch  ein  anderes  Kräfte- 
paar von  gleichem  Moment  aufgehoben  wird.  Dies  kann  nur 
aus  Kräften  hervorgehen,  die  außer  der  mit  Q  bezeichneten 
durch  VA  auf  VB  ausgeübt  werden,  Kräfte,  wie  sie  z.  B. 
durch  B  und  S  angegeben  werden.  Wenn  man  einsehen  will, 
wie  derartige  Spannungen  entstehen,  so  muß  man  bedenken, 
daß  äußere  Kräfte  einem  festen  Körper  immer  eine  gewisse, 
wenn  auch  noch  so  kleine  Formveränderung  geben;  die  inneren 
Kräfte,  die  man  als  Elastizität  bezeichnen  kann,  werden  erst 
durch  diese  Formveränderung  hervorgerufen.  In  dem  Falle  von 
Fig.  123  entstehen  die  inneren  Kräfte  infolge  einer  Zusammen- 
drückung. Bei  Fig.  124  dagegen  muß  man  sich  vorstellen,  daß 
das  Gewicht  P  nicht  allein  den  Teil  VB  des  Stabes  etwas 
VA  entlang  nach  unten  zieht,  wodurch  die  Kraft  Q  erregt 
wird,  sondern  außerdem  diesen  Teil  etwas  um  den  Punkt  O 
dreht.     Dabei  strebt  es   F5  an  der  oberen  Seite  von  F^  zu 
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entfernen«   drückt  dagegen   an  der  unteren  Seite   die   beiden 
Teile  gegeneinander. 

d)  Wir  wollen  uns  vorstellen,  der  Stab  von  Fig.  123  sei 
nicht  mit  einem  Gewicht  belastet^  sondern  das  untere  Ende 
sei  festgeklemmt  und  auf  das  obere  Ende  wirkten  in  horizon- 
taler Ebene  zwei  Kräfte,  die  ein  Kräftepaar  bilden.  Auf  den 
Teil  Ä  V  des  Stabes  muß  dann  B  V  mit  einem  gleichen  und 
entgegengesetzten  Kräftepaar  wirken,  welches  natürlich  nur 
ans  tangentialen  Spannungen  in  der  Ebene  V  entspringen 
kann.  Mit  einem  Kräftepaar,  welches  dem  zuletzt  genannten 
gleich  und  entgegengesetzt  ist  und  also  dieselbe  Richtung  hat 
wie  das  am  Ende  Ä  gegebene,  wirkt  nun  Ä  V  auf  B  V, 

e)  Es  sei  M  (Fig.  125)  der  Teü  eines  Körpers,  der  durch 
eine  Ebene  V  abgeschnitten  wird,  und  es  wirke  auf  diesen 
Teü  ein  beliebiges  System  von  Kräften.  Überträgt  man  diese 
sämtlich  nach  einem  Punkt  0  von   F,   so  bekommt  man  eine 


Fig.  125. 


Fig.  126. 


resultierende  Kraft  F  und  ein  in  der  Figur  nicht,  angegebenes 
Kräftepaar.  Soll  Gleichgewicht  sein,  so  müssen  die  verschie- 
denen Kräfte,  die  der  Teil  des  Körpers  links  von  V  auf  M 
ausübt,  auf  eine  Kraft  Q,  die  der  Kraft  ungleich  und  entgegen- 
gesetzt ist,  und  ein  Kräftepaar  zurückgeführt  werden  können, 
welches  mit  dem  oben  erwähnten  im  Gleichgewicht  ist. 

f)  Fig.  126  stellt  eine  dreieckige  Verbindung  von  Stangen 
vor,  die  in  vertikaler  Stellung  mit  den  Punkten  A  und  G  auf 
zwei  gleich  hohen  und  vollkommen  glatten  horizontalen  Ebenen 
ruht  und  an  der  Spitze  B  mit  einem  Gewicht  P  belastet  ist. 
Wir  wollen  annehmen,  daß  das  Gewicht  der  Stangen  im  Ver- 
gleich mit  dieser  Last  vernachlässigt  werden  kann.  Femer  denken 
wir  uns,  daß  die  Verbindung  der  Stangen  bei  B  eine  kleine 
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Drehung  der  einen  in  bezug  auf  die  andere  gestattet^  so  daß 
sich,  wenn  A  G  nicht  vorhanden  wäre,  der  Punkt  B  nach  unten 
und  zugleich  die  Punkte  Ä  und  C  nach  außen  bewegen  könnten. 
Betrachtet  man  das  Dreieck  im  ganzen,  so  findet  man  un- 
mittelbar die  vertikalen  Drucke  auf  die  Stützflächen,  indem 
man  P  nach  der  Regel  von  §  160  in  zwei  parallele  Kräfte  in 
A  und  G  zerlegt  Die  inneren  Kräfte  aber  findet  man  in  folgender 
Weise.  Man  zerlegt  P  in  5  0  und  BR  m  der  Richtung  BA 
und  B  Gj  bringt  die  Komponenten  nach  A  und  G  und  zerlegt 
sie  hier  in  die  horizontalen  imd  vertikalen  Komponenten  AS 
und  ATy  GU  und  GV.  Natürlich  wird  dabei  AS=^CU. 
Durch  diese  Kräfte  wird  A  G  ausgedehnt,  während  die  Stangen 
AB  und  B  G  durch  die  Kräfte  B  Q  und  BR  zusammengedrückt 
werden. 

Wie  bei  dem  Anbringen  der  Last  die  Spannung  in  AG 
durch  eine  kleine  Ausdehnung  dieses  Stabes  entsteht,  wird  nach 
dem  Gesagten  klar  sein. 

§  169.  Ausdehnung  einiger  der  vorhergehenden  Sätze  auf 
Körper  von  veränderlicher  Form.  Wenn  ein  Körper^  dessen  Ge- 
stalt verändert  werden  kann,  unter  der  Mnmrkung  eines  Systems 
von  Kräften  im  Oleichgeuncht  ist,  so  kann  man  bei  einem  beliebigen 
Teil  desselben  die  Bestandteile  fest  miteinander  verbinden,  ohne  das 
Gleicltgetmcht  %u  stören.  Die  Kräfte^  welche  auf  diesen  Teil  wirken, 
müssen  daher  stets  den  Bedingungen  genügen,  die  wir  für  feste 
Körper  von  unveränderlicher  Form  kennen  gelernt  hohen. 

Ein  Seil  z.  B.,  welches  mit  seinen  Enden  in  A  und  B 
befestigt  ist^  nimmt  unter  dem  Einfluß  der  Schwerkraft  die  in 

Fig.  127    angegebene   Gestalt   an. 

Ein  Teil  GD  kann  nun  durch  einen 

unbiegsamen   Stab    von   derselben 

Gestalt    und    demselben    Gewicht 

ersetzt    werden,     ohne     daß    das 

Gleichgewicht  gestört   wird.     Auf 

diesen    Teil    wirken    erstens    die 

Schwerkraft,     die    man     sich     im 

Pig  127.  Schwerpunkt  Z  angreifend  denken 

kann,  und  zweitens  die  Spannungen 

der  Seile  A  G  und  B  D.    Für  das  Gleichgewicht  ist  es  nötig,  daß 

die  Tangenten   in  G  und  D  sich  auf   der  durch  Z  gehenden 
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Vertikalen   schneiden;   zwischen    der   Größe   der   drei   Kräfte 
muß  weiter  der  bekannte  Zusammenhang  bestehen. 

Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  eine  Flüssigkeitsmasse, 
die  im  Gleichgewicht  ist.  Man  kann  sich  vorstellen,  daß  ein  Teil 

f  derselben,  der  innerhalb  einer  geschlossenen  Fläche  liegt,  olme 
daß  sich  das  Volum  ändert,  fest  wird;  die  auf  diesen  Teil 
l  wirkenden  Kräfte  müssen  also  den  Gleichgewichtsbedingungen 
genügen,  die  für  feste  Körper  gelten.  Bei  einer  Flüssigkeit 
sind  aber  noch  andere  Gleichgewichtsbedingungen  zu  erfüllen, 
denn  man  kann  sich  leicht  Fälle  denken,  in  denen  Kräfte,  die 
im  Gleichgewicht  sein  würden,  wenn  sie  auf  feste  Körper 
wirkten,  dies  nicht  sind,  wenn  sie  auf  eine  Flüssigkeit  wirken. 

Bei  der  Anwendung  des  genannten  Satzes  brauchen  nur  die- 
jenigen Kräfte  berücksichtigt  xu  werden,  die  auf  den  betrachteten 
Tai  von  außen  unrken.  Werden  diese  z.  B.  in  horizontale  und 
vertikale  Komponenten  zerlegt,  so  müssen  die  nach  oben  ge- 
richteten Komponenten  zusammen  ebensoviel  betragen  wie  die 
nach  unten  wirkenden.  Von  den  inneren  Kräften  kann  man 
hierbei  ganz  absehen,  da  sich  ein  Körper  oder  ein  Teil  eines 
Körpers  durch  die  gegenseitige  Einwirkung  seiner  Moleküle 
niemals  als  Ganzes  nach  einer  bestimmten  Richtung  bewegen 
wird.  Dies  ist  eine.  Folge  davon,  daß  die  inneren  Kräfte  zu  je 
zweien  gleich  und  entgegengesetzt  sind. 

Obwohl  bei  einem  biegsamen  Seil  oder  einer  flüssigen 
Masse  die  Kräfte,  welche  die  Erde  auf  die  Moleküle  ausübt, 
nicht  mehr  dieselbe  Wirkung  haben  wie  eine  einzige  Kraft  im 
Schwerpunkt,  so  bleibt  doch  eine  Eigenschaft,  die  dieser  Punkt 
bei  festen  Körpern  hat,  bestehen. 

Bei  jedem  Körper  wird  nämlich  die  Arbeit  der  Schwerkraft 
bei  einer  Bewegung  und  also  auch  die  potentielle  Energie  in  der- 
selben Weise  aus  dem  Steigen  oder  Sinken  des  Schwerpunktes  ge- 
funden urie  bei  einem  festen  Körper, 

Fig.  128  unterscheidet  sich  von  Fig.  115  dadurch,  daß  eine  hori- 
zontale Ebene  V  angebracht  ist,  auf  welche  die  Senkrechten  J.,  Oj,  J^  a„ 
jlg  Og,  .  . .  Bb,  Cc,  Zx  geföllt  sind.  Aus  den  Proportionen  von  §  162  folgt 

(Pi  +Pi)  X  Bb  =  p^  X  AiU^  -{-p^  X  A^  a,, 

(Pi  +  />a  -f-  Ps)  X  Cc  =  {pi  -\-pi)  X  Bb  -hPgX  A^a^ 

=  Pi  X  AiOi  +  p^  X  A^a^  -^  p^  X  A^  a^. 
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Fig.  128. 


Man  kann  diese  Reihe  von  Gleichungen  fortsetzen,  so  das  schließlich 
wenn  P  das  Gewicht  des  ganzen  Systems  ist, 

P  X  Z«  =  pi  +  J-i  Ol  +  p,  X  J.,  Oj  4- ;?  i  X  ^8  öfs  +  usw. 

wird.    Diese  Gleichung  drückt  aus,  daß  die  potentielle  Energie  denselV>. 
Wert  hat,  als  ob  die  gesamte  Masse  im  Schweryunkt  vereinigt  wäre. 

Man  kann  diesen  S& 
z.  B.  auf  ein  Seil  (Fig.  127)  ai 
wenden,  welches  an  zwei  feste 
Punkten  aufgehängt  ist.  Wenn  e 
unausdehnbar  und  yollkommei 
biegsam  ist,  so  ist  die  innere 
Energie  immer  dieselbe;  das 
Seil  ist  daher  (§  155)  im  Gleich- 
gewicht, wenn  die  potentielle 
Energie  gegenüber  der  Schwer- 
kraft ein  Minimum  ist,  d.  h.  wenn  der  Schwerpunkt  so  tief  als 
möglich  liegt 

§  170.  Eigenschaften  des  Schwerpunktes  bei  derBewegnng 
der  Körper.  Man  kann  bei  einem  beweglichen  System  in  jedem 
Augenblick  die  Lage  des  Schwerpunktes  nach  den  Regeln  von 
§  162  bestimmen.  Dieser  Punkt  bewegt  sich  nun  geradeso»  als  oh 
die  gesamte  Masse  in  ihm  vereinigt  wäre  und  alle  Kräfte  auf  Ä^ 
urirkten,  welche  auf  die  Punkte  des  Systems  wirken.  Daher  macht 
sich  jede  Kraft,  einerlei  in  welchem  Punkt  sie  angreift,  durch 
eine  ihrer  Größe  proportionale  Greschwindigkeitsveränderung 
des  Massenmittelpunktes  bemerkbar. 

Aus  diesem  Satz  kann  man  das  Folgende  ableiten: 

a)  Die  Bewegung  des  Schwerpunktes  ist  unabhängig  von  den 
inneren  Kräften^  denn  diese  sind  zu  je  zweien  gleich  und  ent- 
gegengesetzt und  heben  sich  also,  wenn  sie  im  Schwerpunkt 
angebracht  werden,  einander  auf. 

Sind  keine  äußeren  Kräfte  vorhanden,  so  bleibt  der  Schw&'' 
punkt  entweder  in  Buhe  oder  er  bewegt  sich  mit  konstanter  Ge- 
schwindigkeit in  einer  geraden  Linie. 

Dies  gilt  z.  B.  vom  Massenmittelpunkt  des  gesamten 
Sonnensystems,  wenigstens  wenn  man  annehmen  darf,  daß  ^"^ 
das  System  keine  merkbaren  äußeren  Kräfte  einwirken. 

b)  Wird  ein  Stab  schief  nach  oben  geworfen,  so  beschreib* 
der  Schwerpunkt  eine  Parabel,  während  sich  der  Körper  auße^' 
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dem  um  diesen  Punkt  drehen  kann.  Die  parabolische  Be- 
wegung des  Schwerpunktes  bleibt  bei  einer  Granate  bestehen, 
wenn  sie  in  der  Luft  platzt,  wenigstens  solange  keins  der 
Bruchstücke  den  Boden  erreicht 

c)  Wir  können  wohl  unsere  Körperteile  durch  innere 
Kräfte  in  bezug  aufeinander  bewegen,  aber  unseren  Schwer- 
punkt können  wir  nur  mit  Bülfe  äußerer  Kräfte  von  der  Stelle 
bringen  (§  81). 

Wenn  jemand  auf  einer  vollkommen  glatten  horizontalen 
Ebene  ausgleitet,  so  bewegt  sich  sein  Schwerpunkt  in  einer 
vertikalen  Linie. 

d)  Mn  Kräftepaar,  welches  auf  einen  festen  Körper  loirkt,  hat 
^nen  Einfluß  auf  die  Bewegung  des  Schwerpu/nktes,  Ist  der  Körper 
^^fangs  in  Buhe,  so  kann  er  durch  ein  Kräftepaar  nur  eine  Drehung 
^^  eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Achse  bekommen. 

Beweis  des  oben  genannten  Satzes.  Wir  nehmen  drei  rechtwink- 
^^^e  Koordinatenachsen  an  und  nennen  die  Koordinaten  des  ersten 
^vinktes  o^,  t/i,  *i,  die  des  zweiten  Punktes  iCj,  y^,  x^  usw.,  endlich  die 
Koordinaten  des  Schwerpunktes  a?,  «/,  *•    Dann  ist  (vgl.  §  169) 

Px  =  Pi  Xi  +  Pi  x^  -h  usw., 

'Wofür  man  wegen  der  Proportionalität  der  Gewichte  mit  den  Massen  auch 

Mx  =  Wj  a?!  +  m,  Xi  +  usw. 

Bchreiben  kann,  ^enn  man  mit  m^j  m^  usw.  die  Massen  der  materiellen 
Punkte  and  mit  M  die  Masse  des  ganzen  Systems  bezeichnet. 

Diese  Gleichung  dient  mit  den  anderen,  die  sich  auf  die  y- Achse 
und  die  ^ Achse  beziehen,  zur  Bestimmung  der  Lage  des  Schwerpunktes. 

Die  Gleichung  gilt  für  jeden  Augenblick.  Hieraus  folgt,  daß 
zwischen  den  Zunahmen  dx-^^  dx^,  .  .  ,  und  dx  der  vei*schiedenen  Koor- 
dinaten in  einer  unendlich  kleinen  Zeit  d  t  die  Beziehung 

Mdx  =  fHidxj  -{-  m^  dx^  +  usw. 

besteht.    Dividiert  man  nun  diese  Gleichung  durch  dt,  so  erhält  man 

Mu  =  nii  Ui  +  m2  Ui  +  usw., 

wenn  Ui,  «^, . .  .  und  u  die  Geschwindigkeiten  in  der  Eichtung  der 
o;- Achse  für  die  verschiedenen  materiellen  Punkte  und  für  den  Schwer- 
punkt bedeuten. 

Daher  ist  die  algebraische  Summe  der  Bewegungsgrößen  in  der 
Bichtung  der  o;- Achse  ebenso  groß  wie  die  Bewegungsgröße  in  derselben 
Bichtung,  die  der  Schwerpunkt  haben  würde,  wenn  in  ihm  die  gesamte 
Masse  M  vereinigt  wäre.  Da  dies  für  jeden  Augenblick  richtig  ist,  ist 
auch  die  Veränderung  dieser  algebraischen  Summe  während  eines  Zeit- 
elementes d  t  ebenso  groß  wie  die  Veränderung,  welche  die  Bewegungsgröße 
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«r  Masse  1£,  im  Schwerpunkt  gedaeht,  erleiden  würde.  Wenn  aber 
-M,  A,  usw.  die  auf  die  Punkte  des  Systems  in  der  Richtung  der  »-Achse 
wirkenden  Kräfte  sind,  so  ist  die  betreffende  Veränderung 

A>ie  Geschwindigkeit  u  des  Schwerpunktes  muß  sich  also  so  ändern, 
*o,  wenn  die  Masse  M  in  ihm  vereinigt  wäre,  die  Bewegungsgröße 
derselben  diese  Zunahme  erleiden  würde,  und  dies  würde  der  Fall  sein, 
wenn  auf  die  Masse  die  Kraft  Zi  +  X,  +  . . .  wirkte.  Da  ein  ähnUches 
xCesultat  für  die  Veränderung  der  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  der 
y- Achse  und  der  *- Achse  gilt,  ist  der  Sats  bewiesen. 

Auch  der  folgende  Satz  verdient  erwähnt  zu  werden:  Mn 
starrer  Körper,  der  anfangs  in  Ruhe  ist,  bekommt  du/rch  eine  Srafty, 
die  im  Schtoerpunkt  angreift,  eine  Translation  ohne  Drehung, 

Wirkt  ein  beliebiges  System  von  Kräften,  so  kann  man  dieso^ 
^'^'Och  dem  Schwerpunkt  übertragen;  die  resultierende  Kraft  bringt 
eine  Translation,  das  resultierende  Kräftepaar  eine  Drehung  hervor-. 

Will  man  einem  festen  Körper  eine  vorgeschriebene  Bewegung^ 
geben,  so  kann  man  auf  jeden  Punkt  die  Kraft  wirken  lassen,  die  gerade 
zur  Bewegung  derselben  erfordert  wird:  man  kann  aber  auch  an  Stelle 
dieses  Systems  von  Kräften  jedes  andere,  welches  mit  ihm  gleichwertig 
ist,  nehmen.  Für  eine  Translation,  bei  welcher  alle  Teilchen  dieselbe 
Beschleunigung  in  derselben  Richtung  bekommen  müssen,  würden  parallele 
Kräfte  dienen  können,  die  auf  jedes  einzelne  Teilchen  wirken  und  die  der 
Masse  derselben  proportional  sind;  solche  Kräfte  sind  aber  gleichwertig 
mit  einer  einzigen  Kraft,  die  im  Schwerpunkt  angreift. 

§  171.   Besohränknng  der  Bewegung  eines  festen  Körpers. 

In  vielen   Fällen  wird  ein   Körper  gezwungen,  sich  in   einer 

vorgeschriebenen  Weise  zu  be- 
wegen. 

a)  Soll  sich  der  Körper 
nur  geradlinig  verschieben,  so 
man  einem  Teil  desselben  die 
Gestalt  eines  Prismas,  welches 
in  eine  prismatische  Einne  eines 
festen  Stückes  B  paßt.  Man  er- 
sieht aus  Fig.  129,  wie  sich  dann 

das  Prisma  samt  der  damit  verbundenen  Säule  Ä  nur  in  der 

Richtung    der    (in    der  Figur    horizontalen)   Seitenkanten   des 

Prismas  bewegen  kann. 

Der   Durchschnitt   des   Prismas   kann    sehr   verschiedene 

Formen  haben.     In  Fig.  130  wird  der  Körper  Ä  durch  zwei 


Fig.  129. 


i 
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Zylinder  ££  geführt  Man  kann  auch  einen  einzigen  Zylinder 
anwenden,  wenn  man  nur  in  der  einen  oder  anderen  Weise 
eine  Drehung  verhindert. 

b)  Wird  dagegen  ein  Zy-  .„.^?i^^/,  .,,^^B 

linder,  der  in  eine  Höhlung  paßt^ 
verhindert  sich  zu  verschieben, 
80  ist  nur  eine  Drehung  möglich. 
Ein  solcher  drehbarer  Zylinder  y\%,  130. 

wird  eine  Jc^e  genannt. 

Man  sieht  in  Fig.  131,  wie  eine  Verschiebung  von  A  un- 
möglich gemacht  wird.  Wir  bemerken  dabei,  daß  man  den 
umschlossenen  Teil  der  Achse  Zapfen  und  den  umschließenden 
Körper  B  das  Lager  nennt. 


Fig.  131. 

Dieser  Körper  hat  nicht  immer  eine  zylindrische  Höhlung;  es 
kommen  auch  andere  Formen  vor. 

Bei  horizontalen  Achsen  hat  man  gewöhnlich  zwei  Zapfen 
an  den  Enden;  lange  Achsen  (Treibachsen  in  Fabriken)  werden 
auch  noch  an  anderen  Stellen  in  derselben  Weise  gestützt.'* 

Die  Zapfen  können  zwischen  zwei  Stücken,  eins  unter  und  eins 
über  der  Achse,  ruhen,  die  in  geeigneter  Weise  gegeneinander- 
gedrückt  werden.   Zuweilen  ist  nur  das  untere  Lager  vorhanden. 

Vertikale  Achsen  können  am  unteren  Ende  in  einen  Kegel 
auslaufen,  mit  dem  sie  in  einer  Höhlung  eines  feststehenden 
Körpers  ruhen. 

c)  Um  zu  bewirken,  daß  sich  ein  Körper  mit  geringer 
Reibung  um  eine  horizontale  Achse  dreht,  verbindet  man  ihn 
mit  einer  Schneide,  d.  h.  einem  scharfkantigen  dreiseitigen 
Prisma,  das  mit  seiner  Kante  auf  einer  horizontalen  Platte  liegt 
Beide  Teile  müssen  aus  einem  harten  Stojff  bestehen.    Bei  dem 

Lorentz,   Lehrbuch  der  Physik.    I.  17 
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Wagebalken,  der  in  Fig.  132  abgebildet  ist,  ruht  eine  Schneide 
Ä  aus  Stahl  auf  einem  Block  B,  der  bei  vielen  Wagen  aus  Achat 
besteht.     Je  schärfer  die  Kante  der  Schneide  ist^  desto  mehr 

nähert  sich 
die  Bewegung 
einer  Drehung 
um  eine  Achse. 
In  Wirklich- 
keit besteht  sie  jedoch  immer  im  Rollen  eines  Zylinders 
auf  einer  Ebene. 

d)  Man  kann  ein  Rechteck  oder  ein  Dreieck  so  einen 
Zylinder  entlang  bewegen^  daß  seine  Ebene  fortwährend  durch 
die  Achse  geht,  eine  der  Seiten  in  der  Zylinderfläche  liegt  und 
jeder  Punkt  eine  Schraubenlinie  beschreibt;  es  wird  dann  ein 
Schraubengetüinde    beschrieben.     Ist    ein    Zylinder    mit    einem 

solchen  nach  außen  stehenden 
Gewinde  versehen,  so  hat  man 
eine  Schraube  oder  SohrauJbm- 
Spindel  (Fig.  133  A).  Diese 
kann  in  eine  Höhlung  passen, 
in  deren  Wand  eine  Rinne 
angebracht  ist,  die  einer 
Schraubenlinie  entlang  läuft. 
Diese  Höhlung,  von  der  in 
Fig.  133  B  die  Rückseite  zu 
sehen  ist,  befindet  sich  in 
einem  Stück,  welches  die 
Schraubenmuttef'  genannt  wird. 
Hält  man  diese  fest,  so  kann  die 
Schraube  allein  eine  Drehung 
und  gleichzeitig  eine  Ver- 
schiebung haben,  so  nämlich,  daß  bei  jeder  Umdrehung  eine 
Verschiebung  um  einen  Abstand  gleich  der  Ganghöhe  (§  25) 
stattfindet. 

Wie  bereits  gesagt  wurde,  kann  das  Profil  der  Schraube, 
d.  h.  der  Durchschnitt  des  Schraubengewindes  mit  einer  durch 
die  Achse  gehenden  Ebene  verschiedene  Formen  haben.  Es 
kann  rechteckig  (Fig.  183)  oder  dreieckig  (Fig.  134)  sein.  Es 
kommt  oft  vor,    daß    man   dieselbe  Schraubenmutter  für  ver- 


Fig.  133  A. 


Fig.  133  B. 
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schiedene  Schrauben  von  derselben  Dicke  benutzen  will  und 
umgekehrt.  Dazu  ist  es  nötig,  daß  nicht  nur  die  Ganghöhe, 
sondern  auch  das  Profil  übereinstimmt  Man  hat  daher  Sy- 
steme von  Schraubengewinden  festgestellt, 
in  denen  zu  jeder  Dicke  eine  bestimmte 
Gfanghöhe  und  ein  bestimmtes  Profil  ge- 
hören. 

In  allen  besprochenen  Fällen  wurde 
vorausgesetzt,  daß  der  mit  B  bezeichnete 
Körper  in  Buhe  bleibt  Dies  braucht 
jedoch  nicht  der  Fall  zu  sein;  im  allge-. 
kleinen  wird  durch  die  beschriebenen  Ver- 
l^uidungen  nur  die  relative  Bewegung  des  einen  Körpers  in 
^ezug  auf  den  anderen  bestimmt  Die  Kader  eines  Fahrzeuges 
^^hren   in  bezug  auf  das  letztere   eine  Drehung  aus  und  die 


Fig.  184. 


durch 
Reiche  die  Räder  einer 
t^okomotive  verbunden 
sind,  drehen  sich  in  he- 
utig auf  die  Räder,  ob-  ^ 
gleich  ihre  wirkliche 
Bewegung  eine  Ver- 
schiebung ist. 

e)  Außer  den  be- 
sprochenen gibt  es  noch 
viele  andere  und  zu- 
weilen sehr  komplizierte 
Mittel,  durch  die  man 
die  Bewegung  eines 
festen  Körpers  be- 
schränkt. 

Man  kann  diese 
Beschränkung  z.  B.  so 
einrichten,  daß  ein  einzelner  Punkt  immer  an  seiner  Stelle 
bleibt.  So  kann  man  eine  an  dem  Körper  befestigte  Kugel  sich 
in  einem  hohlen  Kugelsegment  drehen  lassen,  welches  sie  zum 
Teil  umschließt  (Kugelgelenk).  Oder  man  kann  den  Körper 
wie  den  Ring  ^^  in  Fig.  135  sich  um  eine  Achse  £B  drehen 
lassen,  deren  Stützpunkte  in  einem  Ring  liegen,  der  sich  selbst 

17* 


Fig.  135. 
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um  eine  Achse  C  C  dreht,  die  auf  der  ersteB  Achse  senkrec 
steht  (Cardanische  Äuftängiiiig), 

Masc^tüim  sind  Körper  oder  Systeme  von  Körpern,  c 
sich  nur  in  der  für  einen  bestimmten  Zweck  erforderliclr 
Weise  bewegen  können.  Die  einem  Teil  derselben  mitgetet 
Bewegung  wird  auf  die  anderen  Teile  übertragen  tind  da.1 
oft  der  xArt  nach  vollständig  verändert  M 

Die  Verbindung  zwischen  den  Teilen  einer  Maschine  m 
steht  in  vielen  Fällen  darin,  daß  die  Oberfläche  des  einen  Tei 
ununterbrochen  mit  der  Oberfläche  des  anderen  in  BerühruD, 
bleiben  muß.  Die  oben  besprochenen  Fälle  können  als  Beispielt 
dienen;  ein  anderes  Beispiel  hat  man  in  zwei  ineinander  ein- 
greifenden Zahnrädern. 

Zwei  Maschinenteile  können  auch  durch  Ketten,  Seile  oi 
Riemen  miteiDander  verbunden  sein. 

§  172.  G-laichge wicht  an  Maschinell.  Wenn  die  Ober- 
flächen, mit  denen  sich  verschiedene  Teile  einer  Maschine  be* 
rubren,  übereinander  rollen^  so  verrichtan  (wenigstens  weuE  wir 
von  der  roUmden  Reibung  [§  182,d]  absehen,  die  durch  ^^ 
Formveränderung  der  Oberflächen  entsteht),  die  zwischen  den 
Teilen  wirkenden  Kräfte  bei  der  Bewegung  keine  Arbeit.  Deafl 
die  Wirkung  ist  gleich  und  entgegengesetzt  der  GegenwirknDg^ 
und  die  Punkte  der  Oberflächen,  welche  sich  berühren,  haben 
dieselbe  Geschwindigkeit  Die  Arbeit  der  Kräfte  ist  auct 
bei  übereinander  gleitenden  Oberflächen  gleich  Null,  wenn  dies« 
nur  mllkmimm  glatt  sind,  und  dasselbe  ist  der  Fall,  wenB 
eine  Bewegung  durch  Seile  oder  Riemen  übertragen  wirtl, 
sei  es,  daß  sie  mit  den  Enden  an  den  Maschinenteüen  b^^ 
festigt  sind,  sei  es,  daß  sie  der  Oberfläche  derselben  eine  ge- 
wisse Strecke  lang  folgen  und  sie  durch  Reibuog  mitfuhreß. 
Die  letztere  Kraft  verrichtet  keine  Arbeit,  solange  das  Seil 
nicht  über  die  Oberfläche  gleitet,  denn  während  die  Punkte 
des  Seils  und  die  Punkte  der  Oberflache  dieselbe  Geschwindig- 
keit haben,  wirkt  auf  sie  die  Reibung  mit  gleicher  Kräftig 
entgegengesetzter  Richtung.  Sind  die  Seile  unausdehnbar,  so 
ist  auch  die  Arbeit  ihrer  Spannung  gleich  Nullj  denn 
beiden  Punkte,  auf  welche  diese  wirkt,  verschieben  sich  in 
Richtung  des  Seils  gleichviel  in  demselben  Sinne. 

Endlich   kann    auch    von    der  Veränderung    der  iBoe! 
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der  Seile  abgesehen  werden;  nur  in  einigen  Fällen, 
wenn  diese  sehr  steif  sind  und  sich  ihre  Krümmung  ändert^ 
würde  man  dies  nicht  tun  dürfen. 

Es  gibt  daher  viele  Fälle,  in  denen  man  nur  die  äußeren 
Kräfte,  die  auf  die  Teile  einer  Maschine  unrken,  %u  berücksichtigen 
braucht.  Dann  gilt  für  die  ganze  Maschine  die  Betrachtung,  welche 
in  §  156  für  einen  einzelnen  Körper  mitgeteilt  umrde. 

Es  wird  also  Gleichgewicht  sein,  wenn  bei  jeder  unend- 
lich kleinen  Verrückuog  die  Arbeit  der  Kräfte  gleich  Null  ist, 
eine  Bedingung,  die  besonders  einfach  wird,  wenn  es  nur  zwei 
Kräfte  gibt,  nämlich  eine  bewegende  Kraft  F  und  ein  zu 
tiberwindender  Widerstand  P.  Sind  nämlich  f  und  p  die  Pro- 
jektionen der  unendlich  kleinen  Verschiebungen  der  Angriffs- 
pimkte  auf  die  Linien,  in  denen  F  und  P  wirken,  und  nennen 
wir  die  erste  dieser  Projektionen  positiv,  wenn  sie  in  Rich- 
tung mit  der  Kraft  übereinstimmt,  und  die  zweite,  wenn  ihre 
Hichtung  der  von  P  entgegengesetzt  ist,  so  muß 

Fxf=-Pxp (3) 

sein. 

Bewegt  sich  die  Maschine,  so  ist  die  gesamte  Arbeit 
^/-  Pp  gleich  der  Vermehrung  der  kinetischen  Energie. 
Bei  langsamen  Bewegungen  kann  man  von  der  letzteren  ab- 
sehen; man  kommt  dann  zu  der  Gleichung  (3)  zurück  und 
kann  den  durch  sie  bestimmten  Wert  von  F  nicht  nur  als  die 
Kraft  betrachten,  die  mit  dem  Widerstand  P  im  Oleiohgetmcht 
ist,  sondern  auch  als  die  Kraft,  welche  während  der  Bewegung 
^en  Widerstand  überwindet. 

Der  Widerstand  P  kann  das  Gewicht  einer  Last  sein, 
Welche  gehoben  werden  muß.  Er  kann  auch  aus  dem  Zu- 
^mmenhang  der  Teilchen  eines  Körpers  entspringen,  durch  den 
^ine  Messerklinge  oder  eine  Säge  bewegt  wird.  Endlich  kann 
^  aus  dem  Widerstand  eines  Hindernisses  bestehen,  gegen  den 
^  Teil  der  Maschine  infolge  einer  auf  einen  anderen  Teil 
^Wbten  Kraft  gedrückt  wird.  Ist  F  gegeben,  so  wird  das 
Hiiidernis  so  weit  eingedrückt,  daß  der  Widerstand  desselben 
gleich  Fffp  ist;  dieser  Ausdruck  bestimmt  also  den  infolge 
^er  Kraft  ausgeübten  Druck.  Aus  dem  Gesagten  ergibt  sich 
leicht,  daß  für  das  Heben  einer  schweren  Last  vermittelst 
^löer  kleinen  Kraft  nur  nötig  ist,  daß  der  Angriifspunkt  dieser 
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nd   gröfierea  Weg  z&rtddegt  ak  die 
daB  XBm  Überwinden  eines  Widerstandes  P  über  eix;] 
Weg^  iminer  dieselbe  Arbeil  eiioird^dicli  is^  einerlei*  wel 
Mmchiiie  msa  sich  bedient. 

Jmfier  durtk  Bekoekivmg   der  Arheü  hmm   man  die   Gi 

J&)i/Zen  tinJ  Eräft^mrm  ermiüekL  Das  erste  Verfahren  fülu 
oft  leichter  znm  Ziel,  aber  es  ist,  wenigstens  wenn  es  au 
eiiie  Maschine  im  ganzen  angewandt  wird«  mit  dem  Mange 
T^inniden,  daß  die  Dmcke  zwischen  den  sich  bearührendei 
Oberflächen  oder  die  Spannungen  der  Seile  nnbekannt  bleiben 
Diese  Kräfte  kdnnen  nur  ans  der  besonderen  BetrachtnDg  de 
TeQe  der  Maschine  abgeleitet  werden  (vgl.  §  168). 

In  den  folgenden  Paragraphen  findet  man  einige  Beis] 
2iir  Erläutemng  des  vorhergehenden. 

§  173.  Hebel.  Wage.  Ein  Körper,  der  sich  um 
feste  Achse  drehen  kann^  wird,  namentlich  wenn  er  die  &e 
stalt  eines  geraden  oder  gebageoen  Stabes  hat,  ein  SM  g^ 
nannt  Die  Oleichgeunchisbedmgung  ist^  nach  dem  in  §§  15 
nnd  172  Gesagten,  daß  die  algebraische  Stimme  der  Momente  & 
Siräfte  in  beamg  auf  die  Achse  NuU  sein  muß. 

Der  Wagebalken  ist  ein  gleicharmiger  Hebel  mit  eitt' 
horizontalen  Achse.  In  der  Gleichgewichtslage  muß  der  Schwel 
pnnkt  vertikal  unter  der  Achse  liegen,  wenn  das  Gleichgewicl 
stabil  sein  soll.  Werden  die  beiden  Arme  mit  Gewichten  b< 
lastet,  die  ein  wenig  voneinander  verschieden  sind,  so  nimo 
der  Wagebalken  eine  schiefe  Lage  ein,  wobei  das  Übergewicl 

mit  dem  Gewicht  des  Wag 
balkens  im  Gleichgewicht  i« 
Mit  diesem  Gewicht  wird  dah^ 
das  Übergewicht  verglichen*J 
Es  sei  in  Fig.  136  o" 
Drehungaachae,  C  der  Schwe 
punkt  des  Wagebalkens,  wSu 
rend  die  Schalen  in  A  un^ 
aufgehängt  sind.  Es  sei  f« 
P  das  Gewicht  jeder  der  beiden  Schalen  nebst  den  auf 
liegenden  gleichen  Gewichten ,  und  Q  das  Gewicht  des  Wi 
balkens.     Endlich  nehme  man  an^  daß  Ä^  0  nnd  B  in  gerad 
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Linie  liegen,  und  zwar  so,  daß  AO^  OB^l,  daß  also  die  Wage 
gleicharmig  ist,  während  0  C ^h  den  Abstand  des  Schwer- 
punktes von  der  Drehungsachse  vorstellt  Wenn  auf  eine  der 
Schalen  ein  kleines  Übergewicht  p  gebracht  wird,  so  wird 
wieder  Gleichgewicht  eintreten  bei  einem  Ausschlag  qp,  der 
durch 

oder  angenähert  (§  32)  durch 

pl 

bestimmt  wird. 

Die  Empfindlichkeit,  die  durch  das  Verhältnis  von  (p  und 
p  gemessen  wird,  ist  dann  unabhängig  von  der  Belastung  P. 
Sie  nimmt  zu,  wenn  h  kleiner  wird.  Man  kann  oft  durch  eine 
ßegulierschraube  h  und  damit  die  Empfindlichkeit  ändern. 
Auch  Vergrößerung  von  l  würde  die  Empfindlichkeit  erhöhen, 
wenn  bei  Verlängerung  des  Wagebalkens  nicht  auch  das  Ge- 
wicht Q  größer  würde.  Q  nimmt  sogar  stärker  zu  als  Z,  weil 
man  mit  Rücksicht  auf  die  ünbiegsamkeit  bei  Vergrößerung 
von  l  auch  die  Dicke  größer  nehmen  muß.  Im  ganzen  wird 
also  die  Empfindlichkeit  abnehmen  und  ist  es  gerade  vorteilhaft, 
kurze,  leichte  Wagebalken  zu  benutzen. 

Wenn  bei  einer  Wage  die  Punkte  A,  0  und  B  nicht  in 
gerader  Linie  liegen,  so  hängt  die  Empfindlichkeit  von  der 
Belastung  ab.     Im  Falle  von  Fig.  137  ist  die  vertikale  Linie 


p  +  j> 


Fig.  138. 


durch  A  von  0  weiter  entfernt  als  diejenige,  welche  durch  B 
geht,  und  wir  sehen  leicht  ein,  daß  bei  Vergrößerung  der  gleichen 
Belastungen  P  der  Ausschlag  zunimmt ;  dabei  wird  also  die 
Empfindlichkeit  vergrößert.    Im  Falle  von  Fig.  138  haben  wir 
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das  Entgegengesetzte  und  die  Empfindlichkeit  nimmt  bei  zu- 
nehmender Belastung  ab.  Eine  genaue  Untersuchung  der 
Empfindlichkeit  bei  verschiedenen  Belastungen  kann  zuweilen 
zeigen,  daß  ein  Wagebalken  infolge  von  Biegung  nacheinander 
die  Formen  von  Fig.  137,  136  und  138  annimmt. 

§    174.     Systeme  miteinander   verbundener  Stangen.    In 
Fig.  139  sind  A  G  und  OB  Stangen,  die,  in  vertikaler  Ebene 
liegend,  in  C  miteinander  verbunden  und  in  A  und  B  unter- 
stützt sind.     Der  Punkt  M  ist  mit 
einem  Gewicht  Q  belastet,  während 
vom  Gewicht  der  Stangen  abgesehen, 
wird.    Wir  wollen  annehmen,  da& 
die  Verbindungen  bei  Ä,  G  und  J^ 
wenigstens  ein  wenig  drehbar  sind, 
und    bedenken,     daß,     weil    die 
Stangen   etwas   gedehnt  oder  zu- 
sammengedrückt werden  können,  eine  kleine  Drehung  auch  wirk- 
lich stattfinden  kann.   Der  Stab  GB  kann  nur  im  Gleichgewicht 
sein,  wenn  der  Druck  in  G  die  Richtung  seiner  Länge  hat;  man 
bekommt  also  diesen  Druck  sowie  den  in  A  durch  die  in  der 
Figur  angegebene  Konstruktion.  Natürlich  kann  man  den  Druck 
in  G  auch  durch  die  Bedingung  bestimmen,  daß  sein  Moment 
in  bezug  auf  die  durch  A  senkrecht  zur  Ebene  der  Figur  ge-^ 
zogene  Linie  gleich  dem  Moment  des  Gewichtes  Q  sein  muß. 
In  Fig.  140  und  141   findet  man  ähnliche  Verbindungen 
von  Stangen,  bei  denen  M  auf  der  Verlängerung  von  A  G  liegt 
M 


Fig.  liO.  Fig.  141. 

Endlich  ist  in  Fig.  142  ein  System  von  drei  Stangen  abgebildet, 
die  sich  um  A,  B,  G  und  D  drehen  können  und  von  denen 
der  mittlere  die  Last  Q  trägt.    Sieht  man  wieder  vom  Gewicht 
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H     der  Stangen  ab,  so  ist  flir  das  Gleichgewicht  nötig,   daß  AB 
^i     und  DG,  wenn  man  sie  verlängert,   sich  auf  der  vertikalen 
Linie  0  if  treffen.   Freilich  wäre  bei  dieser  letzteren  Anordnung 
das  Gleichgewicht  labil.  o 

§175.  Bollen  und  Flasohen- 

züge.  Eine  Boüe  ist  eine  kreis- 
förmige Scheibe,   die   sich   um 

eine    durch    den    Mittelpunkt 

gehende  und   auf  ihrer  Achse 

senkrecht  stehende  Ebene  drehen 

li^ann.    Am  umfang  ist  sie  mit 

einer  Rinne  versehen,   die  ein 

Seil  au&ehmen  kann.     Die  Reibung  verhindert  dies  letztere, 

auf  der  Scheibe  zu  gleiten. 

Bei  eiher  festen  Rolle  (Fig.  143)  kann  sich  die  Achse 
nicht  verschieben;  soll  Gleichgewicht  sein,  so  müssen  an  den 
Enden  des  Seils  gleiche  Kräfte  wirken.  Den  Druck  auf  die 
Achse  findet  man  in  der  in  der  Figur  angegebenen  Weise. 


Fig.  142. 


Fig.  143. 


Fig.  144. 


Eine  bewegliche  Rolle  (Fig.  144)  hängt  in  einem  Seil, 
welches  an  dem  einen  Ende  a  befestigt  ist,  während  am  an- 
deren Ende  die  bewegende  Kraft  wirkt.  Der  Bügel,  in  welchem 
die  Achse  läuft,   ist  mit  einem  Haken  versehen,   an  welchem 
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die  Last  aufgehäagt  wird,  die  man  in  die  Höhe  ziehen  will. 
Die  Gleichgewichtsbedingung  wird  durch  die  Konstruktion  eines 
Parallelogranuns  der  Kräfte  gefunden. 

Fig.  145  zeigt  die  Einrichtung  eines  gö— 
wohnlichen  Fast^hmx/uges.   Drei  Rollen  befindexi 
sich  in  dem  oberen,  festen  Kloben  (sogenannten 
Flasche)  vereinigt,  und  ebensoviel  in  dem  bö- 
weglichen   unteren  Kloben.     Nimmt  man  an, 
daß  das  Seil,  welches  über  sämtliche  Eollen 
läuft,  zwischen  den  Flaschen  überall  dieselbe 
Richtung   hat,    so  ist   für  das   Gleichgewicht 
die  Kraft  ^P  erforderUch,   mit  der  man  am 
Ende  b   zieht     Man   findet  dies,   wenn  man 
beachtet,  daß  die  Last  an  sechs  Seilen  hängt 
und  daß  also  die  Spannung,  die  überall  gleich 
groß    sein  muß,   den   genannten  Wert  haben 
muß,    oder   auch    indem  man    ermittelt,  um 
wieviel  b   nach   unten   gezogen   werden   muß, 
um  P  auf  eine  gewisse  Höhe  zu  heben. 

§   176.     Winde.      Die    Winde    (Haspel, 
Wellrad)  besteht  aus  einem  horizontalen  um 
seine  Achse  drehbaren  Zylinder,  um  den  ein 
Seil  einigemal   gewunden  ist,    welches   beim 
Drehen  auf-  oder   abgewickelt   wird  und  am 
Ende  die  Last  trägt.   Die  Drehung  wird  dem  Zylinder  durch  eine 
Kurbel  gegeben,  die  senkrecht  zur  Achse  an  dem  Zylinder  be- 
festigt ist.    Die  Gleichgewichtsbedingung  folgt  aus  der  Betrach- 
tung   der   Momente   oder 
aus  dem  Satz  von  §  172. 
§  177.  Mittel,  um  die 
Drehung   einer  Achse  auf 
eine  andere  zu  übertragen. 
a)  Seil  ohne  Ende.    Es 
seien    (Fig.  146)  J   und  B 
zwei  kreisförmige  Scheiben, 
die     in    derselben   Ebene 
liegen  und  sich  um  Achsen 
drehen    können,    die    senkrecht    zu    dieser   Ebene    durch    ihre 
Mittelpunkte  gehen.     Ein  Seil  oder  ein  Eiemen,  dessen  Enden 


Fig.  145. 


Fig.  146. 
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aneiDander  befestigt  sind,  ist  um  die  Scheiben  geschlagen  und 
iiureichend  gespannt,  um  ein  Gleiten  auf  den  Scheiben  un- 
inöglich  zu  machen.  Wird  A  in  der  Richtung  des  Pfeils  ge- 
dieht, so  wird  B  in  derselben  Richtung  bewegt;  die  Winkel- 
göschwindigkeiten  sind  dabei  den  Radien  umgekehrt  pro- 
portional Der  Teil  rs  des  Seils  ist  stärker  gespannt  als  der 
T^eil^^g;  hieraus  entspringt  die  Kraft,  welche  B  in  Bewegung 
Setzt.  Sollen  sich  die  Scheiben  in  entgegengesetzter  Richtung 
drehen,    so  benutzt  man  einen  gekreuzten  Riemen  (Fig.  147). 


Fig.  147. 


Fig.  148. 


b)  Bei  parallelen  Achsen  können  auch  zylinderförmige, 
und  bei  Achsen,  die  sich  schneiden  (Fig.  148),  kegelförmige 
Beibungsräder  benutzt  werden.  Die  sich  berührenden  Ober- 
flächen derselben  müssen  rauh  genug  sein,  damit  die  eine 
Scheibe  durch  die  andere  mitgeführt  wird. 

c)  Muß  ein  erheblicher  Widerstand  überwunden  werden 
oder  will  man  sich  eines  bestimmten  Verhältnisses  der  Winkel- 
geschwindigkeiten  ver-  ^  p,  n  r)  ^ 

sichern ,      so     benutzt  '■" 

man  Zahnräder.  Fig.  149 
stellt  ein  Paar  der- 
artige Räder  vor,  die 
auf  Achsen  senkrecht 
zur  Ebene  der  Zeich- 
nung befestigt  sind.  Da 
in  derselben  Zeit  von 
beiden  Rädern  gleich 
viel  Zähne  durch  die 
Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  gehen,  verhalten  sich  die 
Winkelgeschwindigkeiten  umgekehrt  wie  die  Anzahl  der  Zähne. 
Räder  mit  wenig  Zähnen  heißen  IHebe. 


M^'?.^-^ 


^ 


,'•-:> 


Fig.  149. 
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Fig.  150. 


Die  Zähne  können  auch^  wie  in  Fig.  150,  bei  dem  einen 
Kad  an  der  Innenseite  angebracht  sein.  In  diesem  Fall  haben 
die  Achsen  dieselbe  Drehungsrichtung, 
während  sie  sich  im  Falle  von  Fig.  149 
in  entgegengesetzter  Richtung  drehen. 
Bei  Achsen,  welche  sich  schneiden, 
werden  Kegelräder  angebracht  Eine 
Vorstellung  davon  bekommt  man,  wenn 
man  sich  die  abgestumpften  Kegel  in 
Fig.  148  mit  hervorstehenden  Rippen 
versehen  denkt,  die  in  der  Richtung 
der  erzeugenden  Linien  laufen. 

Für  den  richtigen  Gang  der  Räder 
ist  die  Form  der  Zähne  nicht  gleich- 
gültig; auf  die  geometrischen  Betrach- 
tungen, durch  welche  diese  bestimmt 
werden  kann,  können  wir  hier  jedoch 
nicht  näher  eingehen.  Es  mag  nur  bemerkt  werden,  daß  man 
immer  dafür  sorgt,  daß  in  jedem  Augenblick  mehr  als  ein  Paar 
Zähne  in  Berührung  sind. 

Da  der  Gebrauch  sehr  großer  sowie  auch  sehr  kleiner 
Räder  mit  Schwierigkeiten  verbunden  ist,  so  überträgt  man, 
wenn  ein  großer  Unterschied  in  der  Winkelgeschwindigkeit 
verlangt  wird,  die  Bewegung  nicht  direkt  von  der  einen  Achse 
auf  die  andere.  Man  nimmt  dann  seine  Zuflucht  zu  Systemen 
von  Rädern,  die  zum  Teil  auf  den  Achsen  selbst,  zum  Teil 
auf  Hilfsachsen  befestigt  sind.  Man  kann  nämlich  die  Be- 
wegung von  einer  Achse  A  auf  eine  Achse  B  und  von  dieser 

mit  Hilfe  eines  zweiten  Rades,  mit 
dem  sie  versehen  ist,  auf  die  Achse 
G  übertragen,  usw. 

Als  Beispiel  erwähnen  wir  noch 
den  Kunstgriff,  durch  den  man  die 
Zeiger  eines  Uhrwerks  sich  mit 
Winkelgeschwindigkeiten  y  die  sich 
wie  1  zu  12  verhalten,  um  denselben 
Mittelpunkt  drehen  läßt  Der  Minuten- 
zeiger ist  an  der  Achse  A  (Fig.  151)  befestigt,  die  ihre  Be- 
wegung  vermittelst    eines   Systems   von    Rädern   von  der  be- 
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wegenden  Kraft  erhält.  Durch  die  Räder  B  und  C  wird  die 
Bewegung  von  A  auf  die  Achse  D  übertragen.  Diese  Achse 
Wgt  ein  zweites  Rad  E,  dessen  Zähne  in  das  Rad  F  ein- 
greifen, welches  auf  der  hohlen  Achse  O  befestigt  ist,  die  A 
umschließt  und  mit  der  der  Stundenzeiger  verbunden  ist. 

§  178.    Mittel  sum  umsetzen  einer  gradlinigen  Bewegung 
in  eine  Brehung  und  umgekehrt     a)  Kurbel  und  Stange.    Es 
'ei  (Rg.  152)  ^  0  eine        p  ^j 
Stange,  die  sich   nur  ^^'|£s;^^^^ 

li  der  Richtung  ihrer        ^^r"^^*"^^^^^^^^^^^™ 

-<änge  hin-  und  her-     Q-^raf ^^^^^^^^^^*'^ 

ewegen    kann,     0  P  fciiz^^^Äsa 

ine  Kurbel,  die  sich  Pig  152. 

m  eine  senkrecht  zur 

Ibene  der  Figur  durch  0  gehende  Achse  dreht,  PQ  endlich 
ne  Stange,  deren  Enden  mit  OP  und  A  Q  drehbar  verbunden 
nd.  Wenn  die  Kurbel  gedreht  wird,  geht  die  Stange  hin 
id  her  und  umgekehrt.  Auf  diese  Weise  wird  die  hin- 
id  hergehende  Bewegung  des  Kolbens  einer  Dampfinaschine 
eine  Drehung  von  konstanter  Richtung  umgesetzt. 

b)  Exzentrische  Scheibe.  In  Fig.  153  ist  S  eine  kreisförmige 
iheibe,  die  sich  in  ihrer  Ebene  um  eine  nicht  durch  den 
ittelpunkt  gehende 
;hse  O  drehen  kann. 
3  wird  von  einem 
ngÄ  umfaßt,  welcher 

der  aus  der  Figur 
sichtlichen  Weise  in  ^ig,  153. 

drehbar  mit  der 
Mige  A  Q  verbunden  ist  Diese  kann  sich  in  der  Richtung 
•er  Länge  hin-  und  herbewegen  und  wird  hierzu  durch  eine 
•ehung  von  S  gezwimgen. 

Dies  würde  auch  der  Fall  sein,  wenn  der  Ring  weggelassen 
Tde,  der  Stab  A  Q  bis  nach  S  reichte  und  mit  seinem  ab- 
rundeten oder  mit  einem  Rädchen  versehenen  Ende  fort- 
.hrend  gegen  den  Umfang  von  S  gedrückt  würde.  Dadurch 
ß  man  der  Scheibe  S  eine  andere  Gestalt  gibt,  kann  man 
j  „Schwingungsform"  (§  50)  von  A  Q  beliebig  abändern. 
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c)  Auch  durch  ein  Zahnrad  und  eine  Zahnstange  kann 
man  eine  drehende  Bewegung  in  eine  geradlinige  umsetzen. 

§  179.  Schrauben.  Die  relative  Bewegung  einer  Schraube 
in  bezug  auf  die  Schraubenmutter,  in  welche  sie  paßt,  oder 
umgekehrt  der  Schraubenmutter  in  bezug  auf  die  Schraube 
ist  immer  eine  Drehung  verbunden  mit  einer  Verschiebung. 
Wird  der  eine  Körper  festgehalten,  so  führt  der  andere  diese 
beiden  Bewegungen  aus.  Es  ist  aber  auch  möglich,  daß  der 
eine  Körper  sich  verschiebt  und  der  andere  sich  dreht 

Da  man  beim  Gebrauche  physikalischer  Instrumente  Ge- 
legenheit hat,  verschiedene  Anwendungen  der  Schraube  kennen 
zu  lernen,  können  wir  uns  kurz  fassen. 

a)  Man  denke  sich,  eine  Schraube  werde  vermittelst  einer 
daran  befestigten  Kurbel  gedreht,  während  die  Schrauben- 
mutter, in  welcher  sie  sich  dreht,  festgehalten  wird.  Ist  die 
Achse  vertikal,  so  wird  die  Schraube  bei  der  richtigen  Drehungs- 
richtung steigen.  Sie  kann  dabei  ein  Gewicht  heben,  dessen  Größe 
man  berechnen  kann,  wenn  man  beachtet,  daß  das  Gewicht  bei 
einer  Umdrehung  um  die  Ganghöhe  der  Schraube  steigt. 

b)  Da  man  eine  Schraube  leicht  um  einen  bestimmten 
Teil  einer  vollen  Umdrehung  drehen  kann,  liefert  sie  ein 
Mittel,  um  eine  sehr  kleine  Verschiebung  von  bekannter  Größe 
zu  bewirken.  Ist  z.  B.  die  Ganghöhe  ^  mm  und  ist  die  Schraube 
mit  einem  zylinderförmigen  Kopf  versehen,  dessen  Umfang  in  100 
gleiche  Teile  geteilt  ist  und  der  sich  an  einer  festen  Marke 
vorbeidreht,  so  kann  man  durch  Drehung  um  einen  Skalenteil 
eine  Verschiebung  von  yj^  mm  bewirken. 

Schrauben,    welche    zu   diesem   Zwecke    dienen,    heißem. 
Mikrometerschrauben,  Oft  ist  dabei  die  Schraube  selbst  verhinderte 
sich  zu  verschieben.     Dies  ist  z.  B.  bei  der  langen  Schraube 
der   Teilmaschine  der  Fall;   die  Schraubenmutter  befindet  sich 
hier  in  einem  Schlitten,  der  sich  nur  parallel  der  Achse  der 
Schraube  verschieben  kann.     Der  Schlitten  trägt  einen   Stift, 
z.  ß.  eine  Diamantspitze,  durch  welche  auf  einem  Gegenstand, 
der  neben  der  Schraube  befestigt  ist,  senkrecht  zur  Achse  der 
Schraube  Teilstriche  ziehen  kann.     Indem  man  einen  solchen 
Teilstrich  jedesmal  beschreibt,  nachdem  man  die  Schraube  um 
einen  bestimmten  Winkel  weitergedreht  hat,  bekommt  man  eine 
Skalenteilung, 
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Es  ist    klar,    daß    die   Verschiebungen    nur    dann    den 
Drehungen  proportional  sind,  wenn  die  Schraube  yollkommen 
genau  gearbeitet  ist  In  Wirklichkeit  sind  immer  Abweichungen 
Torhanden.    Diese  Fehler  können  zunächst  dadurch  entstehen, 
daß  die  Schraube  von  der  Schraubenmutter  nicht  yollkommen 
umschlossen  wird,   sondern   daß  zwischen  beiden  etwas  Spiel- 
raum ist    Man   kann   dann   der  Schraube   eine   kleine   Ver- 
schiebung geben,  ohne  zu  drehen;  dieser  Fehler  wird  unschäd- 
lich, wenn  die  letzte  Drehung  vor  jeder  Ablesung  immer  in 
derselben  Sichtung  stattgefunden  hat    Andere  Fehler  können 
daher  rühren,  daß  sich  die  G-anghöhe  allmählich  ändert,  oder 
daher,    daß   die   Schraubenlinie    von    der  idealen   Form   ab- 
weicht   und    infolgedessen    nicht     mehr    jeder    Teilung    des 
Schraubenkopfes   dieselbe  Verschiebung   entspricht.     Die  Ab- 
weichungen    der     letzteren     Art     wiederholen     sich    in    der 
Begel  bei   jeder   Umdrehung    und   heißen   daher   periodische 
Dehler.     Man  kennt   genaue  Methoden,  um  die  verschiedenen 
Dehler    experimentell    zu    bestimmen    und    in    Eechnung    zu 
l>mgen. 

§  180.     Schraube  ohne  Ende.     So   nennt  man  eine  Ver- 
ladung einer  Schraube  mit  einem  Zahnrad,  wie  in  Fig.  154 
abgebildet  ist     Die  beiden  Achsen  stehen  aufeinander  senk- 
^öcht     und     das     Schrauben- 
§^^nde  paßt  in  die  Zwischen- 
^ätune    zwischen  den  Zähnen, 
^irehtman  die  Schraube  einmal 
^Oq,  so  geht  eine  volle  Windung 
Vitien  Zahn  des  Kades  entlang, 
Voraus  sich  leicht  ergibt,  daß 
^in  Zahn  an  die  Stelle  eines 
folgenden  kommen   muß;    hat 
daher   das  Ead  n  Zähne,    so 
bekommt     es     eine  .  Winkel- 
geschwindigkeit,    die     w  mal  Fig.  154. 
kleiner    ist   als    diejenige   der 
Schraube.     Man  kann  also  auf  diese  Weise  eine  schnelle  Be- 
wegung in  eine  viel  langsamere  umsetzen  oder  umgekehrt    Das 
erstere  wird  z.  B.  angewandt,  um  die  Umdrehungen  einer  schnell 
rotierenden  Achse  zu  zählen. 
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Fig.  155. 


§  181.  Mittel,  um  eine  Verbindimg  zwischen  zwei  Teileix 
einer  Maichine  herzustellen  oder  aufiraheben.  Als  Beispiele 
hiervon  können  die  folgenden  Vorrichtungen  dienen. 

a)  Man  kann  bei  einem  Eäderwerk  die  Achse  des  einexi 
Zahnrades  in  einer  solchen  Weise  yerschiebbar  machen,  da.£ 
man  nach  Belieben  die  Zähne  der  Räder  ineinander  eingreife^xi 
lassen  oder  voneinander  entfernen  kann.  In  derselben  Welse 
kann  man  bei  einem  Zahnrad  imd  einer  Schraube  verfahren. 

In  Fig.  155  ist  eine  Vorrichtung  abgebildet,   welche   dazu  diftnt, 
die  Bewegung  der  Achse  A  durch  Vermittelung  von  Zwischenrädem  a,uf 
die  Achse  B  zu  übertragen.    In  der  Stellung,  die  durch  den  sehraf&ert 
gezeichneten  Teil  der  Zeichnung  angegeben  wird,  wirken  zwei  Zwischen- 
räder  und  beide  Achsen  bekommen  entgegengesetzte  Drehungsrichtong'. 
In  der  gestrichelt  gezeichneten  Stellung  wirkt  nur  ein  Zwischenrad  und  die 

DrehuDgsrichtung  von  B  ist 
dieselbe  wie  die  von  A. 
In  einer  zwischenliegenden 
Stellung  ist  die  Verbindung 
der  Achsen  aufgehoben- 
Der  Übergang  von  der 
einen  Stellung  zur  anderen 
wird  durch  Drehung  heider  1 
Zwischenräder  um  eine 
Achse  C  bewirkt 

Man  kann  auch 
zwei  Achsen,  deren  jede 
in  der  Verlängerung  der 
anderen  liegt,  in  Ver- 
bindung setzen.  Man 
J5  bringt  zu  diesem  Zwecke 
an  den  einander  zuge- 
kehrten Enden  Scheiben 
an,  deren  Endflächen  auf 
den  Achsen  senkrecht 
stehen.  Diese  Scheiben 
sind  mit  Zähnen  versehen,  durch  deren  Eingreifen  bewirkt  wird, 
daß  die  eine  Achse  die  andere  mitbewegt.  Die  eine  Scheibe  ist 
auf  der  Achse  befestigt,  die  andere  kann  auf  der  Achse  ver- 
schoben werden,  obschon  sie  diese  bei  einer  Drehung  mitführt. 
b)  Beim  Gebrauch  eines  Riemens  ohne  Ende  kann  man 
auf  die  Achse,   die  in  Bewegung  gesetzt  werden  soll,   neben 
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der  Scheibe,  die  fest  mit  der  Achse  verbunden  ist,  eine  zweite 
anbringen,  die  sich  unabhängig  von  dieser  drehen  kann.  Durch 
eine  Gabel,  welche  den  Riemen  umfaßt  und  sich  verschieben 
läßt,  kann  der  Biemen  von  der  einen  Scheibe  auf  die  andere 
übertragen  werden. 

c)  In  Fig.  156  ist  ein  Sperrrad  a  mit  dem  Sperrhakm  b  ab- 
gebildet Der  letztere  ist  ein  Stäbchen,  welches  sich  leicht  um 
den  Punkt  c  dreht  und  mit  dem  Ende  ^ 

zwischen  die  Zähne  des  Rades  fallen 
kann  oder,  wenn  es  nötig  ist,  durch 
eine  Feder  zwischen  dieselben  gedrückt 
^rird.  Die  Gtestalt  der  Zähne  hat  zur 
Folge,  daß,  wenn  die  Achse  o  fest- 
gehalten wird,  das  Rad  a  sich  in  der 
Richtung  des  Pfeiles,  aber  nicht  in 
der  entgegengesetzten  Richtung  bewegen 
kann.  ^^'  ^^^' 

Eine  solche  Vorrichtung  wird  angewandt,  um  für  die 
Achse  Ä  in  Fig.  91  (S.  175)  nur  eine  Bewegung  in  einer  Rich- 
tung zu  ermöglichen. 

Ist  die  Achse  c  an  einem  zweiten  Rad  befestigt,  welches 
sich  um  dieselbe  geometrische  Achse  wie  das  Rad  a  drehen 
kann,  so  wird  dieses  Rad  bei  der  einen  Bewegungsrichtung 
durch  a  mitbewegt,  bei  der  anderen  dagegen  nicht. 

§  182.  Hähere  Betrachtung  der  Eeibung.  Wenn  ein 
Körper  auf  einer  vollkommen  glatten,  horizontalen  Ebene 
durch  eine  £j*aft  F  fortgezogen  wird,  so  ist  die  Arbeit  dieser 
Kraft  gleich  der  Vermehrung  der  kinetischen  Energie  des 
Körpers.  Anders  ist  es,  wenn  Reibung  vorhanden  ist;  die  Zu- 
nahme der  kinetischen  Energie  ist  dann  kleiner  als  die  Arbeit 
von  F,  und  zwar  um  soviel  kleiner,  als  der  entwickelten  Wärme 
entspricht. 

Dies  ist  eifie  Art,  wie  man  die  Erscheinungen  betrachten 
kann.  Eine  andere  Auffassung  besteht  darin,  daß  man  nicht 
nur  auf  die  Arbeit  der  Kraft  F,  sondern  auch  auf  die,  natür- 
lich negative,  Arbeit  der  Reibung  achtet.  Da  die  Bewegung 
des  Körpers  als  Ganzes  in  der  gewöhnlichen  Weise  durch  die 
beiden  Kräfte  bestimmt  wird,  muß  die  kinetische  Energie  des 
Körpers   eine  Zunahme  erleiden,  welche  gleich  der  gesamten 
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Arbeit  der  Kraft  F  und  der  Reibnng  ist  Bei  dieser  zweiten 
Betrachtnngsweise  braucht  Ton  der  Wärmeentwicklung  nicht 
gesprochen  zu  werden  (Tgl.  §  144,  c). 

Ähnliche  Bemerkungen  gelten  für  jedes  System  von  Kör- 
pern, bei  dem  die  Reibung  im  Spiel  ist.  Die  Zimahme  der 
kinetischen  Energie  der  sichtbaren  Bewegungen  beträgt  weniger  als 
die  Arbeit  der  wirkenden  Kräfle,  die  Reibung  nicht  mitgezählt;  der 
Unterschied  entspricht  der  Wärmeentwicklung . 

Nach  der  zweiten  Auffassung  kann  man  sagen: 
Die  Vermehrung  der  kinetischen  Energie  der  sichtbaren  Be- 
u?egungen  ist  gleich  der  Arbeit  aUer  Kräfte,  die  Beibung  einbegriffen. 
Nach  dem  letzten  Satz  kann  die  Gleichgewichtsbedingung, 
die  wir  in  diesem  Kapitel  kennen  lernten,  immer  angewandt 
werden,  wenn  man  nur  die  Reibung  als  eine  besondere  Kraft 
in  Rechnung  bringt 

Wir  wollen  nun  den  Einfluß  dieser  Kraft  näher  betrachten. 
In  Fig.  157   stellen  A  und  B  zwei  Körper  Tor,    die   auf- 
einander gleiten  können;  der  eine,  B,  wird  festgehalten,  wäh- 
rend der  andere  durch  eine  gewisse  Kraft  N  senkrecht  gegen 
den   ersteren  gedrückt  wird.     Übt  man   nun  außerdem  auf  Ä 

eine  zweite  Kraft  F,  parallel  zur 
Grenzfläche  aus,  so  entsteht,  solange 
-^  diese  Kraft  klein  ist,  noch  keine  Be- 
wegung; es  wird  eine  Reibung  erregt, 
welche  die  Kraft  aufhebt  Beim 
Zunehmen  von  F  wird  auch  die 
Reibung  größer,  aber  es  zeigt  sich, 
j^  daß  diese  nicht  höher  sieigen  kann  als 

p.     ^._  bis  XU  einem  geioissen  Betrag,  welcher 

dem  normalen  Druck  N  proportional 
ist  und  also  mit  c  N  bezeichnet  werden  kann.  Die  Zahl  c  wird 
der  Beibungskoeffizient  genannt;  sie  ist  bei  der  Reibung  von 
Metall  auf  Metall  wohl  niemals  größer  als  0,3,  kann  aber  durch 
den  Gebrauch  von  Schmiermitteln  auf  0,01  herabgemindert 
werden.  Der  Wert  ist  von  der  Beschaffenheit  der  Oberflächen 
und  des  Schmiermittels  sowie  von  der  Temperatur  abhängig.  So- 
bald die  Kraft  F  den  Wert  c  iV  übersteigt,  kann  sie  nicht  mehr 
durch  die  Reibung  aufgehoben  werden,  und  der  Körper  setzt 
sich  in  Bewegung. 
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Hieraus  kann  man  ableiten,  wann  eine  einzige  Kraft  P 
den  Körper  Ä  auf  B  fortschieben  kann.  Wir  nehmen  an^  daß 
diese  Kraft  einen  spitzen  Winkel  cc  mit  der  nach  der  Seite 
von  B  gezogenen  Normalen  macht;  sie  kann  dann  in  eine 
Komponente  P  cos  cc,  in  der  Richtung  dieser  Linie  und  eine 
zweite,  Psin  cc,  in  der  Richtung  der  Oberfläche,  zerlegt  werden. 
Die  Reibung  kann  nun  keinen  größeren  Wert  als  eP  cos  cc 
annehmen.  Ist  also  Psin  a  <  e  P cos  cc,  so  entsteht  keine  Be- 
legung, wohl  aber,  wenn  Psmcc>cPcoscc  ist. 

Man  kann  diese  Ungleichungen  in  der  Form  tg  £^  <  (?  und 
%  &  >  6  schreiben.  Bestimmt  man  also  einen  Winkel  ß  so,  daß 

tgß^c 
]^%  80  bringt  die  Kraft  den  Körper  in  Bewegung  oder  läßt  ihn 
^U  Buhe,  je  nachdem  a  >  oder  <  ß  ist. 

Der  Winkel  ß  mird  der  Eeibungstoinkel  genannt;  es  ist  der 
^Vinkely  den  die  Kraft  mit  der  Normalen  bilden  muß,  wenn  sie 
hei  der  geringsten  Zunahme  den  Körper  in  Bewegung  setzen  soll. 
Man  kann  auch  sagen,  daß  die  Reaktion,  welche  der  Körper  B  auf  A 
ausübt  und  durch  welche  eine  auf  Ä  unrkende  Kraft  aufgehoben 
taerden  kann,  niemals  einen  größeren  Winkel  mit  der  Normalen 
bildet  als  den  BeünmgsunnkeL 

Aus  dem  Gesagten  ergibt  sich  ohne  weiteres,  wann  ein 
Körper  auf  einer  schiefen  Ebene  im  Gleichgewicht  sein  kann. 
Ist  GN  (Fig.  158)  die  Normale  und  bilden  die  Linien  CD  und 
GE  mit  derselben  Winkel  gleich  dem  Reibungswinkel,  so  wird 
der  Körper  in  Ruhe  bleiben,  solange 
die  Resultante  aller  Kräfte,  die  auf 
ihn  wirken,  innerhalb  des  Winkels 
D  GE  liegt;  hat  z.  B.  diese  Kraft 
die  Richtung  GP,  so  ist  die  Kom- 
ponente derselben  in  der  Richtung  der 
schiefen  Ebene  nicht  hinreichend,  um 
die  Reibung  zu  überwinden,  deren  ma- 
ximale Größe  durch  die  Komponente 
in  der  Richtung  der  Normalen  bestimmt  ist.  Jede  Kraft,  die 
wie  GQ  außerhalb  des  genannten  Winkels  liegt,  wird  den 
Körper  in  Bewegung  setzen.  Wirkt  nur  die  Schwerkraft  auf  den 
Körper  und  verändert  man  den  Neigungswinkel  der  Ebene,  so 
gleitet  der  Körper  abwärts,  sobald  dieser  Winkel  größer  als  ß  wird. 

18* 


276 


Drittes  Kapitel. 


[§  182 


Ebenso  tote  bei  der  schiefen  Ebene  kann  man  auch  in  aUen 
anderen  Fällen,  in  denen  die  Beibung  im  Spiel  ist,  untersuchen^ 
wann  die  Kräfte  gerade  hinreichen,  um  eine  Betvegung  nach  cl£r 
einen  oder  nach  der  anderen  Seite  xu  bewirken.  Zwischen  diesen. 
beiden  Fällen  liegen  dann  stets  viele  andere,  in  denen  keine  Be- 
tvegung  entsteht. 

Zur  weiteren  E^rläuterimg  können  die  folgenden  Beispiele 
dienen. 

a)   Ein  Körper  AB  (Fig.  159)  ist   durch   eine  horizontale 
Ebene  A  C  und  eine  vertikale  Eb^ne  B  C  unterstützt  (eine  acÄ. 

eine  Wand  angelehnte  Leiter);  P  sei  di^ 
vertikal  angenommene  Resultante  dexr 
Ki-äfte,    die   auf  den   Körper  wirken. 
Zieht  man  in  A  und  B  die  Normalen 
AD  und   BD  und    macht    man    die 
Winkel   DAE  und   DBF  gleich  den 
Reibungswinkeln,  so  müssen  die  Rich- 
tungen der  in  A  und  B  durch  die  ünter- 
stützungsflächen     ausgeübten     Kräfte 
innerhalb   dieser   Winkel  liegen.     Der 
Bedingung,    daß   sich   die   Linien,   in 
welchen  diese  Kräfte  wirken^   auf  der 
Verlängerung  von  P  O  schneiden,  kann 
nur  genügt  werden,   wenn  diese  Linie 
das  Viereck    HEFD    durchschneidet 
Fällt  PQ  links  von  E,   so  gleitet   der 
Körper  aus.     Bei  dieser  Betrachtung  ist  darauf  Rückpicht  ge- 
nommen, daß  wegen  der  Neigung  zum  Ausgleiten  die  Reaktion 
in  A  nach  links  und  die  in  B  nach  oben  gerichtet  ist 

Sobald  der  Durchschnittspunkt  M  bekannt  ist,  kann  man 
die  Drucke  in  A  und  B  bestimmen,  indem  man  P  nach  diesem 
Durchschnittspunkt  verschiebt  und  nach  den  Richtungen  MA 
und  MB  zerlegt  Da  nun  aber  Jf  noch  jeder  beliebige  Punkt  auf 
der  Verlängerung  von  PO  sein  kann,  der  innerhalb  des  Vier- 
ecks HEFD  liegt,  so  bleiben  die  Drucke  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  unbestimmt  Dies  ist  eine  Folge  davon^  daß^ 
solange  die  Reibungen  in  A  und  B  nicht  die  größten.  Werte 
zu  haben  brauchen,  welche  sie  annehmen  können,  es  haupt- 
sächlich die  erste  oder  hauptsächhch  die  zweite  sein  kann,  die 
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den  Körper  im  GHeichgewicht  hält  Dies  hängt  von  kleinen 
fimzelheiten  in  der  Art  und  Weise  ah,  wie  der  Körper  gegen 
die  Ebenen  angelehnt  wurde. 

b)  Ein  Körper  M  (Fig.  160)  ist  mit  einer  Achse  a  ver- 
sehen, die  genau  in  das  Lager  h  paßt  Wir  wollen  annehmen, 
d&ß  alle  auf  M  wirkenden  Kräfte  zu  einer  einzigen  vertikalen 
Kraft  F  zusammengesetzt  werden  können.  Diese  wird  nun 
^öi  der  geringsten  Zunahme  den  Körper  in  Bewegung  setzen, 
^^xin  sie  so  weit  rechts  oder  links  von  0  fällt,  daß  der 
Kinkel  Oqp  gleich  dem  Reibungswinkel  ß  ist  Dazu  muß, 
^^nn  Oq^T  ist,  Ojt?  =  r8in/9  sein,  so  daß  die  Dicke  der 
-^chse  nicht  ohne  Einfluß  ist 


Fig.  161. 


c)  Einen  großen  Einfluß  hat  die  Reibung  bei  Schrauben. 
Bei  einem  rechteckigen  Profil  (§  171,  d)  kann  eine  Kraft  in  der 
Längsrichtung  der  Schraube  keine  Drehung  bewirken,  wenn 
die  Normale  auf  die  Schraubenfläche  mit  dieser  Richtung  einen 
Winkel  bildet,  der  kleiner  als  der  Reibungswinkel  ist.  Es  ist 
leicht  einzusehen,  daß  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  wenn  der 
Winkel,  den  die  Windungen  mit  einer  Ebene  senkrecht  zur 
Achse  bilden  (vgl.  Fig.  158),  kleiner  ist  als  der  Reibungswinkel. 
Bei  einer  Schraube  mit  dreieckigem  Profil  ist  der  Einfluß  der 
Reibung  noch  größer.  Man  benutzt  das  letztere  überall  da, 
wo  es  sich  um  dauerhafte  Befestigung  handelt,  während 
Schrauben  mit  viereckigem  Profil  mehr  zur  Übertragung  von 
Bewegungen  gebraucht  werden. 

Eine  Schraube  mit  kleiner  Ganghöhe  kann  bereits  durch 
kleine  Kräfte,  die  in  einer  Ebene  senkrecht  zur  Achse  wirken, 
bewegt  werden.     Um  nun  bei  einer  Schraube,  die  zur  Befesti- 
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giing  dienen  soll,  zu  verhindern,  daß  dies  durch  zufällige  Stöße 
oder  Elrschtitterungen  geschieht,  ist  es  nötig,  die  Windungen 
der  Schraube  kräftig  gegen  die  Windungen  der  Schrauben- 
mutter  zu  drücken.  Dies  kann  in  folgender  Weise  geschehen. 
Man  denke  sich  die  Schraubenmutter  in  Fig.  133,  jB  aus  zwei 
übereinander  liegenden  Teilen  zusammengesetzt  (Mutter  und 
Gegenmutter)  und  diese  durch  eine  Drehung  in  entgegen- 
gesetzter Eichtung  gegeneinandergedrückt.  Die  eine  Schrauben- 
mutter drückt  dann  die  andere  ^gegen  die  Windungen  der 
Schraube  an. 

d)  Wenn  im  Mittelpunkt  eines  Zylinders,  der  auf  einer  hori- 
zontalen Ebene  liegt,  eine  horizontale  Kraft  senkrecht  zur  Achse 
wirkt,  so  würde  der  Zylinder  in  vollständiger  Abwesenheit  von 
Reibung  fortgleiten.  Sind  dagegen  die  Oberflächen  rauh  genug 
und  werden  sie  hinreichend  aneinandergedrückt,  so  verhindert 
die  Reibung  die  Bewegung  des  Berührungspunktes  auf  der 
Ebene.  Der  Zylinder  kann  dann  nur  fortroüen  und  diese  Be- 
wegung würde  bereits  bei  einer  sehr  kleinen  horizontalen  Kraft 

entstehen,  wenn  sich  ihr  nicht 
ein  Widerstand  von  anderer  Art 
als  der  bis  jetzt  besprochene, 
die  sogenannte  wälzende  oder 
rollende  Reibung,  widersetzte. 
Diese  ist  dem  Umstände  zu- 
zuschreiben, daß  der  Zylinder 
und  die  Unterstützungsfläche 
etwas  eingedrückt  werden,  so 
daß  eine  kleine  Berührungs- 
fläche besteht.  Die  bewegende  Kraft  F  (Fig.  162)  muß  jetzt 
den  Zylinder  um  die  Linie  a  umkippen  und  dazu  muß  sie 
eine  gewisse  Größe  haben. 

Im  Gegensatz  zu  dieser  wälzenden  Reibung  wird  der 
Widerstand,  von  dem  am  Anfang  dieses  Paragraphen  die  Rede 
war,  gleitende  Reibung  genannt. 

Daß  die  Räder  eines  Wagens  den  Zweck  haben,  die  gleit- 
ende Reibung  durch  die  geringere  wälzende  Reibung  zu  ersetzen, 
und  daß  man  durch  Andrücken  von  Hemmklötzen  gegen  die 
Räder  eine  gleitende  Reibung  erregt,  die  den  Wagen  zum 
Stehen  bringt,    braucht  kaum  ausdrücklich  gesagt  zu  werden. 
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Schließlich  bemerken  wir  noch,  daß  sowohl  die  wälzende 
als  die  gleitende  Reibung  während  der  Bewegung  kleiner  ist 
als  in  dem  Augenblick,  in  welchem  diese  anfangen  soll.  Um 
einen  Körper  mit  konstanter  Geschwindigkeit  fortzuschieben, 
ist  eine  kleinere  £j*aft  nötig  als  um  ihn  in  Bewegung  zu  setzen. 

§  183.  Arbeit  und  Energie  bei  Maschinen,  die  in  Be- 
we§^g  sind.  Man  denke  sich,  um  einen  bestimmten  Fall  vor 
Augen  zu  haben,  eine  Dampfmaschine,  die  eine  Anzahl  Ton 
Sägemaschinen  in  Bewegung  setzt  Wir  können  diese  alle 
mit  der  Dampfmaschine  zusammen  als  ein  System  von  Körpern 
auffassen,  wobei  wir  aber  sowohl  den  Dampf  als  das  zu  sägende 
Holz  ausschließen  wollen.  Der  Druck  des  Dampfes  gegen  den 
Kolben  und  die  Kraft,  mit  der  sich  das  Holz  der  Bewegung 
der  Sägen  widersetzt,  sind  dann  äußere  Kräfte,  die  erstere  eine 
bewegende  Kraft,  die  letztere  ein  Widerstand,  der,  da  die  Über- 
windung desselben  der  Zweck  der  Maschinen  ist,  zuweilen 
j,Qützlicher"  Widerstand  genannt  wird.  Außerdem  sind  „schäd- 
liche" Widerstände  vorhanden,  wie  die  Reibung  und  der  Wider- 
stand der  Luft. 

Bei  der  Bewegung  verrichtet  die  bewegende  Ej'aft  eine 
positive  Arbeit,  die  man  aus  dem  Druck  gegen  den  Kolben 
und  die  Verschiebung,  die  dieser  erleidet,  ableiten  kann.  Jeder 
Widerstand  dagegen  verrichtet  eine  negative  Arbeit;  man 
Würde  diese  z.  B.  bei  einer  Säge  aus  dem  Weg,  den  sie  zu- 
rücklegt, und  der  Kraft,  die  ihr  das  Holz  entgegensetzt,  be- 
rechnen können. 

Es  sei  während  einer  gewissen  Zeit  Ä  die  Arbeit  der  be- 
wegenden Kraft,  —  J3  die  der  nützlichen  und  —  G  die  der  schäd- 
lichen Widerstände.  Ist  dann  Ä>  B+  G  oder  <  B+  G,  so 
tat  die  kinetische  Energie  des  Systems  zu-  oder  abgenommen, 
während  sie  unverändert  geblieben  ist,   wenn  Ä  =  B  +  G  ist, 

Hat  das  System  einmal  einen  regelmäßigen  Gang,  so  kann 
Sich  zwar  die  Geschwindigkeit  seiner  Teile  periodisch  ändern, 
*W  nach  einer  gewissen  Periode  kehrt  dieselbe  kinetische 
^ergie  zurück.  Für  eine  solche  Periode  muß  also  A  ==  B  +  G 
sein. 

Der  Nutzeffekt  ist  um  so  größer,  je  größer  B/Ä  ist. 

Für  kurze  Zeiten  braucht  durchaus  nicht  A  =^  B+  G  zu 
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Hein.     Die   zn   überwindend^i   Widerstände   können   sich  d^r 
tiröBe  nach  erheblich  ändern,   und  wenn  mssk  berücksichtig, 
daß  der  Kolben  eine  sehr  yeränderliche  Greschwindigkeit  hat, 
80  ist  es  klar,   daß   die  bewegende  Kraft  in  gleichen  Zeiten 
nicht  dieselbe  Arbeit   Terrichtet.     Während  kurzer  Zeiten  ist 
daher  die  kinetische  Energie  nicht  konstant     um  nun  die  sich 
hieraus  ergebenden  Greschwindigkeitsänderongen  möglichst  klein 
zu  machen^  yerbindet  man  mit  den  Maschinen  eine  große  Masse, 
die   mit  in  Bewegung  gesetzt  werden  muß.     Eliner   und  der- 
selben Vergrößerung  oder  Verkleinerung  der  kinetischen  Energie 
entspricht  nämlich  bei  einer  großen  Masse  eine  geringere  (re- 
schwindigkeitsänderung  als  bei  einer  kleinen. 

Der  betreffenden  Masse  gibt  man  die  Form  eines  Bades  i 
mit  schwerem  Band,  welches  an  einer  der  rotierenden  Achsen  | 
angebracht  wird.  Dieses  Sehunn^grad  kann,  wenn  es  einmal  in  I 
Bewegung  ist,  bei  einer  Torubergehenden  Vermehrung  von  B  j 
oder  Verminderung  Ton  A  aus  seinem  Vorrat  von  Arbeits-  | 
vermögen  an  die  übrigen  Teile  der  Maschinen  Energie  ab- 
geben. 

Wir  bemerken  hier  noch,  daß  man  die  Wirkung  einer 
Maschine,  die  dazu  bestimmt  ist,  Arbeit  zu  leisten,  nach  der 
Arbeit  hemieäS,  die  gie  in  der  ZriteiHheii  rerriMeL  Man  spricht 
Ton  einer  Maschine  von  1  WaH,  wenn  die  Arbeit  10^  Erg  in 
der  Sekunde  und  von  1  Pferdekraft^  wenn  sie  75  m-kg  in  der 
Sekunde  beträgt  Hieraus  ergibt  sich,  daß  eine  Pferdekraft 
gleich  736  Watt  ist 

§  1S4.  Energie  eines  rotierenden  Körpera.  Physisches 
PendeL  Wenn  bei  einem  rotierenden  Körper  die  VerteiluDg 
der  Masse  in  bezug  auf  die  Drehungsachse  gegeben  ist,  so 
kann  man  durch  mathematische  Berechnung  für  jede  Winkel 
geschwindigkeit  die  kinetische  Energie  bestimmen.  Diese  Be- 
rechnung braucht  sogar  nur  lur  eine  Winkelgeschwindigkeit 
ausgetähn  au  werden,  -uz  das  EesuÜKa  der  zweiten  Potenz  dff 
JllmkeigesehMrwdi^ktit  pr-^portioHal  seim  »tii/?.  Wenn  man  nämlicß 
die  Winkelgeschwindigkeit  rerdoppelt  verdoppelt  man  auch  sA^ 
Hneart'U  Geschwindigkeiten  ;§  149'  und  wird  für  jedes  TeilcbcD 
des  Körpers  die  kinetische  Kuergie  viermal  großer. 

Mim  kiit  dem  Ik>ppeiiem  des  Weries,  dem  die  kimetisehe  Energ^^ 
hei   der  iyiHa»ig^^kic*H<U(fkYit  1  kas.   dem  Samem  Tragkeitsmov0^ 
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in  hemg  auf  die  Drehungsachse  gegeben.  Bezeichnen  wir  diese 
Größe  mU  Q,  so  ist  bei  der  Winkelgeschmndigk&U  co  die  kinetische 
Energie  -J-Ow*. 

Das  Trägheitsmoment  kann  experimentell  bestimmt  und 
bei  Körpern  von  einfacher  Form  berechnet  werden.  So  ist 
z.  B.  für  einen  Bing  mit  dem  Badius  B  und  der  Masse  M  das 
Trägheitsmoment  in  bezug  auf  eine  durch  den  Mittelpunkt 
senkrecht  zur  Ebene  des  fünges  gehende  Achse  Q  =  MB^, 
was  man  leicht  einsieht,  wenn  man  bedenkt,  daß  bei  einer 
Winkelgeschwindigkeit  (o  die  lineare  Geschwindigkeit  eines 
jeden  Punktes  B(o  ist 

Das  Trägheitsmoment  hai  verschiedene  Werte,  je  nachdem  es 
*»*  hexfug  auf  die  eine  oder  die  andere  Achse  genommen  toird,  jede 
B^nzufügtmg  einer  neuen  Masse  zu  einem  Körper  vergrößert  atich 
^  Trägheitsmoment,  tmd  diese  Größe  hängt  nicht  nur  von  der 
^asse  der  Teile  des  Körpers,  sondern  auch  von  dem  Abstand  ah,  in 
^^hhem  sie  sich  von  der  Achse  befinden.  Eine  und  dieselbe  Masse  hat 
ttäuxhch  bei  einer  bestimmten  Winkelgeschwindigkeit  eine  um  so 
a^Ößere  kinetische  Energie,  je  weiter  sie  von  der  Achse  entfernt  ist. 
Die  Einführung  des  Trägheitsmomentes  ermöglicht  es, 
^i*schiedene  Angaben  über  rotierende  Körper  zu  lösen.  Eine 
^ir  wichtigsten  derselben  ist  die  Bestimmung  der  Bewegung 
^txes  sogenannten  physischen  Pendels. 

Man  bezeichnet  mit  diesem  Namen  jeden 
^^ten  Körper,  der  sich  unter  dem  Einfluß  der 
Schwerkraft  um  eine  feste  horizontale  Achse 
tf  eben  kann.  Ein  solcher  Körper  befindet  sich 
m  stabilen  Gleichgewicht,  wenn  der  Schwer- 
iujikt  Z  (Fig.  163)  vertikal  unter  der  Achse  0 
iegt  Wird  das  Pendel  aus  dieser  Lage  um 
^inen  gewissen  Winkel  abgelenkt,  so  daß  der 
Schwerpunkt  nach  Z'   kommt,   und   dann  los-  ^^ 

gelassen,  so  schwingt  es  um  die  Gleichgewichts- 
lage hin  und  her  und  weicht  nacK  beiden  Seiten  pig,  jes. 
hin  gleichweit  aus,  wie  man  aus  dem  Gesetz 
?on  der  Erhaltung  der  Energie  ableiten  kann.  Mit  Hilfe 
desselben  Gesetzes  kann  man  ermitteln,  welche  Winkel- 
geschwindigkeit 00  das  Pendel  in  einer  beliebigen  Lage  hat, 
z.  B.  wenn  sich   der  Schwerpunkt  in  Z"  befindet     Denn  seit 
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dem  Augenblick,  in  welchem  sich  das  Pendel  aus  der  äußersten 
Lage  entfernte,  hat  sich  die  Energie  der  Lage  um  einen  Be- 
trag vermindert,  welchen  man  findet,  indem  man  das  Gewicht  P 
mit   der   Vertikalprojektion   von    Z'Z"   multipliziert.     Diesem 
Betrage   muß   nun  die  kinetische  Energie  in  der  Lage  OZ", 
d.  h.  das  Produkt  ^Q(o^  gleich   sein,    wenn  Q  das  Trägheits- 
moment in  bezug  auf  die  Achse  ist.    Ist  diese  letztere  6rö&o 
bekannt,  dann  kann  also  auch  die  Winkelgeschwindigkeit  cjl^ 
bestimmt  werden,  was  vollkommen  genügt,  um  die  Bewegung 
Schritt  für  Schritt  zu  verfolgen. 

Man  hat  auf  diese  Weise  bewiesen,  daß  bei  JUeinm  Wert^-^^ 
der  Amplitude  jeder  Punkt,  ebenso  wie  der  materielle  Punkt  mj^s 
mathematischen  Pendels,  eine  einfache  Schwingung  ausführt.  Di^ 
Zeit,  welche  für  die  Bewegung  von  der  einen  äußersten  Lage 
nach  der  anderen  erforderlich  ist,  läßt  sich  nach  der  Formel 


,9- 


--]/ßl t^^ 


berechnen,   wenn  l  den  Abstand  des  Schwerpunktes   von  der 
Achse  bedeutet. 

Setzt  man  in  dieser  Formel 

P=Mg, 
wobei  M  die  Masse  des  Pendels  ist,  so  geht  sie  über  in 


=  ^l/S 


Mgl 

Hieraus  ergibt  sich,  wie  man  die  Beschleunigung  der 
Schwerkraft  aus  Beobachtungen  der  Schwingungszeit  ableiten 
kann,  wenn  man  Q  bestimmen  kann. 

Man  umgeht  diese  letztere  Bestimmung,  wenn  man  von  der  Eigen- 
schaft des  schwingenden  Körpers  Gebrauch  macht,  daß  es  verschiedene 
parallele  Achsen  gibt,  die  als  Drehungsachsen  genommen,  dieselbe 
Schwingungszeit  liefern  würden.  Man  kann  immer  zwei  solche  Achsen 
finden,  die  an  entgegengesetzten  Seiten  des  Schwerpunktes  und  in  ver- 
schiedenen Entfernungen  von  demselben  liegen.  Kennt  man  diese  an- 
nähernd, so  kann  man  durch  ein  verschiebbares  Gewicht  die  Schwin- 
gungszeit so  regulieren,  daß  sie  für  beide  Achsen  gleichgroß  ist  (Rever- 
sionspendel)'^  die  Theorie  lehrt,  daß  dann  der  Abstand  der  Achsen  gleich 
der  Länge  des  mathematischen  Pendels  ist,  welches  dieselbe  Schwin- 
gungszeit hat.  Aus  dieser  Zeit  und  dem  Abstand  der  Achsen  findet  man 
g  vermittelst  der  Formel  von  §  104. 
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Auch    ohne    die   Berechnung   der  Schwingungszeit    nach 
der  Öleichxmg  (4)  auszuführen,   kann  man  sich  oft  ein  Urteil 
über  die  Dauer  der  Schwingungen   bilden.    Man   wird   z.  B. 
leicht  einsehen,  daß  das  Anbringen  einer  Masse  über  der  Achse 
4'e  Schwingungszeit  vergrößert,  und  daß  ein  Wagebalken  lang- 
sam schwingen  muß,   da  l  hier  klein  ist  und  doch  die  Masse 
^6JP  Arme  in  Bewegung  gesetzt  werden  muß.    Bei  Verkürzung 
des  Wagebalkens  wird  wegen  der  Abnahme  von  Q  die  Schwin- 
fi^^rigszeit  kleiner,  was  als  ein  Vorteil  zu  betrachten  ist.    übri- 
S^xis  ist  auch  die  Masse  der  Schalen  und  der  Belastungen  von 
ßixifluß  auf  die  Schwingungszeit 

§  185.  Habere  Betrachtung  des  Trägheitsmomentes,  a)  Es 
^^len  m^,  m^^  m^  usw.  die  Massen  der  materiellen  Punkte ,  aus  denen 
^^Xi  Körper  besteht,  rj,  r,,  r^  usw.  ihre  Abstände  von  der  Achse.  Bei 
^luer  Winkelgeschwindigkeit  w  haben  diese  Punkte  die  öeschwindig- 
*^^iten  r^  ©,  r,  w,  r^  ca  usw.     Die  kinetische  Energie  ist  also 

J  (Wi  rj^  +  Wj  rj*  +  Wg  rj^  +  usw  .  .  .)  w* 
oder 

"Wenn  man 

Q  =  7/ii  Vy^  +  Wj  r,2  +  Wg  rg*  +  usw  .  . .  =  2m  r*     .    .     .    (5) 

setzt.  Diese  Gleichung  zeigt,  wie  man  das  Trägheitsmoment  berechnen  kann. 
Ist  M  die  Masse  des  Körpers,  so  stellt 

I <•> 

den  Abstand  von  der  Achse  vor,  in  welchem  sich  die  gesamte  Masse 
befinden  müßte,  um  bei  derselben  Winkelgeschwindigkeit  dieselbe  kine- 
tische Energie  zu  haben,  die  sie  in  Wirklichkeit  besitzt. 

Man  nennt  q  den  Trägheitsradius.  Durch  Anwendung  der  Glei- 
chungen (5)  und  (6)  hat  man  fiir  denselben  die  folgenden  Werte  ge- 
funden. 

Für  eine  Kugel  mit  dem  Hadius  R  in  bezug  auf  einen  Durchmesser 

für  einen  Zylinder  mit  dem  Radius  R  und  der  Höhe  H,  in  bezug  auf 
die  geometrische  Achse 

für  denselben  Körper  in  bezug  auf  eine  Linie  durch  den  Schwerpunkt 
senkrecht  zur  geometrischen  Achse 

für  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped  mit  den  Kanten  a,  b  und  e  in 
bezug  auf  eine  Linie,  die  durch  den  Mittelpunkt  parallel  zur  Kante  a 
gezogen  ist, 
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Bei  diesen  Angaben  ist  vorausgesetzt,  daß  die  Körper  homogen  sind, 
b)  Es  sei  (Fig.  164)  Zder  Schwerpunkt  eines  Körpers,  Q  das  Träg- 
heitsmoment  in   bezug  auf  eine  durch  Z  gehende 
und  auf  der  Ebene  der  Zeichnung  senkrecht  stehende 
Achse.    Man  kann,   wenn  dieses  bekannt  ist,  das 
Trägheitsmoment   Q"  in  bezug  auf  eine  Achse  be- 
rechnen,  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  A  der 
erwähnten  Ebene  parallel   zu   der   ersten  gezögert 
wird. 

Man  lege  zu  diesem  Zweck  durch  Ä  eine  Eben^ 
senkrecht  auf  Ä  Z  und  nenne  für  eins  der  Teilcbexs 
des  Körpers  die  Masse  m,  den  Abstand  von  diese zr 

Ebene  Xy  die  Abstände  von  den  Achsen  durch  Z  und  Ä  bezw.  r  und  r'^. 

Endlich  sei  ÄZ  =  d.    Dann  ist 


Fig.  164. 


also 

oder,  da  (§  170) 
ist, 


r^rxr'^  +  rf2_  2dXy 

Smr^  =  27nT^*  +  ^  Zm  —  2d2JmXy 

Zmx  —  Md 


g  -^  Q+  Md\ 


Zwischen  den  Trägheitsradien  q  und  q'  in  bezug  auf  die  beiden 
Achsen  besteht  also  die  Beziehung 

^'2  =   ^2  ^  ^2^ 

§  186.  Bewegung  eines  Körpers  tun  eine  feste  Achse,  a)  Ein 
Körper,  der  sich  um  eine  feste  Achse  drehen  kann  und  auf  den  in  einer 
Ebene  senkrecht  zur  Achse  ein  konstantes  Kräftepaar  K  wirkt,  nimmt 
eine  gleichförmig  beschleunigte  Rotation  an.  Die  Zunahme  der  Winkel- 
geschwindigkeit; in  der  Zeiteinheit  wird  die  Wtnkelbeschleimigung  genannt. 
Diese  sei  q  und  ca  sei  die  Winkelgeschwindigkeit  am  Anfang  der  Zeit  t. 
Dann  ist  sie  am  Ende  derselben  cd  +  qt  und  die  kinetische  Energie  hat 
zugenommen  um 

iQ{to^qTy-iQGi^  =  lQ(2(ü  +  qT)qT,       ...     (7) 

wobei  das  Trägheitsmoment  in  bezug  auf  die  Drehungsachse  wieder  mit 
Q  bezeichnet  ist. 

Der  Winkel,  um  den  sich  der  Körper  in  der  Zeit  t  dreht,  wird  mit 
Hilfe  der  mittleren  Winkelgeschwindigkeit  gefunden  (vgl.  §  92).  Er  ist 
daher  {cd  -1-  ^  (/  t)  t  und  die  Arbeit  des  Kräftepaars  beträgt  (§  165) 

K(€j  +iqT)j. 

Indem  man  diesen  Ausdruck  dem  Ausdruck  (7)  gleichsetzt,  findet  man 

K 
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Die  Übereinstimmung  zwischen  diesem  Resultat  und  der  Grleichung  (14) 
in  §  87  ist  eine  Folge  davon,  daß  die  kinetische  Energie  bei  einer  Ver- 
schiebung und  bei  einer  Drehung  durch  Ausdrücke  von  derselben  Form 
dargestellt  wird. 

b)  Wenn  auf  den  Körper  gegebene  Kräfte,   alle  in  Ebenen  senk- 
recht  zur  Achse  wirken,  so  kann  man  diese  dadurch,  daß  man  sie  nach 
^unkten  der  Achse  verlegt,  auf  ein  Kräffcepaar  K  zurückführen.    Ändert 
Sich  das  Moment  dieses  letzteren,  so  kann  es  doch  während  eines  Zeit- 
Elementes  als  konstant  betrachtet  werden;  man  kann  daher  die  Verände- 
^^lögen  der  Winkelgeschwindigkeit  Schritt  für  Schritt  verfolgen  (vgl.  §  89). 
§  187.  Ableitung  der  Formel  für  die  Schwingongszeit  eines 
Pl^yrischen  Pendels,    a)   In  §  184   wurde   bereits   bemerkt,   daß  mau, 
^enn  die  Ablenkung  in  der  äußersten  Lage  gegeben  ist,   die  Winkel- 
geschwindigkeiten, welche  das  Pendel  im  Laufe  der  Bewegung  hat,  aus 
^et)[i  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Energie  ableiten  kann.    Dies  Gresetz 
^u£  daher  auch  genügen,  um  die  Dauer  der  Schwingungen  zu  berechnen, 
^enn  wir  uns  auf  unendlich  kleine  Schwingungen  beschränken,   so   ist 
^iose  Berechnung  ziemlich  einfach. 

Es  sei,  in  Bogenmaß  ausgedrückt,  für  eine  beliebige  Lage  des 
Mendels  q>  der  Winkel,  um  den  es  aus  der  Gleichgewichtslage  abgelenkt 
ist  (d.  h.  der  Winkel  Z"OZ  in  Fig.  163),  positiv  nach  der  einen  und 
i^egativ  nach  der  anderen  Seite  gerechnet  Dann  ist  die  Winkelgeschwin- 
digkeit (§  149)  d<f>ldt  und  die  kinetische  Energie 


■m- 


Weiter   findet  man    leicht  für   die  vertikale  Höhe  des  Schwerpunktes 
über  der  Gleichgewichtslage  Z  wenn  0  Z  =  /  ist, 

l{\  —  cos<jd)  =  2  /sin*-J^g5, 
wofür  man 

schreiben  kann.    Bezeichnet  man  das  Gewicht  mit  P,   so  ist  also  die 
Energie  der  Lage  um 

größer  als  in  der  Gleichgewichtslage,  und  das  Gesetz  der  Erhaltung  der 
Energie  verlangt,  daß  die  Summe 

ip;.p'  +  *ö(^y («> 

immer  denselben  Wert  hat. 

Dies  ist  nun  in  der  Tat  der  Fall,  wenn  das  Pendel  einfache 
Schwingungen  mit  einer  bestimmten  Periode  T  ausfuhrt,  d.  h.  wenn  q> 
in  derselben  Weise  von  der  Zeit  abhängt,  wie  der  Abstand  8  bei  der  in 
§  54,  c)  und  d)  betrachteten  Bewegung.  In  diesem  Fall  hat  man  näm- 
lich, wenn  a  die  Amplitude  ist, 

q>  =  a  (iOB  Vi  n -jj- •{•  p\        (9) 

und  (§  40,  c) 
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~d 


(10) 


SetEt  man  diese  Werte  in  (8)  ein,  so  kommt  in  das  eine  Glied  cos^  (2ntjT+p) 
und  in  das  andere  BVDi^{2ntlT  +  p\  Die  Sunune  wird  unabhängig 
von  der  Zeit,  wenn  diese  Quadrate  gleiche  Koeffizienten  haben.  Dies  gibt 
die  Bedingung 

oder 


T% 


r=2«|/-^. 


Endlich  findet  man  die  Gleichung  (4X  wenn  man 
berücksichtigt,  daß  ^  =  |  T  ist. 

b)   Wenn   wir  mit  Z,   Ai  und  A^   die  Achsen  be- 
zeichnen,  welche  (Fig.  165)  durch  den  Schwerpunkt  Z 
und  die  mit  ihm  in  gerader  Linie  liegenden  Punkte  A^ 
und    J,    senkrecht    zur    Ebene    der   Zeichnung    gelegt 
Fig.  165.         werden,    wenn  wir  femer  ZA^  =  <^i  ZA^^d^  setzen 
und  die  Masse  mit  M  und  den  Trägheitsmoment  in  bezug 
auf  Z  mit  Q  bezeichnen,  so  sind  die  Trägheitsmomente  in  bezug  auf  J.i 
und  A^  bzw.  Q  ■{•  Md^*  und  Q  +  Md^\    Nach  (4)  sind  die  Schwingungs- 
zeiten,  wenn  das  Pendel  erst  in  A^  und  dann  in  A^  aufgehängt  wird, 


^-=^"1/       Pd,  ^^^     ^'=="1/       PdT 


Ist  nun  ^1 


Pd, 

-d-i,  so  hat  man 

Q  +  Md,* 


Q  +  Md,^ 


d,  d, 

woraus  folgt,  wenn  wir  annehmen,  daß  di  und  d^  nicht  gleich  sind 

Q^Md^d^ 
und  also,  da  P  =  ^  Jlf  ist. 


^.  =  ^.  =  y^ 


<k 


Hiermit   ist  die   obenerwähnte   Eigenschaft    des   Eeversionspendels 
bewiesen. 

c)  Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  daß  die  unter  a)  befolgte  Me- 
thode in  vielen  anderen  Fällen  angewandt  werden  kann,  in  denen  ein 
Körper  oder  ein  System  von  Körpern  um  eine  Gleichgewichtslage 
schwingen  kann.  Wir  wollen  annehmen,  daß  die  Ablenkungen  aus  dieser 
Lage  durch  eine  einzige  Größe  q»  (die  von  verschiedener  Art  sein  kann) 
bestimmt  werden  kann  und  daß  die  Umstände  derartig  sind,  daß  man, 
sei  es  für  endliche  oder  bloß  für  unendlich  kleine  Werte  dieser  Größe, 
für  die  potentielle  Energie 

und  für  die  kinetische 
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**(4fr 


^  lehrdben  kann,  wenn  Ä  und  B  konstante  Größen  sind.  Die  Summe 
^dieser  Ausdrücke  muß  konstant  sein,  was  wirklich  der  Fall  ist,  wenn  q) 
Idueh  die  Gleichung  (9)  ausgedrückt  wird  und  die  Schwingungszeit 
[ien  Wert 


T=27rl/^- 


(11) 


[hL 

Dies  ist  eine  allgemeine  Formel,  die  auf  schwingende  Magnete, 
i  nf  tönende  Körper  und  selbst  auf  elektrische  Schwingungen  angewandt 
[  lerden  kann. 

Der  Wert  der  Konstanten  A  wird  durch  die  Kräfte  bestimmt, 
idche  die  Teilchen  des  Systems  nach  ihren  Gleichgewichtslagen  zurück- 
tidbea;  dagegen  hängt  B  von  den  Massen  dieser  Teilchen  ab. 

d)  Um  ein  Beispiel  von  der  Anwendung  der  Formel  (11)  zu  geben, 
listnchten  wir  den  in  §  102  besprochenen  Fall  eines  materiellen  Punktes, 
^  rieh  auf  einer  geraden  Linie  hin-  und  herbewegt  unter  dem  Einfluß 
'er Kraft,  die  nach  der  Gleichgewichtslage  hin  gerichtet  ist  und  deren 
I  vrSfie  gefanden  wird,  indem  man  den  Abstand  von  dieser  Gleich- 
^wichtslage  0  mit  der  konstanten  Zahl  a  multipliziert.  Wir  stellen 
'  uu  vor,  daß  diese  Kraft  durch  das  eine  oder  andere  Medium  ausgeübt 
^^  und  suchen  zunächst  die  Energie  der  Lage  bei  einer  Ablenkung  s. 
^  diese  Energie  können  wir  die  Arbeit  setzen,  welche  die  Elraft  bei 
der  Bewegung  bis  in  die  Gleichgewichtslage  verrichtet;  um  sie  zu  be- 
'^en,  teilen  wir  den  Abstand  s  in  eine  große  Anzahl  (n)  gleicher  Teile 
^d  schließen  zunächst  so,  als  ob  bei  Annäherung  an  0  die  Kraft  beim 
^Uaufen  eines  jeden  Teils  deü  Wert  beibehielte,  den  sie  am  An- 
fangspunkt dieses  Teils  hat.     Die  Arbeit  ist  dann 


[es  +  ff. 


n-  1 


8  + 


n    I     n        2         \         n  I 


Die  wirkliche  Arbeit  und  also  die  potentielle  Energie  in  Abstand  .^ 
ist  der  Grenzwert,  dem  sich  dieser  Ausdruck  für  n  =  oo  nähert,  also 
if  ff  **.  Wenn  wir  also  jetzt  unter  der  Größe,  die  allgemein  mit  9  bezeichnet 
^urde,  den  Abstand  s  verstehen,  so  bekommt  der  Koeffizient  A  den 
Wiert  a.  Man  sieht  leicht  ein,  daß  B  nichts  anderes  ist,  als  die  Masse  m 
des  materiellen  Punktes.  Die  Gleichung  (1 1)  geht  daher  in  die  Formel  (20) 
in  §  102  über. 

e)  In  derselben  Weise  kann  man  die  Schwinguugszeit  für  einen 
Körper  bestimmen,  der  sich  um  eine  feste  Achse  drehen  kann,  wenn 
auf  ihn  in  einer  zur  Achse  senkrechten  Ebene  ein  Kräftepaar  wirkt, 
desaem  Mom^it  der  Ablenkung  aus  der  Gleichgewichtslage  proportional 
ist  Versteht  man  unter  q>  den  Ablenkungswinkel  und  unter  Kq)  das 
zoräckwirkende  Kräftepaar,  so  daß  K  eine  konstante  Größe  ist,  so  findet 
man  durch  eine  Schlußfolgerung,  die  mit  der  vorhergehenden  vollkommen 
übereinstimmt,  wenn  man  das  in  §  165  Gesagte  berücksichtigt,  für  die 
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Energie  der  Lage  ^  K  <p*,  so  daß  jetzt  A^K  wird.    Der  Koeffizient  B 
ist  das  Trägheitsmoment  Q  und  die  Schwingangszeit  wird  bestimmt  durch 


§  188.  Eegnlienmg  der  Bewegung  von  Uhrwerken.  Wenn 
auf  die  Eäder  eines  Uhrwerks  außer  der  bewegenden  Kraft 
nur  die  Eeibung  und  der  Widerstand  der  Luft  wirkten,  so 
würde  die  Geschwindigkeit  so  lange  zunehmen,  bis  die  positive 
Arbeit  der  bewegenden  Ejraft  gerade  durch  die  negative  Arbeit 
der  Widerstände  aufgehoben  wird  (§  183).  Dadurch,  daß  man 
die  letzteren  hinreichend  groß  macht  (Windflügel),.  würde  man 
dafür  sorgen  können,  daß  die  Endgeschwindigkeit  nicht  zu 
groß  wird,  aber  sie  würde  sich  bei  jeder  Vergrößerung  oder 
Verkleinerung  der  Widerstände  ändern. 

Man  vermeidet  dies  dadurch,  daß  man  einen  hin-  und 
hergehenden  Teil  anbringt,  der  bei  jeder  Schwingung  das 
Räderwerk  für  einen  Augenblick  anhält  und  dann  gestattet, 
daß  es  wieder  um  eine  kleine  Strecke  weitergeht  Der  be- 
treffende Teil  greift  zu  diesem  Zwecke  in  ein  Zahnrad,  das 
sogenannte  Steigrad,  ein,  mit  dem  er  die  Hemmu/ng  bildet;  da 
bei  jeder  Schwingung  dieses  Had  um  einen  Zahn  weitergeht, 

so  ist  seine  mittlere  Bewegung 
und  ebenso  die  Bewegung 
des  ganzen  Eäderwerks,  von 
dem  es  einen  Teil  bildet, 
gleichförmig,  wenn  der  hin- 
und  hergehende  Teil  seine 
Schwingungen  immer  in  der- 
selben Zeit  ausführt. 

Fig.  166  stellt  die  Anker- 
JiemmungYOT.  Der  Anker  GDE 
wird  um  G  durch  ein  Pendel 
hin-  und  herbewegt,  welches 
etwas  über  C  aufgehängt  ist 
und  dessen  Stange  von  einer 
am  Anker  befestigten  Gabel 
umfaßt  wird.  B  ist  das  Steigrad,  dem  die  bewegende  Kraft 
fortwährend  eine  Drehung  in  der  Richtung  des  Pfeils  zu  geben 
strebt,  was  aber  jedesmal  auf  kurze  Zeit  dadurch  verhindert 


Fig.  166. 
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wird,  daB  die  Enden  D  und  E  des  Ankers  abwechselnd  zwi- 
schen die  Zähne  eingreifen. 

Sobald  sich  der  Anker  aus  der  abgebildeten  Stellung  nach 
links  bewegt,  kann  der  Zahn  a  weitergehen,  und  dabei  be- 
fördert er,  indem  er  gegen  die  schiefe  Endfläche  von  D  drückt, 
die  Bewegung  des  Ankers.  Nachdem  aber  a  diese  Endfläche 
verlassen  hat,  kommt  die  Spitze  des  Zahns  h  in  Berührung 
mit  der  inzwischen  nach  links  verschobenen  Ebene  pq.  Das 
Bäderwerk  steht  dann  still,  während  CDE  seine  Schwingung 
nach  links  vollendet  und  so  weit  zurückkehrt,  bis  q  wieder  die 
Spitze  h  erreicht  hat.  Setzt  dann  der  Anker  seine  Bewegung 
nach  rechts  fort,  so  kann  sich  h  wieder  bewegen,  wobei  gegen 
die  schiefe  Endfläche  von  E  eine  Kraft  nach  rechts  ausgeübt 
wird.  Bald  kommt  das  Steigrad  aufs  neue  zur  Buhe,  indem  D 
mit  dem  Zahn  c  in  Berührung  kommt;  B  steht  dann  still,  bis 
der  Anker  seine  Schwingimg  nach  rechts  gemacht  und  so  weit 
nach  links  zurückgekehrt  ist,  daß  die  abgebildete  Stellung 
wieder  erreicht  ist  Da  dann  der  Zahn  c  genau  an  die  Stelle 
von  a  gekommen  ist,  sieht  man,  daß  bei  einem  vollen  Hin-  und 
Hergang  des  Ankers  das  Bad  um  emen  Zahn  weitergeht. 

Die  beschleunigende  Wirkung,  welche  das  Steigrad  auf 
den  Anker  und  also  indirekt  die  bewegende  Kraft  auf  das 
Pendel  ausübt,  erhält  dieses  trotz  der  Widerstände  in  dauern- 
der Schwingung; 
sie  macht  aber  zu- 
gleich die  Ampli- 
tude von  der  be- 
wegenden Kraft  und 
den  Widerständen 
im  Bäderwerk  ab- 
hängig. Dank  den 
Eigenschaften  des 
Pendels  hat,  dieser 
umstand  keinen 
oder  nur  wenig  Ein- 
fluß auf  die  Schwin- 
gungszeit. 

Es  mag  noch  erwähnt  werden,  daß  das  Pendel  an  einem 
kurzen  Stahlband   aufgehängt  ist,   welches   am   oberen  Ende 
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festgeklemmt  ist  und  durch  seine  Biegsamkeit  die  Schwingungen 
ermöglicht. 

Fig.  167  kann  eine  Vorstellung  von  der  Zylinderhemmung 
geben,  die  ihren  Namen  daher  hat,  weil  die  Zähne  des  Steig- 
rades B  in  den  hohlen  Zylinder  C  eingreifen,  der  durch  eine 
Unruhe  (§  180)  um  seine  geometrische  Achse  über  einen  ziem- 
lich großen  Winkel  hin-  und  hergedreht  wird. 

Auf  die  Höhe  der  Zähne  ist  der  Zylindermantel  zum  Teil 
hinweggenommen. 

Die  Wirkung  dieser  Hemmung  ist  genauer  aus  Fig.  168  zu 

ersehen.  In  der  bei  1  angegebenen  Stellung  steht  das  Steigrad  still, 

/ 


Fig.  168. 

während  der  Zylinder,  der  kurz  zuvor  die  eine  äußerste  Lage 
erreicht  hat,  sich  in  der  angegebenen  Eichtung  bewegt  Bald 
wird  der  Zahn  e  losgelassen;  er  bewegt  sich  (Stellung  2)  bis 
er  gegen  die  Innenseite  des  Mantels  stößt  (Stellung  3).  Der 
Zylinder  erreicht  wieder  eine  äußerste  Stellung  (4),  kehrt  zu- 
rück und  läßt  dann  (Stellung  5)  den  Zahn  entschlüpfen.  Un- 
mittelbar darauf  wird  dann  ein  zweiter  Zahn  f  in  derselben 
M'eise  wie  soeben  der  Zahn  e  durch  den  Zylinder  angehalten. 
Auch  hier  wird  die  Hemmungsvorrichtung  durch  das 
Steigrad  in  Schwingung  gehalten;  dies  geschieht  durch  den 
Druck,  den  die  Zähne  in  den  Stellungen  2  und  5  auf  den 
Zylinder  ausüben. 


§  189]  Feste  Körper  yon  unveränderlicher  Form.  201 

§  189«     Bohwinpmgen  unter   dem  Einfluß   der  Torsions- 

elaitizitftt     An  einem  Drahte  pq  (Fig.  169),   der  an  seinem 

oberen  Ende  festgeklemmt  ist^  ist  ein  Stab  ah  ^o  aufgehängt^ 

daß  er  sieh  in  einer  horizontalen  Ebene  um  q  drehen  kann. 

Sich  selbst  überlassen  nimmt  er  eine  bestimmte  Stellung  ein, 

wenn    er   aber  aus   dieser    abgelenkt   wird,   wird   der  Draht 

geänüt  oder  t&rdiert  (§  168,  d)  und  er  übt 

durch  seine  Elastizität  ein  Eräftepaar  auf  p 

den  Stab  aus,  durch  welches  dieser  in  die 

Gleichgewichtslage     zurückgetrieben    wird. 

ifoT»  hat  gefunden  j  daß  dieses  Kräftepaar  dem 

Ablenkung8un99kel    (Torstonstvinkel)    proportio* 

nal  ist. 

Man  kann  dieses  Gesetz  benutzen  um 
kleine  Kräfte  zu  messen.  Wirkt  nämlich 
auf  den  Stab  a  h  ein  Kräftepaar  K  in  einer 
horizontalen  Ebene,  so  wird  der  Stab  so  ^  pjg,  159. 
weit  gedreht,  bis  das  zurückwirkende  Kräfte- 
paar gleich  K  ist.  Der  Ablenkungswinkel  ist  daher  K  pro- 
portional; ist  der  Draht  dünn,  so  bekommt  der  Winkel  bereits 
bei  einem  kleinen  Kräftepaar  eine  merkliche  Größe. 

Bei  der  Drehwage,  vermittelst  deren  Coulomb  die  Gesetze 
der  elektrischen  Anziehungen  und  Abstoßungen  entdeckte,  war 
an  dem  einen  Ende  des  Stabes  eine  elektrisierte  Kugel  be- 
festigt, die  von  einer  zweiten  auf  gleicher  Höhe  angebrachten 
feststehenden  Kugel  angezogen  oder  abgestoßen  wurde.  Man 
bekommt  in  diesem  Fall  das  Kräftepaar  K,  indem  man  die 
Kraft,  welche  aus  den  elektrischen  Wirkungen  entspringt,  nach  q 
überträgt;  man  sieht  dann  auch,  daß  durch  die  Kraft  in  q, 
die  außer  dem  Kräftepaar  besteht,  der  Stab  a  b  etwas  seitwärts 
verschoben  und  gehoben  wird;  aber  das  Gewicht  von  ab  ist 
im  Vergleich  mit  der  betreffenden  Kraft  so  groß,  daß  hiervon 
abgesehen  werden  kann. 

Wiü  man  aus  den  Angaben  des  Instrumentes  die  absolute 
Größe  der  Kraft  ableiten,  so  muß  man  das  Kräftepaa/r  kennen, 
welches  der  Draht  bei  einem  Torsionswinkel  1  auf  den  Stab  aus- 
übt. Dies  kann  aus  der  Dauer  der  drehenden  Schwingungen  abgeleitet 
werden,  die  der  Stab  macht  j  wenn  er  aus  der  Oleiehgewiehtslage 
entfernt  und  dann  sich  selbst  überlassen  wird, 

19* 
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Weil  das  Kräftepaar ,  welches  aus  der  Elastizität  ent- 
springt^ dem  Torsionswinkel  proportional  ist,  haben  diese 
Schwingungen  viel  Ähnlichkeit  mit  den  früher  betrachteten 
einfachen  Schwingungen  und  wird  die  Schwingungszeit  &  durch 
eine  ebenso  einfache  Formel  bestimmt,  wie  die  f&r  die  unendlich 
kleinen  Schwingungen  eines  physischen  Pendels  (§  184).  Man 
hat  nämlich  jetzt,  nicht  allein  für  sehr  kleine,  sondern  auch 
für  größere  Schwingungen 

^  =  «|/|,  .     ......    (12) 

wenn  Q  das  Trägheitsmoment  von  a  5  in  bezug  auf  die  Drehungs- 
achse, also  in  bezug  auf  jvg  bedeutet,  und  K  das  Kräftepaar^ 
welches  der  Draht  bei  einem  Torsionswinkel  ausübt,  der  im 
Bogenmaß  den  Wert  1  hat.  Aus  &  und  Q  kann  durch  diese 
Formel  K  berechnet  werden. 

Eine  Schwierigkeit  liegt  in  der  Bestimmung  des  Trfigheitsmomentes, 
welches  in  der  Eegel  nicht  mit  genügender  Genauigkeit  aus  der  Form 
und  der  Massenverteiliing  des  an  dem  Draht  aufgehängten  Körpers  be- 
rechnet werden  kann.  Man  kann  es  aber  dadurch  ermitteln,  daß  man 
die  Messung  der  Schwingungszeit  wiederholt,  nachdem  man  die  Masse 
vergrößert  hat,  ohne  die  bewegende  Kraft  zu  ändern.  Fügt  man  näm- 
lich zu  dem  Stab  noch  eine  gewisse  Masse  hinzu,  deren  Trägheitsmoment 
in  bezug  auf  die  Drehungsachse  Q^  ist  (natürlich  muss  der  Stab  horizontal 
bleiben),  so  wird  die  Schwingungszeit 

^^ (18) 


^'=.|/- 


K 
Ans  dieser  Gleichung  in  Verbindung  mit  (12)  folgt 


Es  ist  jetzt  nur  nötig,  daß  die  hinzugefügte  Masse  eine  so  einfache 
Form  hat,  daß  das  Trägheitsmoment  derselben  durch  Berechnung  ge- 
funden werden  kann.  Diese  Masse  kann  z.  B.  aus  zwei  gleichen  Grewichten 
in  gleicher  Entfernung  von  q  oder  aus  einem  horizontalen  Bing  bestehen, 
dessen  Mittelpunkt  mit  q  zusammenfällt. 

§  190.  Bifilare  Aufhängung.  In  vielen  Instrumenten  ist 
ein  Körper,  der  sich  leicht  in  horizontaler  Richtung  drehen 
können  muß,  an  zwei  gleichlangen  Drähten  ah  und  cd  (Fig.  170) 
aufgehängt,  von  denen  wir  annehmen  wollen,  daß  die  unteren 
Enden  ebensoweit  voneinander  entfernt  sind  als  die  oberen 
{bifilare  Aufhängung).  In  der  Gleichgewichtslage  laufen  dann 
die  Drähte  parallel.     Sie   können  aber   diese  Eichtung  nicht 
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a 

P 

^c 

b 

d 

9 
*  Fig.  170. 


ieibehalten,  wenn  der  Körper  um  die  vertikale  Linie  pq  ge- 
"     I    ^it  wird.     Nach  einer  solchen  Drehung  können  daher  die 
*^^'    firähte  nicht  mehr  bis  zu  derselben  horizontalen  Ebene  hd 
^eichen  wie  anfangs;   der  Körper  ist  etwas  gestiegen  und  die 
^hwerkraft   strebt   ihn    zurückzudrehen. 
^     %8t     die     Schwerkraft,    mit    der    jede 
^^»cforc,     die    eine    ÄhUnkung    bewirkt,    im 
^^Gichgetoickt   sein   muß,    tmd   es   ist   auch 
Äe    Schwerkraft  y    unter    deren    Einfluß   der 
^cfrper  drehende  Schwingungen  machen  kam^ 
St;x^ng  genommen  ist  auch  die  Elastizität 
döx  Drähte,  die  bei  der  Bewegung  tordiert 
^^öxden,  im  Spiel. 

Zur  Erläuterung  kann  Fig.  171  dienen, 

^i^eineHorizontalprojektion  vorstellt  Sind 

di^  unteren  Enden  der  Drähte  durch  eine  Drehung  von  h  und  d 

^^-ch  V  und  i  gekommen,  so  laufen  die  Drähte  selbst  von  V 

^xid  d!    schief   nach    oben,    nämlich  nach    den  Aufhängungs- 

P^xnkten,  die  über  h  und  d  liegen.    Die  auf  V  und  i  wirkenden 

^X>aimungen  können    also  in  vertikal   nach 

c^V>en  wirkende  Komponenten  und  die  Kräfte 

^    -P  und  i  Q  zerlegt  werden.    Die  ersteren 

^"^Jcxlissen    mit    der    Schwerkraft    im    Gleich- 

S^^cht  sein  und  aus  den  letzteren  entsteht 

^^8  Kräftepaar,  welches  den  Körper  zurück- 

^•reibt 

Da  bei  einer  gegebenen  Ablenkung,  also  bei  einer  ge- 
^^tenen  Richtung  der  Drähte  die  Spannung  durch  das  Q-e- 
^^ht  bestimmt  wird,  so  hängt  auch  das  zurücktreibende  Kräfte- 
P^r  von  diesem  letzteren  ab. 

Kleine  Schwingungen  eines  bifilar  aufgehängten  Körpers 
*^^folgen  dieselben  Gesetze  wie  die  Bewegung  eines  Pendels 
^^d  sind  wie  diese  mit  einer  fortwährenden  Umsetzung  von 
I^^tentieller  Energie  in  kinetische  und  umgekehrt  verbunden, 
^^d  die  Drähte  unausdehnbar  und  sieht  man  von  ihrer  Torsion 
^y>  80  können  die  Änderungen  der  Energie  der  Lage  aus  dem  ver- 
^^^en  Steigen  und  Sinken  des  Schwerpunktes  berechnet  werden. 

^e  Dauer  der  Schwingungen  kann  aus  der  Formel  (11)  in  §  187 
l^\      ^VleHet  werden. 


"  b 


Fig.  171. 
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§  191.  Gegenseitige  Einwirknng  von  ICagneten.  Starke 
von  Magnetpolen.  Wir  beschließen  dieses  Kapitel  mit  der 
Besprechung  des  Gleichgewichtes  und  der  Bewegung  yon  Mag- 
neten, Vorläufig  nehmen  wir  an,  daß  diese  die  Form  von 
dünnen  Stäben  haben,  bei  denen  nur  die  Enden  oder  Pole 
(§  76)  magnetische  Wirkungen  ausüben  oder  erleiden. 

Man  hat  gefunden,  daß  diese  Wirkungen  die  folgenden 
Gesetze  befolgen  (Gesetze  von  Coulomb). 

a)  Die  Anziehung  oder  Ahstoßv/ng  zwischen  xwei  Polen  ist 
umgekehrt  proportional  der  zweiten  Potenz  ihres  Absiandes. 

b)  Zwischen  den  Wirkungen,  welche  zwei  Magnetpole  A  und  B 
auf  einen  dritten  Pol  G  aus  derselben  Entfernung  ausüben,  be- 
steht vm/mer  dasselbe  Verhältnis,  einerlei  tvelchen  Pol  man  filr 
C  nimmt. 

Wenn  die  Pole  A  und  B  auf  einen  dritten  Pol  C  bei  der- 
selben Entfernung  gleiche  Kräfte  (Anziehungen  oder  Abstoßungen) 
au^süben,  so  sagt  man,  daß  A  und  B  gleichstark  sind, 

c)  Der  Nordpol  und  der  Südpol  desselben  Magnets  haben  immer 
dieselbe  Stärke. 

Wirkt  bei  derselben  Entfernung  der  Pol  A  auf  G  mit 
einer  p  mal  so  großen  Kraft  als  der  Pol  B,  so  sagt  man, 
daß  er  pmal  so  stark  ist  als  5,  mit  anderen  Worten: 

Die  Wirkung j  welche  ein  Magnetpol  ausübt,  ist  der  Stärke 
desselben  proportional. 

Aus  dem  Gesetz  der  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung kann  man  dann  weiter  folgern: 

Auch  die  Wirkung,  welche  auf  einen  Magnetpol  von  einem 
anderen  ausgeübt  urird,  ist  der  Stärke  des  ersteren  Pols  proportional. 

Diese  beiden  Gesetze  können  in  die  folgende  Regel  zu- 
sammengefaßt werden: 

Die  gegenseitige  Wirkung  zweier  Magnetpole  ist  dem  Produkt 
der  beiden  Polstärken  proportional. 

Als  Einheit  der  Polstärke  wählt  man  gewöhnlich  die  Stärke, 
welche  ein  Magnetpol  haben  muß,  um  einen  anderen  von  gleicher 
Stärke  in  der  Einheit  der  Entfernung  mit  einer  Kraft  Eins  ab- 
zustoßen; dabei  wird,  was  die  Längeneinheit  und  die  Kraft- 
einheit betrifft,  das  C-G-S-System  zugrunde  gelegt. 

Wir  wollen  indes  in  diesem  Buche  eine  andere  Einheit 
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benntsen,  die  yi^  mal  kleiner  als  die  übliche  ist^  und  die  wir 
folgendermaßen  definieren  können: 

Die  Einheit  der  Polstärke  ist  die  Stärke,  welche  ein  Magnetpol 
M)en  muß,  um  einen  anderen  von  gleicher  Stärke  in  der  Einheit 
^  Enifemimg  mü  einer  Krafl  lj4n  abzustoßen. 

Die  Einf&hmng  dieser  neuen  Einheit  hat  den  Zweck,  die 
Formeln  der  Mektrizitätstheorie  möglichst  zu  vereinfachen. 
Um  es  indes  dem  Leser  zu  ermöglichen,  sich  nach  Belieben 
der  einen  oder  der  anderen  Einheit  zu  bedienen,  werden  wir 
stets  hinter  die  Formeln  und  Zahlenangaben,  die  auf  der 
modifizierten  Einheit  beruhen,  zwischen  rechteckige  Klammern 
eingeschlossen,  die  Formeln  und  Zahlen  setzen,  die  bei  der 
üblichen  Wahl  der  Einheit  gelten. 

Befinden  sich  zwei  Magnetpole  von  der  Stärke  m  und  mf 
in   der    Entfernung  r   voneinander,    so    ist    die    gegenseitige 

\Virkung 

mm'  Imm'l  .^  .. 

I^[-^\ (1^) 

§  192.  Kraftfeld  um  einen  Magnet.  Es  sei  (Fig.  172) 
NZ  der  Magnet  und  in  einem  beliebigen  Punkt  in  seiner 
Nähe  befinde  sich  ein  beweglicher  Nordpol  n.  Die  Strecken  n  a 
und  nb  mögen  die  Kräfte 
vorstellen,  mit  denen  N  und  Z 
auf  n  wirken;  da  das  Ver- 
hältnis dieser  Kräfte  durch 
die  Proportion 

nainb  =^  n  Z^:nN^ 

bestimmt  ist,  so  ist  die  Rich- 
tung der  Eesultante  unab- 
hängig von  der  Stärke  des 
Pols  n. 

Da  die  angegebene  Kon-  pjg  1^2. 

struktion  für  jeden  Punkt  aus- 
geführt werden  kann,  kann  man  (§  128)  den  Verlauf  der  Kraß- 
linien   im   magnetischen   Kraßfeld    (kürzer:  Magnetfeld)   angeben. 
Einige  dieser  Linien  sind  in  der  Figur  dargestellt 

unter   der  Richtung   einer   Kraßlinie   versteht   man   diejenige 
Richtung,  in  welcher  ein  Nordpol  fortgetrieben  wird,  und  unter  der 
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magnetischen  Kraft  in  einem  Punkte  des  Feldes  oder  der  „Stärke'' 
des  Feldes  versteht  man  die  Kraft,  die  auf  einen  *  in  diesem  Ptmkt 
befindlichen  Einheitspol  loirken  toürde. 

In  Wirklichkeit  haben  Magnete  einen  komplizierteren  Ban 
als  hier  angenommen  wurde.  Man  kann  sich  vorstellen,  daß 
eine  große  Anzahl  dünner  Stäbe  von  gleicher  Länge  zu  einem 
dickeren  Stabe  vereinigt  werden^  der  dann  die  magnetischea 
Eigenschaften  an  den  beiden  Endflächen  zeigt  Auch  können 
Magnetstäbe. so  vereinigt  werden^  daß  jeder  in  die  Verlänge- 
rung eines  anderen  fällt,  und  überhaupt  kann  ein  magneti- 
sches System  aufjgebaut  werden,  indem  man  in  der  einen 
oder  anderen  Weise  Magnete  wie  die  des  vorhergehenden 
Paragraphen,  von  beliebiger  Sichtung  und  Stärke,  miteinander 
vereinigt 

Mit  dem  Bau  des  magnetischen  Körpei*s  ändert  sich  natür- 
lich auch  der  Verlauf  der  Kraftlinien  in  seiner  Umgebung. 

Es  verdient  indessen  bemerkt  zu  werden,  daß  die  Linien, 
wie  sie  auch  laufen  mögen,  auf  eine  sehr  geringe  Entfernung 
hin  als  gerade  und  einander  parallel  betrachtet  werden  können, 
und  daß  die  magnetische  Ejraft  in  einem  sehr  kleinen  Kaum 
als  überall  gleichgroß  angesehen   werden   kann.     Ein  kleiner 
Teil  eines  Magnetfeldes  ist  also  nahezu  homogen.     SteUt  man 
mm  in  einen  derartigen  Baumteü  ein  sehr  kleines  Magnetstähchen, 
welches  sich  wm  seinen  Mittelpunkt  nach  allen  Richtungen  drehen 
kann,    so   nimmt  es  die  Richtung  der  Kraftlinien  an;  in    dieser 
Stellung  wirken  nämlich  auf  die  Pole  gleiche  und  entgegen- 
gesetzte Kräfte  in  der  Richtung  der  Länge. 

§  193.  Magnetfeld  um  die  Erde.  Eiohtnng  der  erd- 
magnetischen Kraft.  Li  §  76  wurde  bereits  von  den  Kräften 
gesprochen,  welche  die  Erde  auf  die  Pole  eines  Magnets  aus- 
übt. Die  Erscheinungen  lehren,  daß  die  Erde  ebenso  vne  ein 
Magnet  von  einem  Kraftfeld  umgehen  ist.  Dieses  kann  für  die 
Dimensionen  des  Zimmers,  in  welchem  unr  unsere  Versiiche  au^s- 
führen,  als  homogen  betrachtet  werden. 

Um  die  Richtung  der  Kraftlinien  zu  bestimmen,  kann  man 
sich  dem  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  Gesagten 
gemäß  eines  Magnetstabes  bedienen,  der  sich  um  seinen  Schwer- 
punkt nach  allen  Richtungen  drehen  kann.  Ein  solcher  Magnet 
stellt  sich  in  die  vertikale  Ebene,   welche  unr  in  §  76  den  magne- 
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tischen  Meridian  nannten;  außerdem  kehrt  er  den  Nordpol  nach 
^ffim.  Den  Winkel,  den  er  so  mit  einer  horizontalen  Ebene  bildet 
^^  der  jetzt  im  tcestlichen  Ewropa  von  61^  bis  69^  variiert,  wird 
^  Neigung  oder  InkUnaüon  genannt. 

Die  BichtoDg  dieses  Magnets  (Inklinationsnadel]  gibt  nun 
lie  fiichtimg  der  Kraftlinien  an. 

Daß  wirklich  das  Magnetfeld  homogen  ist,  geht  daraus 
ervor,  daß  erstens  die  Inklinationsnadel  in  allen  Punkten  des 
immers  dieselbe  Sichtung  annimmt,  und  daß  zweitens  die 
dmagnetische  Ejraft  überall  gleich  stark  wirkt.  Wie  sich 
es  beweisen  läßt^  wird  im  nächsten  Paragraphen  gezeigt 
)rden.  Es  folgt  auch  daraus,  daß  ein  Magnet,  der  sich  als 
inzes  verschieben  kann,  dies  unter  dem  Einfluß  des  Erd- 
ignetismus nicht  tut.  Wäre  nämlich  an  den  Stellen,  wo  sich 
3  beiden  Pole  befinden,  die  erdmagnetische  Kraft  nicht  gleich 
urk,  so  würden  die  in  entgegengesetzter  Eichtung  auf  die 
de  wirkenden  Kräfte  nicht  gleich  sein. 

um  die  Inklination  zu  messen,  ist  es  nicht  nötig,  eine 
ignetnadel  in  allen  Richtungen  um  den  Schwerpunkt  drehbar  zu 
ichen;  es  genügt,  daß  sie  sich  um  eine  senkrecht  zur  Länge 
rch  den  Schwerpunkt  gehende  Achse  drehen  kann,  wenn 
in  nur  dieser  letzteren  verschiedene  Richtungen  in  einer 
rizontalen  Ebene  geben  kann.  Wird  die  Achse  senkrecht 
m  magnetischen  Meridian  gestellt,  so  kann  die  Nadel  die 
chtung  der  auf  die  Pole  wirkenden  Kräfte  annehmen. 

Wir  überlassen  es  dem  Leser,  zu  untersuchen,  welche  Stellung  der 
,gnet  annimmt,  wenn  die  Drehungsachse  in  der  horizontalen  Ebene 
iebig  gerichtet  ist.  Liegt  die  Achse  im  magnetischen  Meridian,  so 
Ut  sich  die  Nadel  vertikal. 

Von  großer  Wichtigkeit  bei  den  Beobachtungen  mit  einer 
klinationsnadel  ist  es,  die  Reibung  an  der  Achse  so  klein 
;  möglich  zu  machen,  da  diese  gegenüber  den  schwachen 
ignetischen  Kräften  leicht  einen  bedeutenden  Einfluß  ausübt, 
ißerdem  muß  man  beachten,  daß  die  Drehungsachse  niemals 
Qau  im  Schwerpunkt  angebracht  werden  kann.  Der  hier- 
rch  verursachte  Fehler  wird  dadurch  eliminiert,  daß  man 
5  Versuche  wiederholt,  nachdem  die  Nadel  in  entgegen- 
setzter Richtung  magnetisiert  worden  ist.  Hat  dann  der 
hwerpunkt   zuerst  auf  der  Seite  des  Nordpols  gelegen   und 
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ist  dadurch  die  Inklination  zu  groß  ausgefallen,  so  liegt  er 
nachher  auf  der  Seite  des  Südpols ,  so  daß  die  ^Neigung  zu 
klein  gefunden  wird. 

Die  Änderungen  der  Inklination  über  die  Erdoberfläche 
stimmen  im  großen  Ganzen  mit  dem  überein,  was  man  beobachtet^ 
wenn  man  eine  kleine,  um  ihren  Schwerpunkt  drehbare  Magnet- 
nadel über  einen  großen  horizontalen  Magnetstab  hält.  Die 
Nadel  kehrt  dann  den  einen  oder  den  andern  Pol  nach  unten, 
je  nachdem  sie  sich  über  der  einen  oder  der  anderen  Hälfte 
des  Stabes  befindet^  und  zwar  um  so  mehr^  je  mehr  sie  einem 
der  Pole  angenähert  wird.  In  ähnlicher  Weise  kehrt  die  In- 
klinationsnadel auf  der  nördlichen  Hälfte  der  Erdoberfläche 
ihren  Nordpol  und  auf  der  südlichen  Hälfte  ihren  Südpol  nach 
unten  und  nimmt  die  Neigung  mit  der  Entfernung  vom  Äquator 
zu.  Die  beiden  soeben  genannten  Hälften  der  Erdobei^äche 
werden  voneinander  durch  eine  Linie  geschieden,  auf  welcher 
die  Inklination  Null  ist;  diese  Linie  fällt  aber  nicht  mit  dem 
Äquator  zusammen  und  hat  einen  ziemlich  unregelmäßigen 
Verlauf. 

§  194,  Größe  der  erdmagnetischen  Kraft.  In  Fig.  173, 
in  welcher  die  Ebene  der  Zeichnung  mit 
dem  magnetischen  Meridian  zusammenfällt, 
stellt  Na  (oder  Za)  die  Kraft  vor,  mit 
welcher  der  Erdmagnetismus  auf  einen 
der  Pole  eines  Magnets  NZ  wirkt.  Diese 
Kraft  ist  in  die  vertikale  Komponente 
Nh  (oder  ZV)  und  die  horizontale  Kom- 
ponente Ng  (oder  Zo)  zerlegt.  Wenn  t 
die  Inklination  ist,  so  ist  offenbar 

Nc  =  iVacosi. 

Um  die  gesamte  Kraft  Na  kennen  %u 
lernen,  braiccki  man  also  nur  die  Inklmaiion 
und  die  horizontale  Kraft  zu  messen. 
Wie  groß  die  horizontalen  Kräfte  sind,  die  auf  die  Pole  eines 
Magnets  unrken,  kann  man  aus  der  Dauer  der  Schurmgungen  ab- 
leiten, die  der  Magnet  machen  kann,  wenn  er  an  einem.  Faden  so 
aufgehängt  ist,  daß  er  sich  nur  in  einer  horizontalen  Ebene  drehen 
kann.     Ist  nämlich  (Fig.  174)  NZ  die  Gleichgewichtslage  des 
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im    magnetischen    Meridian    mm,    so    wirken   stets^ 
einerlei   welche  andere  Lage  er  einnimmt  ^   auf  die  Pole  die 
Kräfte  N'A  und  ZB  parallel  zu  NZ.    Von  den  Kräften,  die  in 
vertikaler  Richtung  senkrecht  zur  Ebene  NON" 
wirken,   können   wir   absehen.    Wenn  wir  die 
Öröße  von  N'  Ä  oder  Z  B  mit  F^  die  Länge  des 
Magnets  mit  l  und  den  Ablenkungswinkel  ^OiV" 
mit  (p  bezeichnen^  so  ist  das  Moment  des  Eräfte- 
paars  [N*  Ä,  Z  B) 

Fl  sin  (p (15) 


Da  also  ebenso  wie  beim  Pendel  das  zurück- 
treibende Ki^ftepaar  dem  Sinus  des  Ablenkungs- 
winkels proportional  ist,  so  befolgt  der  Magnet 
bei  seiner  Bewegung  dieselben  Gesetze  wie 
das  Pendel.  Die  Dauer  unendlich  kleiner 
Schwingungen  wird  daher  durch  die  Formel  (12) 
in  §  189  bestimmt,  in  der  man  jetzt  unter  K  den  Wert  ver- 
stehen muß,  den  das  Kräftepaar  für  qp  =  90®  annimmt  Die 
Formel  wird  also 


and  hieraus  folgt 


*-Vl7 


i<^  = 


Das  Trägheitsmoment  kann  mit  Hilfe  des  in  §  189  erwähnten 
Kunstgriffes  ermittelt  werden. 

Bei  der  Bestimmung  der  Kraft  F  ist  noch  zu  beachten, 
daß  auch  die  Elastizität  des  Fadens,  an  welchem  der  Magnet 
hängt,  einigen  Einfluß  auf  die  Schwingungszeit  hat. 

Wenn  man  von  der  Oröße  der  erdmagneiischen  Kraft  oder  von 
der  HorixontalkomponerUe  E  spricht,  so  meint  man  im/mer  die 
Kraft,  welche  auf  einen  Einheitspol  toirkt.  Da  man  gefunden  hat, 
daß  die  Kraft,  mit  welcher  die  Erde  auf  einen  Pol  wirkt,  der 
Stärke  des  Pols  proportional  ist,  findet  man  H,  indem  man  die 
oben  betraMete  Kraft  F  durch  die  Polstärke  m  dividiert]  diese 
letztere  kann  au^  den  Wirkimgen  des  untersuchten  Stabes  auf  andere 
Magnete  abgeleitet  werden. 

Der  Wert  von  H  ändert  sich  von  Ort  zu  Ort.  Einige  Werte  sind 
in  folgender  Tabelle  zusammengestellt: 
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Modif.  Einheit 

ÜbUche  Ei 

Amsterdam 

0,052 

0,184 

Berlin 

0,053 

0,189 

Bonn 

0,054 

0,193 

Königsberg 

0,052 

0,184 

München 

0,058 

0,207 

Wien 

0,059 

0,209 
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Durch  die  Beziehung 

F=  Hm 

geht  der  Ausdruck  (15)  über  in 

Hm  IsijKp. 

Das  Eräftepaar,  welches  den  Magnet  nach  der  Gleich- 
gewichtslage treibt^  hängt  also  von  dem  Ablenkungswinkel  und 
der  Horizontalkomponente  der  erdmagnetischen  Kraft  ab,  und 
außerdem  von  dem  Produkt  aus  der  Polstäxke  und  der  Länge. 
Dieses  Produkt,  welches  oft  die  m,agnetischen  Wirkungen  bestimmt, 
tüird  das  magnetische  Moment  des  Stabes  genannt. 

§  195.  Ablenkung  eines  Magnets  durch  einen  anderen.  Es 
sei  (Fig.  175)  nx  ein  Magnet,  der  sich  um  seinen  Mittelpunkte 
in  einer  horizontalen  Ebene  drehen  kann,  und  JVZ  ein  fester 
Magnet  in   derselben  Ebene,   der  nz   aus  dem  magnetischen 


Fig.  175. 


Fig.  176. 


Meridian  mm  ablenkt.  Zwischen  den  Polen  n  und  %  einer- 
seits und  N  und  Z  anderseits  bestehen  vier  Kräfte,  die  durch 
na,  nhy  xg  und  xd  dargestellt  werden.  Werden  die  Resul- 
tanten ne  und  xf  nach  o  übertragen,  so  entstehen  zwei  Kräfte- 
paare, die  mit  dem  Kräftepaar  des  Erdmagnetismus  im  Gleich- 
gewicht sein  müssen. 

Besonders  einfach    wird  die  Sache,   wenn  nx  sehr  klein 
ist   im  Vergleich    mit   den  Entfernungen   von  den  Polen  von 
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NZ.  Dann  kann  man  na  und  xe  und  ebenso  nb  und  ^d  als 
gleich  und  parallel  betrachten;  auch  ohne  die  Kräfte  nach  o 
zu  übertragen  hat  man  dann  ein  Eräftepaar. 

Man  kann  bei  geringer  Länge  von  n;t;  die  Sache  auch  in 
folgender  Weise  auffassen.  Der  Magnet  NZ  (Fig.  176)  wirkt  in 
einem  beliebigen  Punkt  o  mit  einer  gewissen  magnetischen  Kraft 
(§  192)  op,  die  Erde  mit  einer  magnetischen  Kraft  og.  Die  Resul- 
tante or  bestimmt  die  Richtung  der  Kraftlinie 

in  o,  und  in  diese  Richtung  wird  sich  eine    2^<v.- Q^" 

sehr  kleine  Magnetnadel  einstellen  (§  192).         ^^      y     \^ 

Hierbei  ist  nun   noch   das  Folgende  ^^:y^'        — \^ 

zu  bemerken.  y'    n\     : 

a)  Befindet  sich  der  Punkt  o  auf  der  ^>iz 
Linie  9     welche    NZ    senkrecht    halbiert             pjg.  177, 
(Fig.  177),  so  ist  die  magnetische  Kraft  op, 

welche  N  und  Z  zusammen  ausüben,  parallel  zu  NZ. 

b)  Steht  die  Kraft  op  (Fig.  176)  senkrecht  auf  dem  mag- 
netischen Meridian,  also  auch  auf  0  g,  so  wird  der  Ablenkungs- 
winkel a,  den  eine  in  o  befindliche  kleine  Magnetnadel  durch 
NZ  bekommt,  bestimmt  durch 

tga=  -^. 

Die  Tangente  des  Ablenkungswinkels  ist  also  in  diesem  Fall 
der  Wirkung  von  NZ  proportional 

c)  In  manchen  Galyanometem  wünscht  man 
die  Kraft,  mit  welcher  eine  Magnetnadel  in  einer 
bestimmten  Stellung  festgehalten  wird,  klein  zu 
machen,  damit  ein  schwacher  elektrischer  Strom 
eine  merkliche  Ablenkung  der  Nadel  bewirkt. 
Man  kann  dies  dadurch  erreichen,  daß  man  einen 
festen  Magnet  (kompensierender  Magnet)  anbringt,  der 
anf  die  Pole  der  Nadel  Kräfte  ausübt,  die  die 
Wirkung  die  Erdmagnetkraft  ganz  oder  größtenteils 
aufheben.  Dabei  hat  man  auch  die  Richtung,  in 
welche  sich  die  Nadel  stellt,  in  der  Gewalt.  Ist 
nämlich  die  ESrdmagnetkraft  oq  (Fig.  178)  gegeben,  Fig.iis. 
so  kann  man  eine  Resultante  or  von  beliebiger 
Richtung  bekommen,  indem  man  oq  mit  einer  zweckmäßig 
gewählten  Kraft  op  zusammensetzt.     Natürlich  muß,  wenn  or 
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Fig.  179. 


klein  sein  soll^  op  beinahe  in  die  Verlängerung  von  o  q  fallen. 
Liegt  daher  der  Drehpunkt  der  Magnetnadel  vertikal  über  oder 
unter  der  Mitte  des  horizontal  angebrachten  kompensierenden 
Magnets^  so  muß  dieser  letztere^  einerlei  welche  Richtung  man 
der  Nadel  geben  will,  nahezu  in  den 
magnetischen  Meridian  gebracht  werden. 
§  196.  Astatisohes  HadelsysteiiL  Ein 
anderes  Mittel^  den  Einfluß  des  Erd- 
magnetismus zu  yermindem,  besteht  in 
der  Anwendung  zweier  horizontaler  paral- 
leler Magnetnadeln  iVZund  ISTZ  (Fig.  179), 
die  durch  ein  vertikales  Stäbchen  q  r  fest 
miteinander  so  verbunden  sind,  daß  die 
entgegengesetzten  Pole  übereinander  lie- 
gen. Das  System  hängt  an  einem  Faden 
pq,  so  daß  es  sich  in  horizontaler  Richtung  drehen  kann. 
Wären  die  Nadeln  vollkommen  parallel  und  gleich  stark,  so 
würde  die  Erde  gar  keine  richtende  Kraft  auf  das  System  aus- 
üben (daher  der  Name)  und  dieses  würde  nur  durch  die  Masti- 
zität  des  Fadens  p  q  eine  Gleichgewichtslage  einnehmen.  Sind 
die  Nadeln  parallel  aber  ungleich  stark,  so  stellen  sie  sich 
noch  in  den  magnetischen  Meridian.     Sie  können  endlich  von 

demselben  abweichen,  wenn  sie  einen 
kleinen  Winkel  miteinander  bilden. 
Aus  Fig.  180  —  die  eine  Horizontal- 
projektion vorstellt  —  ist  zu  er- 
sehen, wie  zwei  gleiche  Nadeln  im 
Gleichgewicht  sind,  wenn  die  Linie, 
welche  den  spitzen  Winkel  halbiert, 
auf  dem  magnetischen  Meridian  mm 
senkrecht  steht.  Daß  keine  andere 
Gleichgewichtslage  möglich  ist,  ist 
leicht  einzusehen. 
§  197.  Zusammenhang  zwischen  der  Empfindlichkeit  xmd 
der  SchwingpingBzeit.  In  allen  Fällen  y  in  denen  es  sich  darum 
handelt,  einen  Körper,  der  unter  dem  Einfluß  einer  „Bichtkrafl^^ 
eine  Lage  von  stabilem  Oleichgewicht  einnimmt,  durch  eine  andere 
Kraft  aus  dieser  Lage  zu  bringen,  ist  die  Empfindlichkeit  um  so 
größer,  je  kleiner  die  Richtkraft  ist     Anderseits  tverden  bei  einer 


Fig.  180. 
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mm  Bichtkraft   die  Schwingungen  j    die  der  Körper  unter   dem 
imkließU^^un  Einfluß  dieser  Erraff  ausführen  kann,  langsam. 

Zur  Erläuterung  dieses  Zusammenhangs  zwischen  der 
Impfindlichkeit  und  der  Schwingungszeit  kann  dienen  ^  daß 
ine  Drehwage,  die,  um  kleine  Winkel  mit  ihr  zu  messen,  an 
nem  sehr  dünnen  Faden  aufgehängt  ist,  sehr  langsam  schwingt, 
i6  bei  einem  bifilar  aufgehängten  Körper  die  Empfindlichkeit 
id  die  Schwingungszeit  zunehmen,  wenn  die  Fäden  einander 
ehr  angenähert  werden,  und  daß  dasselbe  bei  einem  Gal- 
inometer  mit  kompensierendem  Magnet  der  Fall  ist,  wenn 
irch  eine  Verschiebung  des  letzteren  das  Magnetfeld,  in 
)lchem  die  Nadel  schwingt,  schwächer  gemacht  wird. 

§  198.  Einfluß  eines  Widerstandes  auf  einen  schwingenden 
irper.  Durch  verschiedene  Ursachen,  die  man  unter  dem  Namsn 
%  Widerständen  xuscmvmenfassen  kann,  kommt  jeder  schtvingende 
rper  nach  kürzerer  oder  längerer  Zeit  zur  Ruhe,  Diese  Dämpfung 
p  Bewegung  wird  gewöhnlich,  wenigstens  teilweise,  durch  die 
ffc  (§  95)  bewirkt;  außerdem  sind  aber  noch  andere  Ein- 
sse im  Spiel,  bei  einem  Pendel,  welches  an  einer  Schneide 
Fgehängt  ist,  und  bei  einer  Magnetnadel,  die  auf  einem  Stift 
it,  die  Reibung,  bei  einem  Körper,  der  an  einem  Faden 
agt,  der  tordiert  wird,  innere  Widerstände  in  diesem  letzteren. 

Die  Theorie  lehrt,  daß  in  den  Fällen,  in  denen  der  Widerstand 
'  Oeschmndigkeit  proportional  ist,  die  aufeinander  folgenden  Aus- 
lage nach  beiden  Seiten  von  der  Oleichgeunchislage  eine  geome- 
iohe  Eeihe  bilden;  durch  die  Beobachtung  wird  dies  bestätigt  und 
Quotienten  der  Eeihe  eine  Größe  bestimmt,  die  z/ur  Beurteilung 
'  Größe  des  Widerstandes  dienen  kann. 

Wenn  der  Quotient  wenig  von  der  Einheit  verschieden 
,  so  begeht  man  nur  einen  kleinen  Fehler,  wenn  man  drei 
feinander  folgende  Ausschläge  als  Glieder  einer  arithmetischen 
lihe  betrachtet.  Man  kann  dann  leicht,  ohne  das  Stillstehen 
3  Körpers  abzuwarten,  aus  der  Beobachtung  von  drei  auf- 
lander  folgenden  äußersten  Lagen  die  Gleichgewichtslage 
leiten. 

Schwingt  nämlich  der  Körper  an  einer   Teilung  entlang 
d  sind  a^  a^  und  a^  die  betreffenden  Lagen,  während  Ä  die 
eichgewichtslage  ist,  so  müssen  die  Differenzen 
«j  —  ^,    ^  —  «2,   a^  —  Ä 


304  Drittes  Kapitel.  [§  1»9 

eine  arithmetische  Reihe  bilden.    Daraus  folgte  daß  das  Mittel 
IK  +  ^)  der  beiden  Lagen   auf  der  einen  Seite  ebensoweit 
von  A  entfernt   sein  muß  wie   die  Lage  o^  anf  der  anderen 
Seite.    Man  findet  also  Ä  als  den  Punkt,  der  mitten  zwischen 
i  K  +  ^^  ^^^  ^  li^g*>  während  nattürlich,  wenn  die  Bewegung 
nicht  gedämpft  würde, 

sein  würde. 

Li  der  angegebenen  Weise  wird  z.  B.  bei  einer  Wage  die 
Buhelage  aus  einigen  ümkehrpunkten  abgeleitet. 

Es  verdient  noch  bemerkt  va  werden,  daß  ein  Widerstand,  der 
nur  hei  der  Bewegung  hervorgerufen  unrd,  niemals  von  Einfluß  auf 
die  Gleichgewichtslage  sein  kann,  aus  dem  einfachen  Orund,  daß 
er,  wemh  der  Körper  schließlich  zur  Ruhe  gekommen  ist,  nieht  mehr 
besieht.  Man  kann  also,  wenn  es  sich  nur  um  die  Beobach- 
tung der  Gleichgewichtslage  handelt,  den  Luftwiderstand  durch 
Vergrößerung  der  Oberfläche  verstärken,  so  daß  der  Körper 
schneller  zur  Buhe  kommt.  Zuweilen  wird  zu  demselben 
Zweck  von  dem  Widerstand  einer  Flüssigkeit  Gtebranch  ge- 
macht 

§  199.  Ablenkung  durch  einen  plötzlichen  Stoß.  Ein  Körper 
kann  um  eine  feste  Achse  schwingen  unter  dem  Einfluß  eines  richtenden 
Kraftepaares,  welches  der  Ablenkung  ans  der  Gleichgewichtslage  pro- 
portional ist  Er  befinde  sich  erst  in  dieser  Lage  und  werde  dann  aus 
demselben  durch  ein  Kräftepaar  M  entfernt,  welches  während  der  kurzen 
Zeit  T  wirkt,  welche  Zeit  bereits  abgelaufen  ist,  bevor  eine  merkbare 
Ablenkung  entstanden  ist.  Man  kann  dann  sagen,  daß  der  KSrper  die 
Gleichgewichtslage  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 

^^ '■•' 

verläßt,  die  er  von  dem  Kräftepaar  bekommt  (§  186,  a).    Q  ist  das  Träg- 
heitsmoment in  bezug  auf  die  Drehungsachse. 

Der  Körper  fuhrt  nun  einfache  Schwingungen  aus,  und  zwar  so, 
daß  die  Winkelgeschwindigkeit  beim  Durchgang  durch  die  Gleich- 
gewichtslage jedesmal  durch  den  Ausdruck  (16)  bestimmt  wird.  Drfickt 
man  diese  Schwingungen  durch  die  Formeln  (9)  und  (10)  in  §  187,  a  aas, 
so  sieht  man,  daß  2n  ajT  den  Wert  (16)  und  also  der  erste  Ausschlag  a 
den  Wert 

_   MtT  ^  Mt& 
^~    2nQ   ^      nQ 
hat. 
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In  dieser  letzteren  Formel  ist  &  =  ^T.  Bedenkt  man  nun,  daß 
^'^  ^  »  n  y  QIK  iBt,  wenn  JT  die  in  §  187,  e  angegebene  Bedeutung  hat  und 
:£!      also  9  —  K^ln*  ist,  so  kann  man  schreiben 

-  =  w. (") 

eine  Gleichung,  die  man  auch  findet,  wenn  man  beachtet,  daß  der  Körper 
die  Gleichgewichtslage  mit  der  kinetischen  Energie  |  iP  r*/0  verläßt  und 
daß  die  potentielle  Energie  (§  187  e)  ^  Ka*  im  Augenblick  der  größten 
Ablenkung  dieser  gleich  sein  muß. 

Wir  wollen  nun  das  Eräftepaar  N  suchen,  welches  fortwährend 
wirkend  einen  ebenso  großen  cUiuemden  Ausschlag  hervorbringen  kann. 
Da  dies  mit  dem  zurücktreibenden  Kräftepaar  im  Gleichgewicht  sein 
maß,  ist 

N=aK (18) 

Man  hat  daher  zwischen  den  Kräftepaaren  M  und  N,  welche  die- 
selbe Ablenkung  geben,  das  eine  als  ersten  Ausschlag,  das  andere  dauernd, 
die  Beziehung 

N^^ (19) 

Bei  alle  diesem  ist  vorausgesetzt,  daß  keine  Dämpfung  stattfindet 
Ist  ein  Widerstand  vorhanden,  der  von  der  Geschwindigkeit  abhängt,  so 
hat  a  nicht  mehr  den  durch  (17)  bestimmten  Wert.  Die  Formel  (18) 
behält  ihre  G&ltigkeit,  aber  (19)  muß  durch  eine  Beziehung  von  kom- 
plizierterer Form  ersetzt  werden. 
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GleJchgewiciit  und  Bewegung  von  FISesigkeiten  und  Gasen. 

§  200.  Draek  einer  FlüBsigkeit  oder  emos  Gases.  Sowohl 
die  Zustandsyeranderimgeiiy  welche  durch  äußere  Kräfte  be¥m'kt 
werden«  als  auch  die  dadurch  herTorgemfenen  inneren  Kräfte 
sind,  im  Vergleich  mit  den  festen  Körpern,  hei  Flüssigkeiten 
und  Gasen  Ton  besonders  einfacher  Art 

Bei  einer  ersten  Betrachtung  dieser  Korper  kommen  nur  Ver- 
änderungen des   Volums  zur  Sprache ,    wobei   stets   die  gegenseitige^ 
Anordnung  der  Teilchen  in  allen  Richtungen  dieselbe  bleibi,  und  b«^..^ 
stehen  die  inneren  Kräfte  in  einem  „Druck",  für  den  einfache  0^^ 
setze  galten. 

Befindet  sich  eine  Flüssigkeit  in  einem  Zylinder,  der  durob 
einen  beweglichen  Kolben  verschlossen  is^  oder  in  einem  Eattm, 
von  dem  ein  solcher  Zylinder  einen  Teil  bildet,  so  kann  man 
dadurch,  daß  maü  den  Kolben  nach  innen  drückt,  das  Volam 
verkleinem.  Die  Flüssigkeit  strebt  dann  sich  sofort  wieder 
auszudehnen  (Elastizität)  und  übt  dadurch  gegen  die  Wäude 
des  Gefäßes  einen  Druck  aus;  ebenso  werden  nebeneinander 
liegende  Teile  des  Stoffes  gegeneinander  drücken. 

Dasselbe  ist  bei  einem  Gas  der  Fall,  aber  es  besteht 
zwischen  den  beiden  Aggregatzuständen  ein  großer  Unter- 
schied, was  den  Grad  der  Annäherung  betrifft,  die  durch  be* 
stimmte  äußere  Kräfte  den  Teilchen  gegeben  wird.  Bei  de^ 
Flüssigkeiten,  mit  denen  man  es  gewöhnlich  zu  tun  hat,  ist  d^® 
Volumverminderung  so  gering,  daß  sie  sich  sogar  lange  Zeit  d^^ 
Beobachtung  entzogen  hat;  umgekehrt  dehnen  sie  sich,  we^ 
ein  anfangs  vorhandener  äußerer  Druck  vermindert  oder  ati*' 
gehoben  wird,   sehr  wenig  aus.      Von  praktischem   Oesichtspufi^^ 
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atis  können  diese  Körper  meist  als  unziisammendrüokbar  betraohiet 
werden.  Eine  Gasmasse  dagegen  zeigt  sehr  große  Volum- 
veränderungen; f&r  die  Ausdehnung  bei  Druckverminderung 
bestellt  hier  sogar  keine  Grenze,  so  daß  ein  Gas  niemals  ohne 
äußeren  Druck  in  einem  begrenzten  Volum  gehalten  werden 
kann. 

Übrigens  kann  der  Druck  nicht  allein  durch  Eintreiben 
einer  Seiten  wand,  sondern  auch  durch  andere  äußere  Ejräfte 
hervorgerufen  werden.  Die  Schwerkraft  drückt  stets  die  oberen 
Schichten  gegen  die  unteren  und  vermindert  den  Raum,  den 
diese  letzteren  einnehmen. 

§  201.  Biohtung  des  Druckes.  Der  Druck  steht  bei  Flüssig- 
keiien  und  Oasen  senkrecht  auf  der  Fläche,  auf  welche  er  loirkt. 
Dies  gilt  x/imächst  von  den  Kräften,  welche  gegen  begrenzte  Wände 
oder  eingetauchte  fremde  Körper  atcsgeiibt  werden,  aber  atdch  von  den 
gegenseitigen  Kräften  zwischen  den  Teilen  des  Stoffes,  die  durch  eine 
beliebige  gedachte  Fläche  voneinander  geschieden  sind.  Tangentiale 
Spannungen  wie  bei  festen  Körpern  (§  168,  c)  gibt  es,  wenig- 
stens bei  ruhenden  Flüssigkeiten,  nicht. 

Die  soeben  erwähnte  Fläche  sei  eine  Ebene  V  (Fig.  181); 
der  Teil  I  des  Körpers  übt  dann  auf  den 
Teil  II  eine  große  Anzahl  paralleler  Kräfte 
aus,  wie  sie  in  der  Figur  für  einen  Teil  ab 
der  Ebene  angedeutet  sind.  Natürlich  wirkt 
II  auf  I  mit  gleichen  und  entgegengesetzten 
Kräften. 

Dadurch,  daß  man  die  in  der  Figur  an^ 
gedeuteten  Kräfte  miteinander  zusammensetzt,  also 
xu£inander  addiert,  findet  man  den  „Druck  auf  die  Ebene  ab''. 
Dieser  ist  proportional  der  Größe  von  a  b,  solange  überall  längs  V 
der  Stoff  in  gleichem  Maße  zusammengedrückt  ist;  dividiert  man 
ihn  durch  die  Größe  von  ab,  so  findet  man  den  Druck  auf  die 
Flächeneinheit. 

Ändert  sich  der  Zustand  von  einem  Punkt  zum  anderen, 
so  wirken  auf  nebeneinander  liegende  gleiche  Teile  der  Ebene  V 
ungleiche  Kräfte  und  der  Druck  auf  einen  Teil  der  Ebene 
ist  nicht  mehr  der  Größe  dieses  Teils  proportional.  Man 
kann  sich  jedoch  um  einen  Punkt  P  herum  einen  so  kleinen 
Teil  der  Ebene  vorstellen,  daß  der  Zustand  in  allen  Punkten 

20* 
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desselben  als  gleich  betrachtet  werdcD  kann.  DiTidiert  man 
den  Dmck  anf  dieses  Element  dnrch  die  Flächengröße  desselben, 
so  erhält  man  den  Druck  pro  Fläeheinheit  im  Punkt  P. 

Wird  die  Flacheneinheit  klein  genug  gewählt,  so  kann 
man  das  Element  gleich  dieser  Flächeneinheit  nehmen.  Oft 
kann  f&r  den  Druck  pro  Quadratmillimeter  die  Kraft  ge- 
nommen werden,  die  wirldieh  auf  ein  Quadratmillimeter  aas- 
geübt wird. 

Wenn  von  der  Größe  des  Druckes  gesprochen  wird,  so  ver- 
steht man  darunter  immer  den  Druck  pro  Fläehenemheit,  wenn  es 
auch  nickt  ausdrücklich  gesagt  irird. 

Bei  den  Bewegungserscheinungen  von  Flüssigkeiten  und 
Gasen  kommen  Fälle  vor,  in  denen  die  g^enseitige  Wirkung 
zwischen  zwei  Teilen  des  Stoffes  nicht  senkrecht  auf  der 
Trennungsääche  steht;  derartige  Fälle  bleiben  aher  vorläufig 
außer  Betrachtung. 

§  202.  In  einem  bestimmten  Punkt  ist  der  Druck  in  allen 
Eichtungen  gleich  groß.  Bringt  man  in  einem  beliebigen  Punkt 
4m  Inneren  eines  flüssigen  oder  gasförmigen  Körpers  ein  Flächen- 
element nacheinander  in  verschiedene  Richtungen,  so  ist  der  Druck 
auf  dasselbe  imm^er  gleich  groß,  so  daß  man  von  „dem  Druck  in  P" 
sprechen  kann^  ohne  die  Richtung  der  Fläche  näher  anzugeben. 

Dieses  wichtige  Gesetz  ist  eine  Folge  der  großen  Be- 
weglichkeit der  Moleküle.  Einen  festen  Körper  können  wir 
einseitig  zusammendrücken,  und  wenn  der  Stab  von  §  IßS^a, 
rujLchdem  er  zusammengedrückt  und  dabei,  wie  sich  später  zeigen 
wird,  in  horizontaler  Bichtung  ausgedehnt  worden  ist^  von  einem 
genau  anschließenden  Futteral  umgeben  würde,  so  würde  er 
gegen  die  Seitenwände  desselben  überhaupt  nicht  drücken, 
sondern  nur  gegen  die  Stützfläche  bei  B.  Wird  aber  eine 
Flüssigkeit,  die  sich  in  einem  Zylinder  unter  einem  Kolben 
befindet,  zusammengedrückt,  so  streben  die  Teilchen  stets  auch 
seitwärts  zu  entweichen.  Sind  sie  daran  verhindert,  so  sind 
Hie  in  Richtungen  senkrecht  zur  Achse  des  Zylinders  in  dem- 
8(;lb(3n  (:Jrade  dichter  zusammengekommen  als  in  der  Bichtung 
der  Achse.  In  derselben  Weise  wird  in  einer  Flüssigkeits-  oder 
(jasmasse,  wie  sie  sich  auch  bewegt  und  welche  Kräfte  auf  sie 
wirken,  jeder  kleine  Eaumteil  in  allen  Bichtungen  gleich  stark 
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zusammengedrückt  sein,  wovon  das  oben  über  den  inneren 
Druck  Gesagte  eine  unmittelbare  Folge  ist. 

§  203.  Pall,  in  welchem  der  Druck  in  allen  Punkten 
gleich  groß  ist.  Die  SVage,  inwiefern  in  einer  ruhenden  Masse 
sich  der  Druck  von  einem  Punkt  zum  anderen  ändert,  kann 
man  beantworten,  wenn  man  berücksichtigt  (§  168),  daß  ein 
Körper  nur  dann  im  Gleichgewicht  sein  kann,  wenn  die  Kräfte, 
die  auf  einen  beliebigen  Teil  desselben  wirken,  sich  gegenseitig 
aufheben.  Für  den  Teil  einer  flüssigen  oder  gasförmigen  Masse, 
die  innerhalb  einer  gedachten  geschlossenen  Fläche  liegt,  kommen 
dabei  außer  Kräften  wie  die  Schwerkraft  alle  Drucke  ins'  Spiel, 
die  durch  den  umgebenden  Stoff  ausgeübt  werden.  Bei  dem 
Aufstellen  der  Gleichgewichtsbedingung  braucht  auf  den  flüssigen 
Zustand  des  betrachteten  Teils  keine  Rücksicht  genommen  zu 
werden  (§  169).  Wvr  werden  meist  sehr  dünne  prismatische  oder 
xylindrisohe  Müssigkeitssäulehen  betrachten,  deren  Endfläohen  auf  der 
Länge  senkrecht  stehen,  und  die  Oleichgewiehtsbedingung  für  die  in 
der  Richtung  der  Länge  udrkenden  Kräfte  aufsuchen.  Da  der 
Druck  auf  die  seitliche  Oberfläche  überall  auf  der  Länge  senk- 
recht steht,  kann  dieser  Druck  dabei  unberücksichtigt  bleiben. 

Man  sieht  nun  ohne  weiteres  ein,  daß  eine  Flüssigkeit  oder 
ein  Oas,  we/rm  auf  das  Innere  keine  äußeren  Kräfte  tmrken,  nur 
dann  im  Oleichgewicht  sein  kann,  wenn  der  Druck  überall  gleich 
groß  ist.  Denn  auf  die  Endflächen  eines  beliebigen  Säulchens 
müssen  gleiche  Kräfte  wirken,  und  da  die  Endflächen  gleich 
groß  sind,  muß  auch  der  Druck  pro  Flächeneinheit  an  beiden 
Seiten  denselben  Wert  haben.  Wenn  diese  Bedingung  nicht 
erfüllt  wäre,  würde  die  Flüssigkeit  in  Bewegung  kommen. 

Dieser  Satz  kann  natürlich  nur  dann  angewandt  werden,  wenn 
von  der  Wirkung  der  Schwerkraß  abgesehen  werden  kann,  also  in 
denjenigen  Fällen,  in  denen  der  Druck,  den  die  Schwerkraft 
in  den  untersten  Schichten  verursacht,  klein  ist  im  Vergleich 
mit  dem  Druck,  der  in  anderer  Weise  entsteht.  Als  Beispiel 
kann  eine  Gasmasse  von  mäßigen  Dimensionen  dienen,  oder 
eine  Flüssigkeit,  auf  welche  durch  einen  Kolben  ein  großer 
Druck  ausgeübt  wird  (das  Wasser  in  einer  hydraulischen 
Presse). 

Ist  eine  Flüssigkeitsmasse,  auf  deren  Inneres  keine  äußeren 
Kräfte  wirken,  einmal  im  Gleichgewicht,  und  vertauscht  man 
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dann  den  innerhalb  einer  geschlossenen  Fläche  liegenden  Teil 
durch  einen  beliebigen  festen  Körper  von  gleicher  Gestalt,  ohne 
an  dem  Drack  der  umgebenden  Flüssigkeit  etwas  zu  ändern, 
so  müssen  sich  die  Kräfte,  welche  diese  auf  den  Körper  aas- 
übt,  immer  noch  einander  aufheben.  Hieraus  ergibt  sich  der 
Satz,  den  man  übrigens  auch  mehr  direkt  beweisen  kann: 
Wirkt  auf  einen  beliebigen  Körper  von  allen  Seiten  ein  gleich 
großer  normaler  Dmckj  so  lieben  sich,  was  die  Bewegung  des 
Körpers  als  Oanxes  betrifft^  alle  diese  Kräfte  einander  auf 

Man  kann  sich  dieses  Resultates  zuweilen  bedienen,  um 
die  Eesultante  eines  überall  gleich  großen  normalen  Druckes 
zu  finden,  der  auf  eine  nicht  geschlossene  gekrümmte  Fläche 
wirkt.     Will  man    dies    z.  B.   für   die    in 
Fig.  182  angedeutete  halbe  Kugeloberfläche 
abe  tun,  so  kann  man  beachten,  daß,  wenn 
auf  die  Ebene  aMc  ein  pro  Flächeneinheit 
gleich  großer  Druck  wirkte,  der  halbkugel- 
formige   Körper  ab  eM  vas.   Gleichgewicht 
sein   würde.      Die   gesuchte  Eesultante  B 
wirkt  also  in  der  Linie  bM  und  wird  ge- 
funden,  indem   man   den  Druck   pro  Flächeneinheit  mit  der 
Größe  der  Ebene  a  Mo  multipliziert 

§  204.  Einfluß  der  Schwerkraft  auf  den  inneren  Druck. 
Die  ZAisamn/mendrikkung  der  unteren  Schichten  einer  FlüssigkeUs- 
oder  Oasmasse  durch  das  Oeivicht  der  oberen  schreitet  so  weit  fort, 
bis  jedes  Säulchen,  welches  man  sich  in  der  Flüssigkeit  denken 
kann  (§  203)  im  Oleichgevdcht  ist.  Wie  sich  dann  der  Druck 
von  einem  Punkt  zum  anderen  ändert,  ergibt  sich 
aus  dem  Folgenden. 

a)  Da  die  Schwerkraft  ein  horixorUales  Säulchen 
nicht  in  der  Richtung  seiner  Länge  fortzvhetoegen  strebt, 
muß  der  Druck  in  allen  Punkten  einer  horizontalen  Ebene 
gleich  groß  sein,  wenigstens  solange  man  in  dieser  Ebene 
von  einem  Punkt  zmn  anderen  übergehen  kann  ohne  die 
Flüssigkeit  %u  verlassen. 
FigTi83.  ^)    Ei^  vertikales  Säulchen   ab  (Fig.  183)  kann 

nur  dann  im  Gleichgewicht  sein,  wenn  der  Druck 
gegen  die  untere  Grundfläche  den  gegen  die  obere  Grund- 
fläche um  einen  Betrag  übertrifft,  der  gleich  dem  Gewicht  des 


b 
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Säolchens  ist  Um  sogleich  für  die  Flächeneinheit  den  Unter- 
schied  zwischen  dem  Druck  in  a  und  dem  in  b  kennen  zu 
lernen,  nehmen  wir  an,  daß  der  Querschnitt  des  Säulchens 
gleich  der  Einheit  ist.  Der  Druck  in  h  ühertrifft  den  in  a  vm 
das  Gewicht  der  vertikalen  FlüssigkeitS'  oder  OassätUe  vom  Quer- 
schniU  i,    die   zwischen   a   und  b  angebracht  wird. 

Bei  Gasen  kann  die  Anwendung  dieses  Satzes  insofern 
Schwierigkeit  bieten,  als  wegen  der  Änderung  der  Dichte  mit 
der  Höhe  das  Gewicht  der  Säule  nicht  leicht  zu  berechnen 
ist  Dies  hebt  jedoch  die  Richtigkeit  des  Satzes  nicht  au£ 
Wir  können  ihn  z.  B.  auf  eine  vertikale  Säule  von  1  qcm 
Querschnitt  anwenden,  die  sich  in  der  offenen  Luft  bis  an  die 
Grenze  der  Atmosphäre  erhebt;  die  Kraft,  mit  welcher  die  Erde 
die  in  dieser  Säule  enthaltene  Duft  anzieht ,  bestvm/mt  den  Druck 
auf  die  Orundfläche.  Ebenso  groß  ist  dann  auch  (§  202)  der  Druck 
auf  ein  in  derselben  Höhe  une  diese  Fläche  vertikal  oder  schief  ge- 
stelltes Qtutdratxentimeter ,  v/nd  ebenso  groß  ist  auch  der  Druck  in 
derselben  horizontalen  Ebene  in  einem  Zimmer,  welches  durch  eine 
wenn  amh  noch  so  enge  Öffnumg  mit  der  äußeren  Luft  in  Ver- 
bindung  sieht.  Wegen  des  geringen  Gewichtes  einer  Luftsäule, 
die  bis  an  die  Decke  des  Zimmers  reicht,  kann  man  oft  von 
den  Druckunterschieden  in  diesem  letzteren  absehen. 

Der  Druck,  den  die  Lufk  im  Zimmer  auf  die  Wände  und 
andere  Gegenstände  ausübt,  ist  nicht  die  Folge  des  Gewichtes 
dieser  Luft  selbst,  sondern  des  Gewichtes  der  äußeren  Luft, 
durch  welches  die  Luft  im  Zimmer  zusammengedrückt  wird, 
c)  Auf  eine  Flüssigkeitsmasse,  die  mit  einem  Teil  ihrer 
Oberfläche  mit  der  atmosphärischen  Luft  in  Berührung  ist, 
wirkt  diese  letztere  mit  einem  überall  gleichen  Druck,  so  daß 
auch  der  Druck  in  der  Flüssigkeit,  unmittelbar  unter  der 
Oberfläche,  überall  denselben  Wert  haben  muß.  Ist  die  Flüssig- 
keit von  einer  Ebene  begrenzt,  so  kann  man  sich  ein  Säulchen 
denken,  welches  unmittelbar  in  der  Oberfläche  liegt  Ein  solches 
Säulchen  wird  dann  in  der  Richtung  der  Länge  weder  nach  der 
einen  noch  nach  der  anderen  Seite  gedrückt.  Wirken  äußere 
Kräfte,  wie  die  Schwerkraft,  so  kann  das  Säulchen  nur  dann 
im  Gleichgewicht  sein,  wenn  es  senkrecht  auf  der  Richtung 
der  Kraft  steht.  Daher  kommt  es,  daß  in  gewöhnlichen  Fällen 
eine  fre^'f^üssigkeiisober fläche  eine  horizontale  Ebene  ist,     Ist  die 
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Oberfläche  gebogen,  so  kann  man  doch  immer  einen  so  kleinen 
Teil  derselben  betrachten,  daß  er  als  eine  Ebene  angesehen 
werden  kann,  und  in  diesem  Teil  ein  kleines  Säulchen  an- 
bringen, auf  welches  dann  wieder  dieselbe  Schloßfolgerimg 
angewandt  werden  kann.  Die  freie  Oberfläche  steht  im 
Gleichgewichtszustand  überall  senkrecht  auf  der  Kraft,  die 
auf  sie  wirkt 

Wird  eine  Flüssigkeitsmasse  um  eine  vertikale  Achse  ge- 
dreht, so  beobachtet  man  dieselben  Erscheinungen,  die  sich 
zeigen  würden  (§  107),  wenn  die  Drehung  nicht  bestände,  aber 
auf  die  Flüssigkeitsteilchen  die  Zentrifugalkraft  wirkte.  Die 
hohle  Flüssigkeitsoberfläche  steht  überall  senkrecht  auf  der 
Resultante  der  genannten  Eraft  und  der  Schwerkraft 

Man  wird  jetzt  auch  leicht  einsehen,  daß,  wie  bereits  früher 
bemerkt  wurde,  eine  Flüssigkeitsmasse,  die  den  Körper  M  in 
Fig.  100  (S.  192)  umringte  und  dessen  Teilchen  der  Einwirkung 
der  in  §  128  besprochenen  Kräfte  unterworfen  wären,  an  der 
Außenseite  durch  eine  der  in  jenem  Paragraphen  besprochenen 
Gleichgewichtsflächen  begrenzt  sein  müßte. 

d)  Kehren  wir  zu  einer  Flüssigkeit  zurück,  die  sich  im 
homogenen  Feld  der  Schwerkraft  befindet.  Wenn  sie  irgendwo 
mit  der  atmosphärischen  Luft  in'  Berührung  ist,  so  kennt 
man  den  Druck  an  dieser  Stelle;  man  karm  dann  mit  Hilfe 
des  tmter  a  und  b  Gesagten  den  Druck  in  jedem  Funkt  b  kennen 
lernen,  den  man,  von  der  freien  Oberfläehe  S  ausgehend,  erreichen 
kann,  ohne  die  Flüssigkeit  x/u  verlassen.  Man  kann  nämlich 
(immer,  einerlei  welche  Gestalt  das  umschließende  Gefäß  V 
Fig.  184)  hat,  innerhalb  der  Flüssigkeit  eine  Linie  von  a  nach 
\Snl  c         ^   ziehen,    die   aus    horizontalen    und 

/  ~~  vertikalen    Strecken    zusammengesetzt 

/         ^_^  ist     Wenn  man  auf  dieser  Linie  geht, 

/jz^^Zi\  muß  man  zuweilen  horizontal  fort- 
/ 1  /  Y  \  schreiten,  wobei  man  Punkte  durchläuft, 
!/  u      in  denen  der  Druck  gleich  groß  ist,  und 

^^rr  ^^^  zuweilen  vertikal  aufwärts  oder  abwärts 

Fiff.  184, 

steigen.  Bezeichnen  wir  die  Strecken, 
um  die  wir  uns  abwärts  oder  aufwärts  bewegen,  bezw.  mit  h 
und  h'j  und  bezeichnen  wir  das  Gewicht  einer  Flüssigkeitssäule, 
welche   die  Flächeneinheit  als  Querschnitt  hat,   dadurch,   daß 
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wir  ihre  Länge  in  Klammern  setzen^  so  nimmt  der  Druck 
jedesmal  um  [h]  zu,  wenn  wir  uns  abwärts  bewegen  ^  und  um 
[A]  aby  wenn  wir  aufv^ü-ts  geben.  Daber  wird,  wenn  P  der 
Atinosphärendruck  ist,  der  Druck  in  b 

p  =  p  +  :s[h]^:sik-\, 

wobei  die  Summenzeicben  keiner  Erläuterung  bedürfen  werden. 
Ist  nun  5  c  die  Linie,   die   in  vertikaler  Bicbtung  von  b 
nach  der  Oberfläche  S  der  Flüssigkeit  oder  deren  Verlänge- 
rung gezogen  wird,  so  ist  offenbar 

p  =  P+{eb], 

wenn  (Fig.  184)  b  unter,  und 

p^P-^lob], 

wenn  (Fig.  185)  b  über  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  liegt. 

Hierbei  verdient  besonders  bemerkt  zu  werden,  daß  das 
Zeichen  [eb]  das  Gewicht  bedeutet,  welches  eine  Flüssigkeits- 
säule haben  toürde,  wenn  sie  die  Länge  cb  hätte.  Es  ist  für 
die  Gültigkeit  der  mitgeteilten  Formeln  nicht 
nötig,  daß  die  Linie  cb  wirklich  innerhalb 
der  Flüssigkeit  liegt. 

XJbrigens  wird  man  jetzt  einsehen,  daß 
in  zwei  bdiehigen,  gleich  hoch  gelegenen  Punkten, 
xiwischen  denen  eine  in  der  Flüssigkeit  liegende 
Linie  gezogen  tverden  kann,  der  Druck  immer  *  ^^I  TTT 
gleich  groß  ist,  daß  überall  in  der  Verlängerung 
der  Oberfläche  der  Druck  =  P  sein  muß  und  daß,  werm  die 
freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  aus  zwei  voneinander  getrennten 
Teilen  besteht,  die  einem  gleich  großen  äußeren  Druck  u/nterworfen 
sind,  diese  Teile  in  derselben  horizontalen  Ebene  liegen  müssen 
(Gesetz  der  kommunizierenden  Gefäße). 

§  205.  Anwendungen,  a)  Wenn  wir  vom  Luftdruck  ab- 
sehen, so  ist  der  Druck  auf  den  horizontalen  Boden  eines  offenen 
Gefäßes  immer  gleich  dem  Gemcht  einer  Flüssigkeitssäule,  die  von  dem 
Boden  vertikal  bis  an  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  reichen  umrde. 
Man  wird  sich  leicht  Formen  des  Gefäßes  denken  können,  bei 
denen  dieses  Gewicht  kleiner  oder  größer  ist  als  das  Gewicht 
der  gesamten  Flüssigkeitsmasse.  Berücksichtigt  man  jedoch 
auch  den  Druck  gegen  die  Sei  ten wände ,  der  senkrecht  gegen 
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Fig.  186. 


diese  Wände  wirkt  und  in  der  Regel  überall  in  eine  vertikale 
und  eine  horizontale  Komponente  zerlegt  werden  kann,  so  wird 
man  einseben,  daß  doeb  die  Resultante  aller  Eräfte,  welche  die 
FltLssigkeit  auf  das  Gefäß  ausübt,  gleich  dem  Gewicht  der 
Flüssigkeit  werden  kann,  wie  es  der  Fall  sein  muß. 

b)  Die  horixontale  Wand  AB  des  in  Fig.  185  abgebildetm 
Gefäßes  erleidet  einen  Druck  nach  oben^  gleich  dem  Oetoicht,  welches 
ein  Flüssigkeitsvoltmi  AB  CD  haben  umrde. 

c)  Druck  gegen  eine  nicht  horizontale  Wand  AB  (Mg.  186), 
Es  sei  (ebenso  wie  in  den  folgenden  Figuren)  S  die  Oberfläche 

der  Flüssigkeit,  a  b  ein  unendlich  kleiner 
Teil  der  Wand,  ^g^  ein  in  derselben 
Höhe  gelegenes  gleich  großes  horizon- 
tales Flächenelement,  p  qp'  c[  die  darüber 
stehende  bis  S  reichende  Flüssigkeits- 
säule. Das  Oeunchi  derselben  gibt  dm 
Dmck  auf  a  b  an;  dieser  ist  also  offenbar 
größer  als  das  Gewicht  der  Säule  abd h\ 
die  ipirklich  über  ab  steht  Der  Druck 
gegen  die  gesamte  Wand  loird  gefundm^ 
indem  m^m  mit  jedem  Element  in  der  angegebenen  Weise  verfährt 
und  die  erhaltenen  Kräfte  miteinander  zusammensetzt. 

Wir  denken  uns  die  Wand  Ä  B  horizontal  gelegt  und  über  jedem 
Punkt  a  die  Flüssigkeit  bis  zu  einer  Höhe  stehend,  die  gleich  aa'  in 
Fig.  186  ist.  Dann  steht  wirklich  über  jedem  Element  a  b  eine  Flüssig- 
keitssäule,  deren  Gewicht  gleich  dem  Druck  ist,  der  in  Fig.  186  auf 
a  b  wirkt;  daher  ist  in  dieser  Figur  der  Gesamtdruck  auf  A  B  gleich  dem 
Gewicht  der  gesamten  Flüssigkeitsmasse,  die  man  in  der  angegebenen 
Weise  bekommt,  eine  Masse,  die  die  Gestalt  einer  Säule  hat,  die  auf 
der  horizontal  gelegten  Wand  steht  und  die  oben  durch  eine  Ebene 
schief  abgeschnitten  ist.  Die  Senkrechte  aus  dem  Schwerpunkt  dieser 
Säule  auf  ihre  horizontale  Grundfläche  bestimmt  durch  ihren  Fußpunkt 
den  Angriffspunkt  des  resultierenden  Drucks  in  Fig.  186. 

Diese  Betrachtung  ist  auch  auf  eine  vertikale  Wand  anwendbar. 

d)  Gesetz  von  Archimedes.  Da  auf  einen  festen  Körper,  der 
in  eine  Flüssigkeit  untergetavM  ist,  an  der  unteren  Seite  ein 
größerer  Druck  loirkt  als  an  der  oberen,  so  ist  die  Resultante  aller 
Drucke  auf  die  Oberfläche  eine  vertikal  nach  oben  gerichtete  KrafL 
Diese  ist  immer  gleich  dem  G&wicht  der  Flüssigkeitsmasse,  welche 
den  von  dem  festen  Körper  eingenommenen  Baum  au^füMen  loürde, 
mit  anderen   Worten,  gleich  dem  Oeuncht  der  verdrängten  Flüssig^ 
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M.  Das  letztere  sieht  man  unmittelbar  für  ein  gerades  Prisma 
mit  horizontalen  Grundflächen  ein.    Hierbei  werden   nämlich 
die  Drucke  auf  die  untere  und  die  obere  Grundfläche  durch  das 
Gewicht  Ton  Flüssigkeitssäulen  gegeben,  die  auf  diesen  Flächen 
stehen  und  bis  an  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  reichen  würden. 
Bei  einem  Körper  von  beliebiger  Form   kann   man  den 
Druck  auf  jedes  Element  betrachten  und   diese  Kräfte  mit- 
einander zusammensetzen  oder,  was  einfacher  ist,  eine  Schluß- 
folgerang anwenden  y  die  mit  der  in  §  203  befolgten  überein- 
stimmt   Ersetzt  man  nämlich  den  festen  Körper  durch  eine 
Flüssigkeitsmasse,  die  denselben  Baum  einnimmt,  so  ist  diese 
in  der  sie  umgebenden  Flüssigkeit  im  Gleichgewicht;  die  Resul- 
tante aller  Kräfte,  die  sie  von  letzterer  erleidet  und  die  natür- 
lich dieselben  sind,  die  vorher  auf  den  festen  Körper  wirkten, 
muß   also   gleich    und   entgegengesetzt    ihrem   Gewicht    sein. 
Außerdem   muß  sie  mit   diesem  Gewicht  in   derselben  Linie 
wirken;  hieraus  folgt,   daß  der  Druck  nach  oben  atich  bei  dem 
festen   Körper   dwch  den  Schwerpunkt  der  verdrängten  Massigkeit 
gerichtet  ist. 

Das  Gesagte  gilt  attch  für  einen  schtvirnmenden  Körper,  der 
nur  zu/m  Teü  untergetaucht  ist;  unter  der  verdrängten  Flüssigkeit 
hat  man  hierbei  diejenige  zu  verstehen,  welche  den  von  dem  Körper 
eingenommenen  Baum  auffüllen  vAirde,  soweit  dieser  unterhalb  der 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  liegt. 

Ein  ganz  untergetauchter  Körper  kann  in  der  Flüssig- 
keit im  Gleichgewicht  sein,  wenn  sein  Gewicht  gleich  dem 
der  verdrängten  Flüssigkeit  ist;  er  — 
steUt  sich  dann  aber  in  der  Eegel  in 
eine  bestimmte  Richtung,  in  die  er  nach 
jeder  Drehung  zurückkehrt.  Bei  einer 
beliebigen  Lage  (Fig.  187)  wirkt  näm- 
lich auf  den  Körper  die  Schwerkraft, 
die  man  sich  im  Schwerpunkt  Z  an- 
greifend denken  kann,  und  der  ebenso 
große  Druck  nach  oben,  der  letztere  in 
einer  Linie,  die  durch  den  Schwerpunkt  ^^^'  ^^'^' 

Z'  der  verdrängten  Flüssigkeit  geht  Diese  beiden  Kräfte 
bilden  ein  Kräftepaar.  Im  stabilen  Gleichgewicht  ist  der 
Körper  erst  dann,  wenn  Z  vertikal  unter  Z'  liegt. 
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Das  Gleichgewicht  besteht  in  jeder  Lage,  wenn  der  Körper 
homogen  ist;  dann  fallen  nämlich  Z  und  Z  zusammen. 

Die  Frage,  wann  ein  schwimmender  Körper  im  stabilen 
Gleichgewicht  ist,  wird  durch  eine  ähnliche  Betrachtung  beant- 
wortet Fig.  188  stellt  z.  B.  einen  vertikalen  Durchschnitt 
durch  ein  homogenes  rechtwinkliges  Parallelepiped  vor;  die 
Ebene  der  Figur  geht  durch  den  Mittelpunkt  und  läuft  einer 
der  Seitenflächen  parallel.  Der  Schwerpunkt  der  verdrängten 
Flüssigkeit  fällt  mit  dem  des  Trapezes  ÄBEF  zusammen,  der 
Schwerpunkt  des  Körpers  mit  dem  des  Rechtecks  AB  CD. 
Man  sieht,  wie  das  Gewicht  und  der  Druck  nach  oben  ein 
Kräftepaar  bilden,  welches  das  Parallelepiped  in  eine  Lage 
zurücktreibt^  in  welcher  AB  horizontal  ist 

Man  wird  leicht  einsehen,  daß  ein  homogener  Zylinder, 
dessen  Länge  viel  größer  ist  als  die  Querdimensionen,  oft  im 


Fig.  188. 


'Fig.  189. 


labilen  Gleichgewicht  sein  wird,  wenn  er  in  vertikaler  Stellung 
schwimmt  Um  einen  solchen  Körper  in  dieser  Stellung  zu 
halten,  muß  das  untere  Ende  belastet  werden. 

Wir  wollen  nicht  unterlassen,  schließlich  zu  bemerken,  daß 
das  Gesetz  von  Archimedes  aitch  gilt,  wenn  der  lumgebende  Stoff  gas- 
förmig ist;  auch  kann  der  unteirgetauchte  Körper  flüssig  oder  gasförmig 
sein.  In  dem  Aufsteigen  eines  leichteren  in  einem  schwereren 
Gas  kann  man  eine  Bestätigung  dieses  Gesetzes  erblicken. 

e)  Heber.  Die  umgebogene  Röhre  in  Fig.  189  ist  mit  dem 
einen  Ende  in  die  im  Gefäß  A  enthaltene  Flüssigkeit  ein- 
getaucht und  wird,  nachdem  sie  vollständig  mit  der  Flüssigkeit 
gefüllt  ist,  bei  q  mit  dem  Finger  zugehalten.  Dann  besteht  in 
der  Röhre  bei  q  ein  Druck,  der  größer  oder  kleiner  als  der 
Atmosphären  druck  ist,  je  nachdem  q  tiefer  oder  höher  liegt  als 
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Fig.  190. 
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die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  in  A  Im  ersten  Falle  wird,  wenn 
der  Finger  entfernt  wird,  auf  die  Flüssigkeitsmasse  zwischen 
den  Ebenen  p  nnd  q  von  oben  ein  größerer 
Druck  wirken  als  von  unten,  die  Flüssigkeit 
wird  also  ausströmen.  Dagegen  wird  sie  im 
zweiten  Fall  nach  Ä  zurückgetrieben  werden. 

f)  Kommvmxiermde  Oeßße  mit  verschiedenen 
FUissigkeüen.  Barovneier.  In  der  U- förmigen 
Bohre  von  Fig.  190  befindet  sich  von  a  bis  h 
Quecksilber  und  darüber  in  dem  einen  Schenkel 
Wasser  bis  (^  Da  in  einem  Punkte  von  h  und 
einem  zweiten  Punkt,  der  im  anderen  Schenkel 
in  derselben  horizontalen  Ebene  liegt,  derselbe 
Druck  bestehen  muß,  ist  die  Gleichgewichts- 
bedingung die,  daß  die  Höhen  von  a  und  c  über 
dieser  horizontalen  Ebene  den  Dichten  von  Quecksilber  und  Wasser 
umgekehrt  proporHonal  sein  müssen. 

Man  beachte  hierbei,  daß  in  zwei  Punkten, 
die  in  beiden  Schenkeln  gleich  hoch,  aber  über 
b,  also  in  verschiedenen  Flüssigkeiten  liegen, 
der  Druck  nicht  derselbe  ist. 

Bei  dem  gewöhnlichen  Gefäßbarometer, 
welches  in  Fig.  191  abgebildet  ist,  muß  in  der 
horizontalen  Ebene  abd  der  Druck  überall  gleich 
groß  sein.  Während  an  der  Oberfläche  der 
Flüssigkeit  im  Gefäß  der  Atmosphärendruck  be- 
steht, hat  man,  wenn  über  c  ein  luftleerer  Kaum 
ist,  innerhalb  des  Eohres  bei  d  den  Druck, 
welcher  durch  die  Quecksilbersäule  c  d  ausgeübt 
wird.  Der  Druck  in  der  Atmosphäre  ist  also 
gleich  dem  Druck,  der  in  Abwesenheit  der  Luft 
auf .  dem  Boden  eines  mit  Quecksilber  gefüllten 
Gefäßes  gefunden  werden  umrde,  wenn  die  Höhe 
der  Flüssigkeit  in  demselben  gleich  der  vertikalen 
Höhe  des  Quecksilbers  in  der  Barometerröhre  über 
derjenigen  im  Oefäß  wäre. 

Bei  einem  Heberbarometer  (Fig.  192)  wird  in  derselben 
Weise  der  Druck  der  Atmosphäre  durch  den  vertikalen  Ab'- 
stand  der  Quecksilberoberflächen  c  imd  b  angegeben. 


& 


Fig.  191. 
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Aus  dem  Barometerstand  kami  man  leicht  den  Luftdruck 
in  Dyn  pro  Quadratzentimeter  ableiten.  Man  findet  dafür 
beim  mittleren  Barometerstand  von  76  cm  (Quecksilber  von  0^ 
1,014  X  10«  Dyn. 

Wenn  man  die  Röhre  eines  Barometers  neigt, 
so  bleibt  die  vertikale  Höhe  des  Quecksilbers  über 
der  Oberfläche  im  Gefäß  unverändert  Bei  einer  hin- 
reichenden Neigung  füllt  das  Quecksilber  die  Röhre 
vollständig  und  übt  selbst  gegen  das  verschlossene 
Ende  einen  Druck  aus;  dieser  Druck  ist  gleich  dem 
Gewicht  einer  Quecksilbersäule,  deren  Länge  man 
findet,  indem  man  die  vertikale  Höhe  der  Spitze 
der  Röhre  über  der  Oberfläche  des  Quecksilbers 
von  der  Barbmeterhöhe  abzieht. 

Dasselbe  gilt  bei  einer  vertikalen  Röhre,  welche 
kürzer  als  die  Barometerhöhe  und  ganz  mit 
Quecksilber  gefüllt  ist  Wendet  man  dieselbe  Be- 
rechnung auf  eine  Röhre  an,  die  länger  als  die 
Barometerhöhe  ist,  in  der  Voraussetzung,  daß  die 
Flüssigkeit  bis  an  die  Spitze  reicht,  so  findet  man 
für  den  Druck  einen  negativen  Wert.  Dies  bedeutet, 
daß  die  Röhre,  nur  dann  gefüllt  sein  kann,  wenn 
das  Quecksilber  am  Glase  hängt  und  wenn  ebenso  der  obere 
Teil  der  Quecksilbersäule  die  tiefer  gelegene  Flüssigkeit  durch 
eine  anziehende  Kraft  trägt  Bei  einem  gut  ausgekochten 
Barometer  kann  man  tatsächlich  zuweilen  beobachten,  daß 
nach  dem  Umkehren  der  Röhre  in  das  Gefäß  und  nach  Ent- 
fernung des  Fingers  die  Quecksilbersäule  sich  erst  nach  einem 
gelinden  Klopfen  von  der  Spitze  der  Röhre  trennt. 

Wir  weisen  noch  ausdrücklich  darauf  hin,  daß  in  allen  be- 
sprochenen Fällen  der  Druck  nur  deshalb  überall  berechnet  toerden 
kann,  weil  eine  Stelle  vorhanden  ist,  an  der  er  bekannt  ist.  .  Bei 
einer  Flüssigkeitsmasse,  die  an  allen  Seiten  durch  feste  Wände  ein- 
geschlossen ist,  muß  man  den  Druck  aus  anderen  Daten,  nä/wr 
lieh  aus  der  Menge  des  Stoffes,  der  Temperatur  und  dem  Volum 
ableiten. 

g)  In  jeder  Flüssigkeit  und  in  jedem  Gas  ist,  wie  bereits 
erwähnt  wurde,  der  Druck  unten  größer  als  oben;  wieviel  dieser 
Unterschied  beträgt,  hängt  jedoch  von  der  Dichte  des  Stoffes  ab. 


Fig.  192. 
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Es  sei  z.  B.  ^  ein  Punkt  unten  und  A'  ein  Punkt  oben 
in  einer  G-asleitung,  und  es  seien  B  und  B^  zwei  Punkte  in 
der  Luffc,  die  bezw.  mit  A  und  A'  in  gleicher  Höhe  liegen. 
Da  das  Leuchtgas  leichter  als  Luft  ist^  so  muß,  wenn  in  der 
Leitung  Gleichgewicht  besteht,  der  Druckunterschied  zwischen 
A  und  A'  kleiner  sein  als  zwischen  B  und  B^,  woraus  folgt,  daß 
der  Drucküberschuß  in  der  Gasleitung  über 
die  äußere  Luft  oben  in  einem  Gebäude 
größer  sein  muß  als  unten. 

Da  die  Luft  bei  der  gewöhnlichen  Dichte 
ungefähr  800  mal  leichter  als  Wasser  ist, 
können  die  Druckunterschiede  in  einer  Luft- 
säule im  Vergleich  mit  denen  in  einer  gleich- 
hohen Wassersäule  vernachlässigt  werden. 
Durch  eine  Luftmasse  kann  man  einen  Druck 
von  einem  tiefer  gelegenen  nach  einem  höher 
gelegenen  Punkt  übertragen,  ohne  daß  er  sich 
merklich  ändert  Dies  findet  z.  B.  bei  der 
in  Fig.  198  abgebildeten  Vorrichtung  statt. 
Die  Luft  im  Gefäß  B  erleidet  einen  Druck, 
welcher  der  Höhe  des  Wassers  in  dem  offenen 
Gefäß  A  entspricht;  dieser  Druck  wird  durch 
eine  Eöhre  nach  dem  Gefäß  D  übertragen  und  kann  aus 
diesem  das  Wasser  durch  die  Eöhre  E  so  weit  in  die  Höhe 
treiben,  daß  der  Höhenunterschied  des  Wassers  in  D  und  E 
beinahe  ebenso  groß  ist  wie  der  zwischen  A  und  Ä 

§  206.  Arbeit  der  Schwerkraft  bei  der 
Bewegung  von  Flüssigkeiten.  Diese  Arbeit 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Ver- 
minderung der  Energie  der  Lage  gegenüber  der 
Schwerkraft  kann  man  finden  (§  169),  in- 
dem man  die  Höhe,  um  welche  der  Schwer- 
punkt der  gesamten  Flüssigkeitmasse  sinkt,  mit 
dem  Gewicht  derselben  multipliziert.  In  vielen 
Fällen  ist  jedoch  eine  andere  Auffassung  ein- 
facher. 

Steht  z.  B.  in  einer  ü- förmigen  Röhre  (Fig.  194)  die 
Flüssigkeit  erst  auf  beiden  Seiten  gleich  hoch,  nämlich  bis  b 
und  d,  und  wird  sie  dann  verschoben,  so  daß  sie  bis  a  und  c 


Fig.  198. 


a. 


Fig.  194. 
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reicht,  so  kann  man  sich  Yorstellen,  daß  man  diesen  neuen 
Stand  dadurch  bekommen  hat,  daß  man  die  Flüssigkeitsmasse 
ab  hin  weggenommen  und  mit  ihr  den  Raum  de  gefällt  hat; 
es  kommt  nämlich,  was  die  gesamte  potentielle  Energie  be- 
trifft, offenbar  nicht  darauf  an,  ob  das  eine  Flüssigkeitsteilchen 
oder  das  andere  auf  einer  gewissen  Höhe  liegt  Ist  nun  x 
der  Schwerpunkt  der  Masse  ab  und  x'  der  Schwerpunkt  der 
Masse  de,  so  wird  die  Vermehrung  der  Energie  der  Lage  ge- 
funden, indem  man  die  Höhendifferenz  von  z  und  xf  mit  dem 
Gewicht  der  betreffenden  Mase   multipliziert 

§  207.  Arbeit  eines  äußeren  Druckes,  a)  Ein  überall 
gleich  großer  äußerer  Druck  verrichtet  eine  Arbeit  bei  jeder  Ver- 
änderung des  Volums. 

Der  betrachtete  Stoff  befinde  sich  in  einem  Zylinder  unter 
einem  beweglichen  Kolben,  und  auf  diesen  letzteren  werde  ein 
normaler  Druck  von  p  Dyn  pro  qcm  ausgeübt  Ist  die  Ober- 
fläche des  Kolbens  Ä  qcm,  so  ist  die  gesamte  Kraft  ^5  Dyn 
und  bei  einer  Verschiebung  nach  innen  um  eine  Strecke  von 
^  cm  wird  die  gesuchte  Arbeit  ^Ä^  Erg.  Das  Produkt  SS 
stellt  aber  die  Volumverminderung  vor.  Daher  mrd  die  Arbeit 
des  äußeren  Drusches  [in  Erg)  gefunden,  wenn  man  den  Druck  (in 
Dyn  pro  qcm)  mit  der  Volumveränderung  (in  cbcm  ausgedrückt] 
multipliziert. 

Bei  einer  Bewegung  des  Kolbens  nach  außen  verrichtet 
der  äußere  Druck  eine  negative  Arbeit;  auf  diese  ist  derselbe 
Satz  anwendbar,  da  in  diesem  Fall  auch  die  Volumverminde- 
rung negativ  ist.  Der  Satz  gilt  übrigens  immer,  wenn  auf  alle 
Punkte  der  Oberfläche  eines  Körpers  ein 
gleich  großer  normaler  Druck  wirkt;  es 
ist  nicht  nötig,  daß  sich  der  Stoff  in 
einem  Zylinder  unter  einem  Kolben  be- 
findet. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  anfangs  abc. 
Fig.  195.  (Fig.  195)   die  Oberfläche  des  Körpers  ist  und 

daß  die  Punkte  a,  6,  c  .  .  .  durch  unendlich 
kleine  VerschiebuDgen  nach  a%  b\  c'  .  .  .  kommen.  Teilt  man  die 
Oberfläche  in  unendlich  kleine  Teile,  in  dem  gezeichneten  Durch- 
schnitt durch  ab,  be  .  ,  .  angegeben,  so  sind  die  Verschiebungen  der 
verschiedenen  Punkte  desselben  Elementes  nahezu  einander  parallel 
und  gleich.    Den  Inhalt  des  Raumes  ab  a' b'  kann  man  also  berechnen 
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ab  ob  er  ein  Zylinder  wftre.  Ist  d  die  Senkrechte  von  af  auf  das 
Flächenelement  abj  a  dieses  Flächenelement  selbst,  so  ist  der  betreffende 
Ranm 

Anderseits  ist  der  Dmck  auf  a,  wenn  er  fOr  die  Flächeneinheit  p  ist, 
gleich  p  a,  die  Arbeit  desselben 

päd  =pT, 

und  also  die  gesamte  Arbeit,  welche  man  sucht, 

p2!t. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  daß  ^Tt  die  Volum  Verminderung  ist 

Den  Fall,  daß  sich  die  Punkte  der  Oberfläche  nach  außen  bewegen, 
oder  daß  Bith  einige  nach  innen  und  andere  nach  außen  verschieben, 
können  wir  dem  Leser  überlassen. 

Aus  dem  Satz  folgt,  daß  ein  überall  gleichgroßer  Druck  kerne 
Arbeit  verrichtet,  solange  sich  das  Volum  nicht  verändert.  Bei  einer 
Flüssigkeit,  welche  zwischen  zwei  Kolben  eingeschlossen  ist, 
von  denen  der  eine  nach  innen  geht  und  der  andere  zurück- 
weicht, kann  man  sich  leicht  davon  überzeugen;  man  muß 
dabei  berücksichtigen,  daß  die  auf  die  Kolben  wirkenden  Kräfte 
den  Oberflächen  der  Kolben  proportional  sind. 

b)  Der  Druck,  den  eine  Flüssigkeit  oder  ein  Gas  auf  die 
begrenzenden  Wände  ausübt,  ist  gleich  und  entgegengesetzt 
demjenigen,  welchen  der  Stoff  selbst  erleidet;  die  Arbeit  des- 
selben wird  daher  gefunden,  indem  man  den  Druck  auf  die 
Flächeneinheit  mit  der  Volumvermehrung  multipliziert. 

c)  Bei  einer  inkompressibelen  Flüssigkeit  verrichten  die  äußeren 
Drucke   eine   Arbeit,    wenn   die   Flüssigkeit   von   einer   Stelle,    wo 
der  Druck  hoch  ist,  nach  einer  an- 
deren strömt,    wo   er  niedriger  ist. 
Befindet  sich   z.  B.  die  Flüssig- 
keit zwischen  zwei  Kolben  a  und  b 


Tf 


(Kg.  196),  gegen  die  pro  Flächen*  Fig.  196. 

einheit    die    Drucke    p    und    p 

wirken  und  die  sich  bis  nach  a  und  V  fortbewegen,  so  findet 
man  durch  Anwendung  der  oben  unter  a  angewandten  Schluß- 
folgerung, daß  die  gesamte  Arbeit  der  Drucke 

ist. 

Dabei  ist  V  das  Volum,  welches  zwischen  a  und  a'  oder 
zwischen  b  und  V  enthalten  ist,   also   auch  das  Blüssigkeits- 

Lorentz,  Lehrbach  der  Physik.    I.  21 
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volam,   welches  durch  einen  beliebigen  Durchschnitt  zwischen 
a  und  b  geströmt  ist. 

§  208.  Anwendnng  des  Prinzips  der  Arbeit  auf  das  Gleich- 
gewicht der  Plüssigkeiten.  Aus  allen  Erscheinungen  ergibt  sichj 
daß,  abgesehen  von  einem  umstand^  der  später  besprochen 
werden  wird,  die  innere  Energie  einer  Flüssigkeit  durch  das  Volum 
und  die  Temperatur  bestimmt  ist.  Bleiben  diese  u/n/oerändert  und 
kann  man  von  der  Aufnahme  oder  Abgabe  von  Wärme  absehen, 
80  muß  also  jeder  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  eine  Vermehrung  der 
kinetischen  Energie  der  sichtbaren  Bewegungen  entsprechen.  Wir 
werden  im  folgenden  Paragraphen  hiervon  eine  Anwendung 
auf  eine  Bewegungserscheinung  machen;  zunächst  bemerken 
wir  jedoch,  daß  die  Schlußfolgerungen  von  §§  155  und  156 
und  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Gleichgewichtsbedingungen  auch 
f&r  Flüssigkeiten  gelten. 

Wir  können  sie  z.  B.  auf  den  Fall  anwenden,  auf  den 
sich  Fig.  190  (S.  317)  bezieht.  Wir  stellen  uns  zu  diesem  Zwecke 
vor,  daß  sich  die  Oberfläche  a  um  einen  unendlich  kleinen 
Abstand  S  aus  der  Gleichgewichtslage  nach  unten  verschiebt; 
ist  die  Eöhre  überall  gleichweit,  so  gehen  hierdurch  die 
Oberflächen  b  und  c  um  ebensoviel  nach  oben.  Es  sei  nun 
S  der  Querschnitt  der  Röhre,  h  der  Höhenunterschied  zwischen 
a  und  by  hl  der  zwischen  b  und  c,  s  das  spezifische  Gewicht 
der  unteren,  s'  das  der  oberen  Flüssigkeit;  dann  hat  die 
Energie  der  Lage  der  ersteren  abgenommen  (§  206)  um 

hs88 

und  die  der  letzteren  zugenommen  um 

Ks  S8. 

Die  gesamte  Verminderung  der  potentiellen  Energie,  d,  h.  die 
Arbeit  der  Schwerkraft,  beträgt  also 

\}is-Ks')B8. 

Soll  in  der  ursprünglichen  Lage  Gleichgewicht  bestehen, 
so  muß  dieser  Ausdruck  gleich  Null  sein,  und  hierdurch  kommt 
man  auf  die  bereits  bekannte  Bedingung  zurück. 

§  209.   Ausfluß  durch  eine  OfEhung  in  einer  Wand,    a)  Wir 

betrachten   den  Fall,   daß   sich   in  dem  Boden  eines  Gefäßes 
Fig.  197)  eine  Öffnung  ab  befindet;  wir  wollen  annehmen,  daß 


CL      b , 
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während  des  Ausfließens  der  Flüssigkeit  ihre  Oberfläche  auf 
einer  konstanten  Höhe  h  über  ah  gehalten  wird.  Der  Bewegungs" 
xusiand  unrd  dann  unveränderlich  (stationär); 
nicht  allein  in  der  Öffnung,  sondern  auch  in 
einem  beliebigen  Punkt  des  mit  Flüssigkeit  ge- 
fülüen  Baumes  unrd  jederzeit  dieselbe  Qe^ 
sckwindigkeü  angetroffen,  obgleich  in  einen  solchen 
Punkt  immer  wieder  neue  Flüssigkeit  ge- 
kommen ist. 

Wir  achten  nun  auf  die  Menge  Flüssig- 
keity  die   sich  in   einem   bestimmten  Augen-  ^^g*  i^*^* 

blick  zwischen  S  und  der  Ebene  ab  be- 
findet. Nach  einer  unendlich  kleinen  Zeit  ist  diese  Masse 
unter  iS  bis  an  die  punktierte  Ebene  gesunken  und  erstreckt 
sich  unten  z.  B.  bis  a'  b\  Die  potentielle  Energie  hat  um  eben- 
soviel abgenommen,  als  wenn  eine  dünne  Schicht  von  der  Ober- 
fläche weggenommen  imd  nach  abdV  gebracht  worden  wäre. 
Die  betreffende  Verminderung  beträgt  also  Pä,  wenn  P  das 
Gewicht  der  ausgetretenen  Menge  bedeutet.  Man  kann  femer 
in  dem  dünnen  Flüssigkeitsstrahl  den  Druck  überall  gleich 
dem  Atmosphärendruck  setzen;  die  betrachtete  Menge  Flüssig- 
keit erleidet  also  auf  ihren  Grenzflächen  S  und  ab  Drucke, 
die  pro  Flächeneinheit  gleichgroß  sind,  so  daß  von  einer 
Arbeit  des  äußeren  Druckes  keine  Rede  ist  Hieraus  folgt, 
daß  die  kinetische  Energie  um  Ph  zugenommen  haben  muß. 
Nun  ist  diese  Energie  in  dem  Raum  zwischen  der  punktierten 
Oberfläche  und  a  b  fortwährend  dieselbe,  aber  während  anfangs 
die  Flüssigkeit  zwischen  dieser  punktierten  Ebene  und  &  keine 
merkliche  Bewegung  hat  (was  man  annehmen  darf,  wenn 
die  Oberfläche  iS  viel  größer  als  ab  ist),  hat  die  ausgetretene 
Menge  abaV  eine  gewisse  Geschwindigkeit  v  und  also,  wenn 
m  die  Masse  ist,  eine  kinetische  Energie 


Wir  haben  also 
oder 


1  2       P^^ 
\mv^  =  -^i— • 

2  2g 


2<? 
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80  daß  die  Ausflvßgeschwindigkeit  gleich  der  Geschtoindigkeä  iä, 
die  ein  Körper  bekommt,  wenn  er  von  der  Höhe  h  herabfäüt  (G^ 
setz  von  Torricelli), 

Diese  Begel  gilt  auch,  wenn  die  Flüssigkeit  durch  eine 
Öffnung  in  einer  Seiten  wand  ausströmt ,  und  selbst^  wenn  sie 
durch  eine  Öffnung  in  einer  horizontalen  Wand,  z.  B.  dnrch 
die  Wand  AB  in  Fig.  185  (S.  313)  nach  oben  spritzt  Durch 
seine  Geschwindigkeit  würde  dann  jedes  Flüssigkeitsteilchen 
zu  einer  Höhe  gleich  der  des  Flüssigkeitsspiegels  S  empor- 
steigen können ;  wenn  dies  nicht  durch  das  Entgegenkommen 
der  zurückfallenden  Teilchen  verhindert  würde.  Außerdem 
wird  in  allen  Fällen  die  Ausfiußgeschwindigkeit  durch  die 
Reibung  verkleinert 

Bestände  überhaupt  keine  Reibung^  so  würde  auch  beim 
Ausströmen  durch  einen  Heber  die  abgeleitete  Formel  gelten. 

b)  Sehr  einfach  ist  auch  die  Berechnung  der  Ausflnß- 
gesch windigkeit,  wenn  auf  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
noch  ein  Druck,  z.  B.  der  Druck  eines  komprimierten  Gases 
wirkt.  Man  kann  nämlich  die  Arbeit  dieses  Druckes  in  die 
Berechnung  aufnehmen  oder  sich  über  S  noch  eine  Flössig- 
keitsmasse  angebracht  denken,  die  durch  ihr  Gewicht  auf  S 
einen  Druck  ausübt,  der  ebensogroß  ist  wie  der  Überschuß 
des  wirklich  vorhandenen  Druckes  über  den  Atmosphärendmck. 
Man  muß  dann  in  der  Formel  unter  h  die  gesamte  Höhe 
verstehen,  welche  die  Flüssigkeit  hierdurch  bekommen  hat 

Kann  man  von  dem  Einfluß  der  Schwerkraft  absehen,  und  übet 
trifft  der  Druck  im  GeflKß  den  äußeren  Druck  um  den  Betrag  pj  wik- 
rend  die  Dichte  d  ist,  so  hat  man  für  die  Arbeit  des  Druckes  beim  Abi- 
strömen  einer  kleinen  Masse  m,  p  mid.  Wenn  man  dies  der  erhaltenen  kiae- 
tischen  Energie  gleichsetzt,  findet  man  für  die  Ausflußgeschwindigkeit 
r  =  y2pld. 

Bei  gleichem  Druck  ist  sie  also  umgekehrt  proportional  der  Quidiit- 
Wurzel  aus  der  Dichte. 

c)  Die  umgekehrte  Bewegung,  bei  welcher  die  Flüssigkeit  dndi 
eine  ()tfnung  in  das  (^ef^iB  einströmt,  ist  ebenfalls  möglich,  wenn  mm 
nur  dem  Wasser  eine  nach  innen  gerichtete  Geschwindigkeit  yon  luB- 
reicli(ni«lcr  (in'lße  gibt.  Findet  z.  B.  die  am  Anfang  dieses  ParagitpbflB 
betrachtete  l^ewegun^  in  umgekehrter  Richtung  statt,  SO  wird  bdm  Bb* 
ström  (Hl  einer  M<>nge  Flüssigkeit  vom  Gewicht  P  eine  Menge  potentidla 
Energie  P  Jt  gewonnen,  während  eine  Menge  kinetischer  Eneigie  Pi^ß§ 
verloren  ^reht.  woraus  wieder  r  =  \'2gh  folgt     Die  Flfisaigkeit  mnß  il» 
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r  das  Einströmen  dieselbe  Geschwindigkeit  haben,  die  sie  durch  das 
osströmen  bekommen  würde. 

§  210.  Tltangkoitsmongo,  dio  in  dor  Zeiteinlioit  ansatrömt. 
'enn  sich  eine  Flüssigkeit  (oder  ein  Gas)  senkrecht  zu  einer 
^grenzten  Ebene  S  durch  diese  hindurchbewegt,  und  zwar 
»erall  mit  derselben  Geschwindigkeit  v,  so  geht  während  der 
)it  T  ein  Flüssigkeitszylinder  mit  der  Höhe  vr  durch  die 
bene  hindurch.  Das  Volum  desselben  ist  vaSt;  für  die  Zeit- 
oheit  ist  also  das  Volum,  welches  durch  die  Ebene  strömt,  v  S. 

Man  kann  dies  jedoch  nicht  auf  die  Öfihung  ab  in  Fig.  197 
iwenden,  da,  wie  aus  der  Figur  zu  ersehen  ist,  die  Teilchen 
a  Umfang  sich  nicht  in  vertikaler  Richtung  bewegen.  Der 
üssigkeitstrahl  xdeht  sich  infolgedessen  xusarmnen  und  erst  in 
liger  Entfernung  unterhalb  ab,  z.  B.  bei  od,  wird  er  an- 
hemd  zylindrisch.  Da  die  Geschwindigkeiten  dann  alle 
rtikal  geworden  und  nur  wenig  größer  sind  als  die  in  §  209 
rechnete  Geschwindigkeit  v,  so  erhält  man  die  ausströmende 
3nge,  indem  man  v  mit  dem  Querschnitt  des  Strahls  bei  od 
iltipliziert 

Die  Beobachtung  hat  gelehrt,  daß,  wenn  O  die  Größe 
r  ÖflEhung  ab  bedeutet,  die  Ausflußmenge  annähernd  0,6  t;  Oist. 

§  211.  Druckdifferenzen  bei  der  Bewegung  einer  Flüssig- 
it  durch  eine  Eöhre  mit  Erweiterungen  oder  Verengungen. 

e  Gesetze,  nach  denen  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit  in 
)hren  stattfindet,  sind  nicht  dieselben  bei  verschiedenen 
irchmessem  dieser  letzteren;  vom  Querschnitt  hängt  nämlich 
r  Einfluß  ab,  den  die  Reibung  auf  die  Erscheinungen  aus- 
t  Wir  wollen  vorläufig  annehmen,  daß  man  die  Röhren 
>it  genug  nimmt,  um  von  der  Reibung  ganz  absehen  zu 
nnen.  Dann  braucht  man  auf  den  verzögernden  Einfluß  der 
and  keine  Rücksicht  zu  nehmen  und  kann  die  Geschwindig* 
it  in  allen  Punkten  eines  Querschnittes  als  gleichgroß  be- 
ichten. Unter  einem  Querschnitt  verstehen  wir  immer  einen 
[chen,  der  auf  der  Länge  der  Röhre  senkrecht  steht.  Ändert 
;h  die  Größe  desselben  von  einem  Punkt  der  Röhre  zum 
deren  nicht  oder  nur  langsam,  so  können  wir  sagen,  daß 
h  die  Flüssigkeitsteilchen  überall  senkrecht  zum  Querschnitt 
wegen.    Ist   also    S  die   Fläche   desselben   und   v  die  Ge- 
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schwindigkeit^  so  ist  das  Volum^  welches  in  der  Zeiteinheit 
durch  den  Querschnitt  strömt,  v  S.  Bei  nicht  zusammendrück- 
baren Flüssigkeiten^  welche  die  Bohre  fortwährend  yoUständig 
füllen,  muß  diese  Menge  natürlich  für  jeden  Querschnitt  gleich- 
groß sein.  In  einer  xylindrischen  Bohre  ist  daher  die  Oeschwindig- 
keit  in  der  ganzen  Länge  gleichgroß;  in  jedem  anderen  Falle 
ändert  sie  sich  umgekehrt  proportional  dem  Querschnitt. 

Wir  wollen  uns  der  Einfachheit  halber  auf  Bewegungen 
beschränken,  die  dauernd  in  derselben  Weise  statl^dsD. 
Außerdem  wollen  wir  vorläufig  annehmen,  daß  die  Bohre  hori- 
zontal liegt  oder  daß,  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist,  die  Wir- 
kung der  Schwerkraft  im  Vergleich  mit  der  Wirkung  des 
Druckes,  welcher  die  Bewegung  verursacht,  vernachlässigt 
werden  kann. 

Man  kann  nun  in  Gedanken  durch  zwei  dicht  nebenein- 
ander liegende  Querschnitte  einen  Teil  der  Flüssigkeit  vom 
Best  absondern  und  diesen  Teil  bei  seiner  Bewegung  ver- 
folgen. Er  wird  durch  die  Flüssigkeit,  welche  hinter  ihm  liegt, 
fortgetrieben,  aber  durch  die  Flüssigkeit,  welche  vor  ihm  liegt, 
zurückgehalten.  Je  nachdem  die  Besultante  der  Drucke  die 
eine  oder  die  andere  Bichtung  hat,  wird  die  Bewegung  be- 
schleunigt oder  verzögert  sein. 

Ist  die  Bohre  überall  gleichweit,  so  ist  die  Bewegung 
gleichförmig;  es  wirkt  also  keine  Kraft  auf  den  betrachteten 
Teil  der  Flüssigkeit,  mit  anderen  Worten,  der  Druck  an  der 
Vorderseite  ist  gleich  dem  an  der  Bückseite.  Bestände  fOr 
einen  Augenblick  an  der  Bückseite  ein  größerer  Druck,  so 
würde  eine  Beschleunigung  und  eine  kleine  Zusammendrückung 
der  mehr  nach  vorn  gelegenen  Flüssigkeit  die  Folge  sein;  dies 
würde  so  lange  fortschreiten,  bis  der  Druck  wieder  überall 
gleichgroß  geworden  ist. 

Anders  liegt  die  Sache  bei  einer  Bohre,  die  sich  erweitert 
oder  verengt.     Wenn  z.  B.  die  Flüssigkeit  in  der  Bichtung  der 

Pfeile  durch  die  in  Fig.  198  ab- 
gebildete Bohre  strömt,  so  muß 
Fi    198^    ~  ^^®  Gresch windigkeit  in  h  kleiner 

sein  als  in  a.  Ein  Flüssigkeits- 
element, wie  das  zwischen  den  Querschnitten  o  und  d,  hat 
daher   beim  Übergang   in    den  weiteren  Teil  der  Bohre  eine 
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verzögerte  Bewegung.  Dies  ist  nur  dann  möglich  ^  wenn  der 
Druck  rechts  von  d  größer  ist  als  links  von  c. 

Man  denke  nichts  daß  wegen  der  Verschiedenlieit  in  der 
Größe  zwischen  den  Querschnitten  e  und  d  bereits  dann  eine 
Kraft  nach  links  auf  das  Ellement  wirken  würde,  wenn  der 
Druck  pro  Flächeneinheit  auf  beiden  Seiten  gleichgroß  wäre. 
In  diesem  Fall  würde  nämlich  die  Flüssigkeit  gegen  die 
Wand  zwischen  c  und  d  denselben  Druck  ausüben  und  also 
auch  denselben  Druck  von  der  Wand  erleiden;  infolgedessen 
würde  die  Flüssigkeitsmasse  an  allen  Seiten  einem  gleich 
großen  Dmck .  unterworfen  sein,  was  keine  resultierende  Kraft 
liefert 

Zu  dem  Schluß,  daß  der  Druck  in  dem  weiten  Teü  der  Röhre 
größer  ist  als  in  dem  engen,  kommt  man  auch^  wenn  sich  die 
Flüssigkeit  von  dem  ersteren  nach  dem  letzteren  bewegt;  man 
muß  dann  beachten^  daß  die  Bewegung  beschleunigt  ist 

Befindet  sich  ein  enger  Teil  der  Röhre  zwischen  zwei 
weiteren  oder  ein'  weiter  zwischen  zwei  engeren,  so  kann 
man  die  Schlußfolgerung  zweimal  anwenden;  im  ersten  Fall  ist 
der  Druek  in  der  Verengung  kleiner  als  xu  beiden  Seiten  derselben. 
Bei  hinreichender  Geschwindigkeit  des  Flüssigkeitsstromes 
kann  eine  lokale  Verengung  den  Druck  unter  den  Atmo- 
sphärendruck erniedrigen;  ist  hier  nun  eine  Seitenröhre  ange- 
bracht, so  wrd  Luft  aus  dieser  letzteren  gesogen  und  durch 
den  Wasserstrom  mitgeführt  werden.  Es  gibt  sogenannte 
Wasserluftpumpen,  welche  auf  diesem  Prinzip  beruhen. 

Da  die  Flüssigkeitsbewegung  sich  so  reguliert,  daß  durch  jeden 
Querschnitt  einer  Röhre  dieselbe  Menge  strömt,  was  allein  bei  den 
besprochenen  Druckdifferenzen  möglich  ist,  so  müssen  diese  von  selbst 
entstehen.  Im  einzelnen  anzugeben,  wie  dies  geschieht,  ist  je- 
doch nicht  leicht. 

Man  vergleiche  übrigens  die  oben  angewandten  Schluß- 
folgerungen mit  denen  von  §  93. 

Das  Energiegesetz  macht  eine  Berechnung  der  Druckdifferenzen 
möglich.  Wir  betrachten  die  gesamte  Flüssigkeitsmasse,  welche  zwischen 
den  Querschnitten  a  und  b  (Fig.  198)  enthalten  ist  Nach  einer  un- 
endlich kleinen  Zeit  j  liegt  sie  zwischen  a'  und  b\  £s  sei  Pi  der 
Druck  auf  die  Flächeneinheit  in  a,  jo,  der  in  b,  ferner  seien  Si  und 
/S,  die  beiden  Querschnitte,  rj  und  rg  die  Geschwindigkeiten,  so  daß 
Vi  Si  =  v^  /Sj   ist.    Die  Arbeit   des  Druckes   links   ist  Pi  v^  Si  x,   die  des 
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Pruckes  rechts  —  p^  v,  5,  t,  und  der  Druck,  den  die  Wand  ausübt,  ver- 
richtet keine  Arbeit,  da  er  senkrecht  auf  der  Bewegungsrichtung  steht 
Die  kinetische  Energie  muß  also  um  (pi  —  p,)  t^^  5|  t  zugenommen  haben. 
Nun  hat  vor  und  nach  der  Zeit  t  die  Flüssigkeit  zwischen  a'  und  b 
dieselbe  kinetische  Energie,  aber  zu  der  Masse,  die  wir  betrachten,  ge- 
hörte erst  das  Volum  Vi  8^  j  mit  der  Geschwindigkeit  Vi  und  später  das 
Volum  v^S^t  mit  der  Qeschwindigkeit  v,.  Die  kinetische  Energie  hat 
also  zugenommen  um 

wenn  d  die  Dichte  ist,  und  man  bekommt: 

Die  Druckdifferenz  wird  hierdurch  in  Djn  pro  qcm  gegeben,  wenn  man 
alles  in  C-G-S-Einheiten  ausdrückt. 

Das  in  diesem  Paragraphen  Gesagte  gilt  im  wesentUchen 
auch  f&r  Gktse;  außerdem  bestehen  die  Druckdifferenzen  nicht 
allein  bei  der  Bewegung  in  Bohren^  sondern  es  findet  sich 
überhaupt  auf  dem  Wege  einer  Flüssigkeitsmasse  oder  einer 
Gasmasse  immer  da  der  kleinste  Drucke  wo  sich  dieser  Weg 
verengt 

Zu  den  Erscheinungen,  welche  hierdurch  ihre  Erklärungen 
finden,  gehören  die  folgenden. 

a)  Eine  Scheibe  ab  (Fig.  199)  hat  in  der  Mitte  eine  Öff- 
nung, in  welcher  die  Röhre  o  steckt;  in  geringem  Abstand  von 
ab  wird  eine  zweite  Platte  de  gehalten.     Ein  kräftiger  Lufb- 

strom  durch  die  Röhre  in  der  Richtung 
des  Pfeils  bewirkt  nun,  wenn  die  Um- 
stände richtig  gewählt  werden,  daß  sich 

h      die  Scheibe  de  der  Scheibe  ab  nähert. 

■^ ß      Die  Luft^  welche  aus  der  Röhre  kommt, 

Fig.  199.  breitet   sich   nämlich   über   den  ganzen 

Raum  zwischen  den  Scheiben  aus;  bei 
dieser  Erweiterung  des  Weges  muß  der  Druck  zunehmen,  und 
da  nun  am  Umfang  der  Atmosphärendruck  herrscht,  findet  sich 
überall  zwischen  den  Scheiben  und  namentlich  in  der  Mitte  ein 
kleinerer  Druck.  Der  Druck  der  äußeren  Luft  gegen  die 
Unterseite  von  de  bringt  die  Erscheinung  hervor. 

b)  Wird  ein  Luftstrom  aus  der  kegelförmig  zugespitzten 
Röhre  ab  (Fig.  200)  herausgetrieben,  so  breitet  er  sich  n'ach 
dem  Ausströmen  sofort  über  einen  größeren  Raum  aus.  Bei 
bj  wo  der  Strom  die  engste  Stelle  des  Weges  passiert,  ist  der 
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Fig.  200. 


kleiner  als  in  der  umgebenden  Luft;  dadurch  kann  in 
3hre  g,  die  in  einem  Gefäß  mit  Flüssigkeit  steht;  diese 
e  aufgesogen  werden,  selbst  so  weit,  daß 
3  obere  Ende  erreicht  imd  in  Tropfen 

den  Lufbstrom  mitgerissen  wird. 
Von  solchen  Saugwirkungen  wird  ftlr 
iedene  Zwecke  Gebrauch  gemacht;  die 
jste  Anwendung  ist  wohl  die  von  Giffard 
ene  Speisepumpe  [Injektor)  für  Dampf- 
Aller  Einzelheiten  entkleidet,  ist 
Apparat  in  Fig.  201    abgebildet.    AB 

Seitenwand  des  Dampfkessels,  in  welchem  das  Wasser 
steht  Wird  der  Hahn  K  geöfl&iet,  so  entweicht  der 
'  aus  der  fiöhre  a,  die  kegel- 

ausläuft.  In  dem  Raum  b 
it  infolgedessen  eine  Luft- 
nung,  wodurch  das  Speise- 
durch  die  Röhre  c  aus 
Reservoir  angesogen  wird; 
Wasser  endlich  wird  durch 
US    a    kommenden    Dampf, 

beim  Zusammentreffen  zu 
;keit  verdichtet,  in  die  Röhre 
:erissen  und  mit  so  großer 
Bindigkeit  gegen  das  Ventil  e 
en,  daß  es  dieses  öfihet  und 
Dampfkessel  kommt.  Schließt 
r,  so  wird  durch  den  Druck 
3sel  auch  e  geschlossen. 

IS  eigentümliche  dieser  Wirkung  besteht  darin,  daß  sich  ein 
von  dem  Dampfraum  nach  einer  Stelle  bewegt,  wo  der  Druck 
ch  oder  eigentlich  noch  etwas  höher  ist.  Dies  ist  nur  deshalb 
,  weil  erst  eine  Stelle  von  geringerem  Druck,  nämlich  b  erreicht 
d  weil  der  Stoff  in  den  Dampfkessel  in  einem  anderen  Aggregat- 
zurückkehrt, als  er  beim  Verlassen  desselben  hatte.  In  Beruh- 
it  dem  kälteren  Wasser  verdichtet  sich  der  Dampf  zu  Wasser, 
n  in  §  170  angeführten  Satz  über  den  Schwerpunkt  folgt,  daß 
Nasser  dieselbe  Greschwindigkeit  hat  wie  der  Dampf,  und  wir  be- 

also  einen  Wasserstrahl  von  großer  Geschwindigkeit.  Da  nun 
sser  eine  viel  größere  Dichte  hat,  als  der  Dampf,  so  ist  diese 
ndigkeit   mehr   als   hinreichend,   um    den   Druck   des  Wassers 
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im  Kessel  zu  überwinden  (§  208,  h  and  6)  nnd  es  kann  sogar  ein  Teil 
der  kinetischen  Energie  dazu  verbraucht  werden,  um  auch  dem  auf- 
gesogenen Wasser  die  erforderliche  Geschwindigkeit  zu  geben. 

§  212.  Draokdifferenzen  bei  der  Bewegrnng  in  einer  verti- 
kalen Röhre.  Aus  einem  Gefäß,  welches  mit  einer  yertikal 
nach  unten  gehenden  Röhre  versehen  ist,  strömt  oft  eine 
Flüssigkeit  als  eine  zusammenhängende  Säule  aus,  welche  die 
ganze  Röhre  füllt.  Ist  diese  letztere,  wie  wir  annehmen  wollen, 
überall  gleichweit,  so  muß  die  Flüssigkeit  die  Geschwindig- 
keit, mit  der  sie  in  die  Röhre  kommt,  beibehalten,  und  dies 
ist  nur  möglich,  wenn  die  gesamte  Kraft,  welche  auf  ein  Ele- 
ment wirkt,  Null  ist.  Der  Druck  reguliert  sich  daher  so,  daß 
für  jeden  Teil  der  Säule  aus  dem  Druck  an  der  Oberseite  mid 
der  Unterseite  eine  Kraft  entspringt,  welche  das  Gewicht  auf- 
hebt; dazu  muß  der  Druck  nach  oben  abnehmen.  Die  Druck- 
differenzen müssen  ebenso ffroß  sein  tote  in  dem  Falle,  daß  äk 
Flüssigkeit  in  emer  unten  gesMossenen  Bohre  ruht,  denn  auch 
dann  wird  jedes  Element  durch  die  Druckdifferenz  zwischen 
der  Oberseite  und  der  Unterseite  getragen.  Zwischen  den 
beiden  Fällen  besteht  aber  der  Unterschied,  daß  in  der  ge- 
schlossenen Röhre  am  unteren  Ende  ein  Druck  herrscht, 
welcher  den  Atmosphärendruck  übertrifft,  während  beim  Aus- 
strömen der  Flüssigkeit  der  Druck  unten  gleich  dem  Luft- 
druck ißt  und  an  der  Spitze  der  Röhre  einen  kleineren  Wert  hat 

Man  kann  sich  die  Entstehung  dieser  Druckdifferenz  in 
folgender  Weise  vorstellen.  Wenn  für  einen  Augenblick  überall 
in  der  Röhre  derselbe  Druck  herrschte,  so  würde  die  Be- 
wegung der  Flüssigkeitsteilchen  durch  die  Wirkung  der  Schwer- 
kraft beschleunigt  werden.  Nach  kurzer  Zeit  würden  die  Teil- 
chen, welche  sich  weiter  unten  in  der  Röhre  befinden  und  also 
einen  längeren  Weg  durchlaufen  haben,  eine  größere  Ge- 
schwindigkeit bekommen  haben  als  diejenigen,  welche  weiter 
oben  liegen.  Das  Flüssigkeitsvolum,  welches  dazwischen  liegt, 
wird  also  etwas  vergrößert  und  der  Druck,  welcher  in  demselben 
herrscht,  etwas  verkleinert  werden.  Die  Druckdifferenzen, 
welche  auf  diese  Weise  entstehen,  werden  so  lange  zunehmen, 
bis  die  Geschwindigkeit  überall  in  der  Röhre  gleichgroß  ge- 
worden ist,  was  nur  möglich  ist,  wenn  die  Wirkung  der  Schwer- 
kraft durch  die  entstandenen  Druckdifferenzen  aufgehoben  wird. 
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Die  Elmiedrigimg  des  Druckes  am  oberen  Ende  der  Röhre 
ist  um  so  größer,  je  länger  die  Röhre  ist;  da  der  Druck  nicht 
immer  kleiner  und  kleiner  werden  kann,  muß  bei  fortwährender 
Verlängerung  der  Röhre  endlich  der  Zusammenhang  der  Säule 
unterbrochen  werden,  so  daß  sie  sich  in  Tropfen  auflöst. 

Wir  wollen  uns  jedoch  auf  den  Fall  einer  zusammen- 
hängenden Flüssigkeitssäule  beschränken.  Wird  das  obere  Ende 
der  Röhre  mit  einem  Gefäß  verbunden,  welches  mit  Luft  gefüllt 
ist,  so  wird  diese  so  lange  aus  demselben  weggesogen  und  durch 
die  Flüssigkeit  mitgenommen  werden,  bis  der  Druck  im  Gefäß 
gleich  dem  Druck  oben  in  der  Röhre  ist.  Auf  diesem  Prinzip 
beruhen  einige  Wasser-  und  Quecksilberpumpen.  Es  ist  klar, 
daß  bei  diesen  Apparaten,  wenn  man  ein  ziemlich  gutes  Va- 
kuum erzielen  will,  die  Röhre  für  Wasser  etwas  über  10  m 
und  für  Quecksilber  ungefähr  76  cm  lang  sein  muß. 

Man  wird  nun  leicht  einsehen,  daß  durch  das  Anbringen 
einer  vertikalen  Röhre  unter  der  Öfi&iung  ah  von  Fig.  197 
(S.  323)  die  Ausfiußgeschwindigkeit  zunimmt;  dadurch  wird  näm- 
lich der  Druck  in  ab  kleiner  als  er  vorher  war.  Man  kann 
übrigens  auch  das  untere  Ende  der  Röhre  als  die  Ausfluß- 
öffiiung  betrachten,  so  daß  man  in  der  Formel  (1)  für  h  eine 
größere  Höhe  nehmen  muß  als  in  §  209. 

Endlich  bemerken  wir  noch,  daß  auch  eine  Flüssigkeit, 
die  in  gesonderten  Tropfen  durch  eine  vertikale  Röhre  fällt, 
am  oberen  Ende  derselben  eine  Saugwirkung  ausübt,  wenigstens 
wenn  die  Tropfen  die  Röhre  vollständig  abschließen.  Jeder 
Tropfen  wirkt  als  ein  Kolben  und  nachdem  er  beim  Herab- 
gleiten bewirkt  hat,  daß  aus  einem  mit  der  Röhre  verbundenen 
Gefäß  etwas  Luft  zuströmt,  kann  ein  zweiter  Tropfen  diese 
Luft  abschließen  und  vor  sich  austreiben. 

§  213.  Bewegung  von  Flüssigkeiten  durch  enge  Eöhren, 
Mne  Flüssigkeit  kann  sich  niemals  einen  festen  Körper  entlang  6e- 
wegen,  ohne  daß  dieser  eine  gewisse  Beibu/ng  auf  sie  ausübt;  außer^ 
demfh  besteht  eine  solche  Kraft  xurlschen  den  Teilen  der  Flüssigkeit, 
die  sich  gegeneinander  verschieben.  Um  von  dieser  letzteren  Kraft, 
der  sogenannten  inneren  Beibung  (Viskosität)  eine  Vorstellung 
zu  bekommen,  denken  wir  uns  zwei  Flüssigkeitsschichten  Ä 
und  B  (Fig.  202),  die  sich  parallel  zur  Grenzfläche  V  beide 
nach  rechts  bewegen,  aber  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten. 
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Die  Schicht  Ä,  welche  am  schnellsten  strömt,  wird  dann  darch 
die  andere  zurückgehalten,  aber  sie  strebt  umgekehrt  diese 
mitzuftihren.     Die  gleichen  und  entgegengesetzten  Kräfte,   die  sie 

A  ^  parallel   xu    V  aufeinander  aumhen,   haben 

bei  jeder  Flüssigkeit  bei  einer  gegebenen  Öe- 

^ *-  schwindigkeitsdifferenx  einen  bestimmten  Wert 

Fig.  202.  pro  Flächeneinheit,  so  daß  für  jede  Flüssig' 

keit  ein  Koeffizient  (Reibungskoeffizient)  ein- 
gefuhrt  werden  kann,  vermittelst  dessen  die  Kräfte  in  jedem  Ml 
angegeben  werden  können.  Setzt  man  diese  Kräfte  mit  dem  nor- 
malen Druck  zwischen  A  und  B  zusammen,  so  ergibt  sich,  daB 
die  Gesamtwirkung  zwischen  den  Schichten  gegen  V  schief  ge- 
richtet ist,  etwas  worauf  bereits  in  §  201  hingedeutet  wurde. 

Aus  den  Beobachtungen  hat  man  abgeleitety  daß  bei  der  Bewegung 
einer  Flüssigkeit  durch  eine  Röhre  in  den  meisten  Fällen  die  äußerste 
Flüssigkeitsschicht  durch  die  Wand  vollständig  festgehalten  unrd.  Diese 
Schicht  übt  dann  auf  eine  folgende  Schicht  eine  verzögernde 
Wirkung  aus,  diese  wieder  auf  eine  dritte  weiter  nach  innen 
liegende,  usw.  Schließlich  bewegen  sich  diejenigen  Schichten 
am  schnellsten,  welche  von  der  Wand  am  weitesten  entfernt 
sind.  Teilt  man  die  Flüssigkeitssäule  in  einer  Röhre  von 
kreisförmigem  Querschnitt  durch  eine  große  Anzahl  von  Zylinder- 
flächen, die  mit  der  Wand  der  Röhre  die  Achse  gemein  haben, 
in  ein  volles  Zylinderchen  in  der  Mitte  und  eine  Anzahl  in- 
einander passender  Hohlzylinder  um  dieses  herum,  so  kann 
man  sich  leicht  vorstellen,  wie  diese  Teile  der  Flüssigkeit, 
jeder  mit  seiner  eigenen  Geschwindigkeit,  fortgeschoben  werden. 
Jeder  Hohlzylinder  der  Flüssigkeit  erleidet  dabei  sowohl  an 
der  Innenseite  als  auch  an  der  Außenseite  eine  Reibung,  aber 
eine  nähere  Betrachtung  lehrt,  daß  die  Reibung  an  der  Außen- 
seite, die  der  Bewegung  entgegengesetzt  gerichtet  ist,  die  Rei- 
bung an  der  Innenseite  übertrifiFt,  und  daß  also  für  jeden 
Hohlzylinder  die  Reibung  an  beiden  Seiten  zusammengenommen 
sich  der  Bewegung  widersetzt. 

Es  muß  nun,  auch  wenn  die  Röhre  überall  gleich  vmt  und 
also  die  Bewegung  eines  jeden  Teilchens  gleichförmig  ist,  ein  Drack- 
unterschied  bestehen,  um  die  Bewegumg  wo  unterhalten. 

Es  seien  (Fig.  203)  A  und  B  zwei  durch  die  Röhre  ah 
verbundene  Gefäße,  in  denen  in  der  einen  oder  anderen  Weise 
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Fig.  203. 


i^lüssigkeit   auf  konstanten   Höhen    8^    und   S^   gehalten 
so  daB  eine  stationäre  Bewegung  entsteht    Man  kann 

unterscheiden:  den  Druck  p^  im  Gefäß  A^  nahe  bei  der 

Qg  der  Röhre^  den  Druck  p^  in  der  Röhre  nahe  bei  a  und 

ätn  derjenigen  Stelle,  wo 

die  Flüssigkeitsteilchen 

[en   Geschwindigkeiten, 

ie    weiter    beibehalten^ 

el   zur  Achse   von   ah 

en,   femer   den  Druck 

lerhalb  der  Röhre  nahe 
unmittelbar  bevor  die 

en  beim  Austreten  die 

windigkeiten      ändern, 

h  den  Druck  'p^  in  B^ 

bei    der    Mündung   der    Röhre.     Dann   wird  durch  die 

3nz  ^j  --i?i'  die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  hervoiv 

jht,   durch   die   Differenz  ^/  —  i^a'   unterhalten,   endlich 
die  Differenz  'p^  —V^   wieder  vernichtet. 

lei  sehr  engen  (kapillaren)  und  nicht  zu  kurzen  Röhren 

n  die  Geschwindigkeit  so  klein  und  die  Reibung  so  be- 

id,  daß  wir  die  Differenzen  p^  —  i?/  und  p^  --p^  gegen- 

Pi'  —  p^   vernachlässigen    und    also   annehmen    können, 

fe  gesamte  Druckdifferenz  7mr  Ühenoindung  der  Beibung  in 

ihre  dient. 

US  der  Beobachtimg  hat  sich  ergeben,  daß  bei  Bohren,  welche 
Bedingung  genügen,  das  Volu/m  Flüssigkeit,  welches  in  der 
heit  durch  einen  Querschnitt  geht,  also  das  was  wir  die 
ß^'  oder  „Intensität^'  des  Stromes  nennen  können,  der  Druck- 
\x  zwischen  den  Enden  proportional  ist.  Bezeichnet  man 
die  Druckdifferenz,  welche  erforderlich  ist,  um  einen 
von  der  Stärke  1  durch  die  Röhre  gehen  zu  lassen, 
teht  also  in  jedem  anderen  Fall  zwischen  der  Stärke  i 
3m  Druckunterschied  die  Beziehung 


Pi-V2^ 


^r, 


Pi  -Pi 


(2) 
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Die  Größe  r  ist  am  so  größer ,  je  schwerer  die  Bohre  die 
Flüssigkeit  durchläßt,  und  kann  daher  als  Maß  für  den  Wider- 
stand dienen,  den  die  Flüssigkeit  in  der  Röhre  zu  überwinden 
hat,  oder  selbst  der  Widerstand  genannt  werden. 

Will  man  die  Widerstände  zweier  Bohren  miteinander 
vergleichen,  so  kann  man  sie  so  verbinden,  daß  ein  Flüssig- 
keitsstrom nacheinander  durch  beide  hindurchgehen  muß,  und 
dann  den  Druck  am  Anfang  der  ersten  Bohre,  an  der  Verbin- 
dungsstelle und  am  Ende  der  zweiten  messen,  was  sich  in  der 
Weise  ausführen  läßt,  daß  man  in  diesen  Punkten  aufrecht- 
stehende Bohren  anbringt  und  beobachtet,  wie  hoch  die  Flüssig- 
keit in  ihnen  steigt  Sind  die  drei  Drucke,  nachdem  der 
Strom  stationär  geworden  ist,  p^,  p^  und  p^,  so  sind  p^  ^p^ 
und  p^  —;?3  die  Druckdifferenzen,  die  in  den  beiden  Bohren 
für  denselben  Strom  erfordert  werden;  diesen  Größen  sind 
also  die  Widerstände  propoiüonal. 

Hat  die  Bohre  in  Fig.  203  überall  denselben  Querschnitt, 
so  ist  der  Druck  in  der  Mitte  genau  das  Mittel  zwischen  den 
Drucken  an  den  Enden,  so  daß  in  einer  Bohre  ed  die  Flüssig- 
keit einen  Punkt  erreicht,  der  in  der  Mitte  zwischen  den 
beiden  Ebenen  S^  und  S^  liegt  Da  nämlich  die  beiden 
Hälften  der  Bohre  gleiche  Widerstände  haben,  muß  der  Druck 
von  a  bis  o  um  ebensoviel  abnehmen  als  von  o  bis  b. 

Zugleich  ergibt  sich  nun  aber,  daß  der  Widerstand  der 
ganzen  Bohre  a  b  doppelt  so  groß  ist,  als  der  Widerstand  der 
halben  Bohre  a  c,  denn  derselbe  Flüssigkeitsstrom  erfordert  bei 
dieser  letzteren  eine  halb  so  große  Druckdifferenz  als  bei  der 
ersten.  Im  allgemeinen  ist  der  Widerstand  einer  Röhre  der  Länge 
derselben  proportional;  umgekehrt  proportional  der  Länge  ist  also 
die  Flüssigkeitsmenge,  die  bei  einer  gegebenen  Dmckdifferenz  durch 
eine  Röhre  strömt. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  daß  in  Mg,  203  der  Druck 
alknählich  von  a  nach  b  sinkt,  so  daß  er,  wenn  m/m  v/m  gleiche 
Strecken  fortschreitet,  jedesmal  gleichviel  abnimmt,  und  daß  übet' 
haupt  dies  letztere  der  Fall  ist,  wenn  die  Teile  der  Röhre  zwischen 
einer  Reihe  von  Punkten  alle  denselben  Widerstand  hohen. 

Außer  V071  der  Länge  hängt  der  Widerstand  einer  Röhre  noch 
von  dem  Querschnitt  und  von  der  Natur  der  Flüssigheit  ab;  naXur- 
lieh  wird  er  kleiner,   wenn  der  Querschnitt  der  Röhre  größer  wird. 
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Durch  theoietiBche  Betrachtungen  hat  man  für  die  Stärke  des 
Flüssigkeitsstromes,  d.  h.  für  das  in  der  Zeiteinheit  durch  einen  Quer- 
Bchnitt  strömende  Volum  den  folgenden  Ausdruck  gefunden: 


Sfil 


(8) 


(Gresetz  von  Poiseuille).  In  diesem  Ausdruck  ist  l  die  Länge  der 
Bohre,  a  der  Badius  des  Querschnittes  und  (i  der  Reibungskoeffizient 
der  Flüssigkeit,  dessen  Bedeutung  in  folgender  Weise  näher  angegeben 
werden  kann.  Wenn  in  dem  Fall  von  Fig.  202  in  der  Nähe  der 
Fläche  V  die  nach  rechts  gerichtete  G^chwindigkeit  aümählich  von 
unten  nach  oben  zunimmt  (die  Veränderung  der  Geschwindigkeit  von 
einem  Punkte  zum  anderen  findet  tatsächlich  immer  allmählich  statt), 
und  zwar  so,  daß  die  Differenz  der  Geschwindigkeiten  in  zwei  Ebenen, 
Yon  denen  die  eine  1cm  über  der  anderen  liegt,  lern  pro  Sekunde 
beträgt,  so  bedeutet  fi  die  Kraft  in  Djn  und  pro  Quadratzentimeter, 
welche  die  Flüssigkeit  auf  der  einen  Seite  der  Fläche  V  auf  die  Flüssig- 
keit auf  der  anderen  Seite  ausübt. 

Experimentelle  Untersuchungen  haben  die  in  der  Formel  (8)  ent- 
haltenen Gesetze  bestätigt 

Die  Formel  (2)  setzt  uns 
in  den  Stand,  verschiedene  Auf- 
gaben über  die  Bewegung  durch 
enge  Bohren  zu  lösen. 

a)  Angenommen,  die  Röhre 
Ä  (Fig.  204)  teile  sich  in  die 
beiden  Zweige  B  imd  (7,  die 
sich  bei  Q  wieder  vereinigen, 

Es  sei  \  die  Stromstärke  in  B,  i^  die  in  (7,  r^  der  Widerstand 
des  ersten,  x^  der  des  zweiten  Zweiges,  endlich  p  der  Druck 
in  P,  p   der  in  0.    Man  hat  dann 


also 


Will  man  zwischen  P  und  0  eine  einzige  Röhre  einschalten, 
die  bei  einem  bestimmten  Wert  von  ^  —  i?'  allein  ebensoviel 
Flüssigkeit  durchläßt  wie  B  und  C  zusammen,  so  wird  der 
Widerstand  x  derselben  bestimmt  durch 


Fig  204. 
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z  = 


—      M  ^t 


n  +^t 


b)  Wir  können  in  einer  Eöhre  mit  dem  Widerstand  r 
einen  Flüssigkeitsstrom  hervorbringen,  wenn  wir  die  Eöhre 
zwischen  zwei  zylindrische  Gefäße  bringen  und  auf  Kolben,  die 
in  diese  Gefäße  passen,  die  äußeren  Drucke  ^^  und  p^  ausüben. 
Wir  müssen  dann  (§  207,  c)  pro  Zeiteinheit  die  Arbeit  {Pi—p^)i 
verrichten,  wofür  wir  i^r  schreiben  können,  um  diesen  Be- 
trag muß  die  Energie  des  Systems  zunehmen,  und  dabei  kann 
jetzt  nur  von  der  Wärmeentwickelung  in  den  aneinander- 
reibenden  Flüssigkeitsschichten  die  Eede  sein.  Die  Wärme- 
menge, welche  in  der  Sekunde  entsteht,  ist  also 

t«r 

W  =  — =r- 

U 

[E  ist  das  mechanische  Wärmeäquivalent). 

Zu  demselben  Eesultat  kommt  man,  wenn  man  in  dem 
Fall  von  Fig.  203  auf  die  Veränderung  der  potentiellen 
Energie  achtet. 

Zum  Schluß  bemerken  wir  noch,  daß  das  in  diesem 
Paragraphen  Gesagte  auch  größtenteils  für  Gase  gilt;  nur  werden 
hier  durch  die  Veränderungen  der  Dichte  die  Erscheinungen 
etwas  verwickelter. 

§  214.  Einfluß  der  inneren  Beibung  auf  andere  Be- 
wegxmgserscheinungen.  Nicht  allein  beim  Strömen  durch 
Eöhren,  sondern  überhaupt  bei  jeder  Bewegung  einer  Flüssig- 
keit bemerkt  man  den  Einfluß  sowohl  der  inneren  Reibung 
zwischen  den  verschiedenen  Flüssigkeitsschichten  als  auch  der 
Kräfte,  mit  denen  die  Flüssigkeit  und  feste  Körper,  die  sie 
berührt,  aufeinander  wirken.  Man  kann  annehmen,  wenigstens 
in  den  meisten  Fällen,  daß  infolge  dieser  letzteren  Kräfte  die 
Flüssigkeitsschicht,  welche  in  unmittelbarer  Berührung  mit 
einem  festen  Körper  ist,  in  Euhe  bleibt,  wenn  dieser  stillsteht, 
und  andernfalls  die  Bewegungen  desselben  mitmacht 

Wir  betrachten  z.  B.  einen  kugelförmigen  festen  Körper 
der  sich  in  einer  Flüssigkeit  befindet;  diese  Flüssigkeit  teilen 
wir  durch  Kugelflächen,  die  mit  der  festen  Kugel  konzentrisch 
sind,    in    unendlich    dünne    Schichten.     Wird    nun   der  feste 
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Körper  um  einen  Darchmesser,  etwa  um  den  vertikalen  Durch- 
messer gedreht^  so  reißt  er  die  innerste  Flüs^igkeitsschicht 
mit;  diese  übt  eine  ähnliche  Wirkimg  auf  die  folgende  Flüssig- 
keitsschicht aus  usw.,  so  daß  schließlich  alle  Schichten  um 
eine  vertikale  Achse  rotieren,  aber  mit  Winkelgeschwindig- 
keiten, die  nach  außen  hin  fortwährend  abnehmen.  Während 
nun  die  Engel  in  dieser  Weise  die  Flüssigkeit  mitreißt,  wird 
sie  selbst  in  ihrer  Bewegung  gehemmt.  Die  Folge  davon  ist, 
daß  man,  um  die  Kugel  in  Bewegung  zu  halten,  fortwährend 
ein  Kräftepaar  auf  sie  einwirken  lassen  muß,  und  daß,  wenn 
man  dies  nicht  tut,  die  Bewegung  nach  und  nach  aufhört. 
Drehende  Schwingungen,  die  bestehen  können,  wenn  die  feste 
Kugel  mit  einem  Punkte  ihrer  Oberfläche  an  einem  Faden 
aufgehängt  ist,  werden  auf  diese  Weise  gedämpft. 

Etwas  ähnliches  gilt  auch  von  Körpern  von  anderer  Form, 
z.  B.  von  einer  kreisförmigen  Scheibe,  die  in  horizontaler  Lage 
mit  ihrem  Mittelpunkt  an  einem  Faden  aufgehängt  ist  und 
von  einer  Flüssigkeit  umgeben  wird. 

Es  verdient  ferner  bemerkt  zu  werden,  daß  die  Bewegung, 
die  durch  einen  festen  Körper  einer  Flüssigkeit  erteilt  wird, 
durch  diese  auf  einen  anderen  festen  Körper  übertragen  werden 
kann.  Befinden  sich  z.  B.  in  einer  Flüssigkeit  zwei  horizontale 
kreisförmige  Scheiben,  deren  Mittelpunkte  auf  derselben  ver- 
tikalen Linie  liegen,  so  wird  die  Drehung  der  einen  Scheibe 
um  diese  Linie  zur  Folge  haben,  daß  sich  die  andere  in  der- 
selben Weise  in  Bewegung  setzt. 

Die  Reibung  gibt  auch  zu  einem  Widerstand  Veranlassung, 
wenn  sich  ein  fester  Körper  durch  eine  Flüssigkeit  fortbewegt. 
Auf  die  Art  und  Weise,  wie  sich  in  diesem  Fall  die  Flüssig- 
keit bewegt,  können  wir  hier  nicht  näher  eingehen.  Wir  be- 
merken nur,  daß  die  Untersuchung  aller  in  diesem  Paragraphen 
erwähnten  Erscheinungen,  sowie  der  Strömung  durch  Röhren  ge- 
zeigt hat,  daß  die  Größe  der  vorkommenden  Geschwindigkeiten, 
z.  B.  die  Größe  der  Geschwindigkeit  eines  festen  Körpers  oder  die 
Größe  der  mittleren  Geschwindigkeit  eines  Flüssigkeitsstroms 
einen  großen  Einfluß  hat.  Bei  hinreichend  kleinen  Geschwindig- 
keiten sind  die  Erscheinungen  verhältnismäßig  einfach;  für  die 
Bewegung  in  Röhren  gelten  dann  die  oben  besprochenen  Gesetze, 
und  der  Widerstand,    der  auf  einen  festen  Körper  wirkt,   ist 
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proportional  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  er  rotiert  oder 
fortschreitet  Bei  größeren  Geschwindigkeiten  wird  alles  kom- 
plizierter. In  der  Flüssigkeit  entstehen  unregelmäßige  drehende 
Bewegungen,  und  der  Widerstand,  den  eine  Röhrenwand  einem 
Flüssigkeitsstrom  oder  eine  Flüssigkeit  der  Bewegung  eines 
festen  Körpers  entgegensetzt,  nimmt  schneller  zu  als  die 
Geschwindigkeiten  selbst 
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Eigenschaften  der  Gase. 

§  215.  BoylescheB  Gesetz.  Die  experimentelle  Unter- 
suchung der  Eigenschaften  der  gasformigen  Körper  hat  zu- 
nächst den  Zweck,  den  Zusammenhang  kennen  xu  lernen,  welcher 
zunschen  dem  Drucke  der  Temperaiur  und  dem  Volirni  besteht. 
Dabei  kann  man  eine  dieser  Größen  unverändert  lassen.  Man 
kann  also  untersuchen,  wie  sich  bei  konstanter  Temperatur 
das  Volum  mit  dem  Druck  ändert  (Untersuchung  der  Zusammen- 
drückbarkeit)  wie  sich  bei  konstantem  Druck  ein  Gas  bei  Er- 
wärmung ausdehnt,  und  endlich,  wie  in  einem  Gas  von  un- 
veränderlichem Volum  der  Druck  steigt,  wenn  die  Temperatur 
erhöht  wird.  Bei  allen  diesen  Fragen  ist  es  einerlei,  ob  man 
von  dem  Druck  spricht,  den  das  Gas  von  außen  erleidet,  oder 
von  demjenigen,  den  es  selbst  ausübt  (Spannkraft). 

Die  zahlreichen  Versuche,  welche  man  zur  Bestimmung 
der  Zhisammendrückharkeit  gemacht  hat,  haben  das  miteinander 
gemein^  daß  das  Gas  in  einem  gläsernen  Gefäß  durch  Queck- 
silber abgesperrt  war,  welches  entweder  durch  den  Druck  einer 
Quecksilbersäule  oder  durch  eine  Druckpumpe  in  daß  Gefäß  hin- 
eingetrieben werden  konnte.  Will  man  das  erste  Mittel  benutzen, 
so  kann  der  Apparat  z.  B.  aus  einer  vertikal  stehenden  U-Röhre 
mit  ungleichen  Schenkeln  bestehen,  von  denen  der  kürzere  ge- 
schlossen und  der  längere  offen  ist.  Das  Gas  befindet  sich 
in  dem  ersteren  Schenkel  über  einer  in  die  Bohre  gegossenen 
Menge  Quecksilber;  dadurch,  daß  man  in  dem  anderen  Schenkel 
Quecksilber  zugießt,  kann  das  Gas  komprimiert  werden. 

Nach  dem  Gesetz  von  Boyle  (1661)  ist  nun,  solange  die 
Temperatur  unverändert  bleibt,  das  Volum  eines  Gases  dem  Druck, 
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unter  dem  es  sich  befindet,  umgekehrt  proportional,   oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  die  Spannkraft  der  Diciäe  proportional. 

Kein  Gas  befolgt  das  Gesetz  vollkommen;  es  bestehen 
Abweichungen,  die  desto  bedeutender  sind,  je  höher  die 
Drucke  sind,  bei  denen  man  experimentiert.  Bei  Gasen  wie 
Luft  und  Wasserstoff  kann  man  bei  Drucken,  die  nicht 
vielmal  größer  sind  als  der  Atmosphärendruck,  von  den 
Abweichungen  absehen;  wir  werden  das  in  diesem  Kapitel 
immer  tun. 

§  216.  Luftpumpe.  Mit  Anwendung  des  Boyleschen 
Gesetzes  kann  man  die  Dmckverminderung  berechnen,  die  man 
durch  die  gewöhnliche  in  Fig.  205  schematisch  dargestellte 
Luftpumpe  erhält.  Der  Bezipient  R,  aus  welchem  die  Luft 
entfernt  werden  muß,  steht  durch  die  Bohre  B  in  Verbindung 

mit  dem  Zylinder  C,  in  welchem 
der  luftdicht  schließende  Kolben 
Z  auf-  und  niederbewegt  wird; 
bei  a  und  b  befinden  sich  Ventile, 
die  sich  nach  oben  öffnen.  Geht 
der  Kolben  nach  oben,  so  ist 
das  Ventil  b  geschlossen,  sowohl 
durch  sein  Gewicht  und  durch 
eine  Feder  als  auch  durch  den 
Druck  der  äußeren  Luft;  dagegen 
wird  durch  einen  geeigneten  Mechanismus  a  geöffnet.  Eine 
gewisse  Menge  Luft  strömt  dann  aus  B  nach  C.  Sobald  der 
Kolben  nach  unten  geht,  wird  a  geschlossen,  und  nun  hat 
alsbald  die  Luft  unter  dem  Kolben  hinreichende  Spannkraft, 
um  b  zu  öffnen  und  nach  außen  zu  entweichen. 

Die  untere  Fläche  des  Kolbens  muß  sich  so  gut  wie  möglich 
an  die  Bodenfläche  des  Zylinders  anschließen.  Li  dem  kleinen 
„schädlichen  Baum",  der  unter  dem  Kolben  in  seiner  tiefsten 
Stellung  übrigbleibt,  befindet  sich  nämlich  Luft  von  1  Atmo- 
sphäre Spannung,  und  es  ist  leicht  einzusehen,  daß  hierdurch 
der  Verdünnung  in  E  eine  Grenze  gesetzt  wird. 

Ein  derartiger  schädlicher  Baum  kommt  nicht  vor  bei 
der  Quecksilherluftpumpe ,  mit  der  man  daher  auch  viel  höhere 
Verdünnungen  erreichen  kann  als  mit  den  gewöhnlichen  Luft- 
pumpen.    Man  denke  sich,  um  eine  Vorstellung  von  der  Wir- 
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knng  zu  bekommen,  einen  Glasballon,  der  sich  am  oberen  Ende 
einer  vertikalen  Röhre  befindet,  durch  welche  man  Quecksilber 
in  den  Ballon  emporsteigen  oder  aus  demselben  ausfließen  lassen 
kann.  Dieser  Ballon  muß  mit  dem  Bezipienten,  aus  welchem  man 
die  Luft  entfernen  will,  in  Verbindung  gebracht  werden  können, 
nnd  außerdem  muß  ein  Ausweg  angebracht  sein,  durch  den 
Luft  aus  dem  Ballon  ausgetrieben  werden  kann.  Die  beiden 
Wege  werden  auf  die  eine  oder  andere  Weise  in  geeigneten 
Augenblicken  geöffnet  und  geschlossen,  und  zwar  so,  daß  beim 
Ausfließen  des  Quecksilbers  aus  dem  Ballon  Luft  aus  dem 
Bezipienten  zuströmt  und  daß  diese 
Luft,  wenn  das  Quecksilber  steigt, 
auf  dem  soeben  erwähnten  Ausweg 
entfernt  wird.  Der  Ballon  kann  also 
mit  dem  Zylinder  einer  gewöhnlichen 
Luftpumpe  und  das  Quecksilber  mit 
dem  Kolben  verglichen  werden,  wäh- 
rend der  schädliche  Raum  vermieden 
ist,  weil  das  Quecksilber  mit  der 
ganzen  Wand  des  Ballons  in  Berüh- 
rung kommen  und  diesen  also  voll- 
ständig fällen  kann. 

Wird  das  Öfliien  und  Schließen 
der  Verbindungswege  mit  Hilfe  von 
Hähnen  bewirkt,  was  bei  den  älteren 
Quecksilberluftpumpen  der  Fall  war,  so 
wird  das  Quecksilber  stets  durch  das 
Fett,  mit  dem  die  Hähne  notwendiger- 
weise eingeschmiert  sein  müssen,  etwas 
verunreinigt,  was  die  gute  Wirkung 
beeinträchtigt.  Die  Quecksilberluft- 
pumpe von  Bessel-Hagen,  die  in 
Fig.  206  in  ihrer  einfachsten  Form 
dargestellt    ist,     und    bei    der    alle  Fig. 206. 

Hähne  vermieden  werden  können,  ist  von  diesem  Mangel  frei. 
Man  kann  hier  das  Quecksilber  in  der  Kugel  A  steigen  oder 
sinken  lassen,  indem  man  die  Kugel  JB,  die  durch  einen 
Kautschukschlauch  mit  der  Köhre  C  verbunden  ist,  nach  oben 
oder  nach  unten  bewegt.    Ist  das  Quecksilber  aus  A  bis  unter  D 
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gesunken,  so  siebte  durch  die  Bohre  Q  mit  dem  auszupumpen- 
den Kaum  in  Verbindung.  Läßt  man  das  Quecksilber  steigen,  so 
wird  dieser  Verbindungsweg  alsbald  abgesperrt,  und  die  Luft  in 
Ä  wird  durch  die  Röhre  F,  die  mit  ihrer  Öffnung  in  dem 
Quecksilbergefäß  E  steht,  nach  außen  getrieben.  Man  kann 
sich  leicht  überzeugen,  daß  die  Röhren  C,  F  und  Q  länger  sein 
mtlssen  als  76  cm. 

Ein  Glasgefäß,  welches  mit  Hilfe  der  Quecksilberluftpumpe 
luftleer  gemacht  worden  ist,  kann  dann  abgeschmolxm  werden. 
Man  kann  nämlich  die  Verbindungsröhre  an  einer  bereits 
vorher  verengten  Stelle  mit  einer  spitzen  Flamme  erhitzen. 
Sobald  das  61as  weich  geworden  ist,  drückt  die  äußere  Luft 
die  Röhre  zusammen. 

§  217.    Luftdruck  in  verschiedenen  Höhen.     Mit  Hilfe  des 
Boy  leschen  Gesetzes  kann  man  angeben,  wie  der  Druck  in  der  Atmo- 
sphäre abnimmt,  wenn  man  zu  höher  gelegenen  Punkten  über- 
geht.   Wir  setzen  dabei  voraus,  daß  die  Luft  im  Gleichgewicht 
ist  und  überall  die  Temperatur  des  schmelzenden  Eises  hat 
Es   sei  (Fig.  207)  ^j,  -4„  Jg,  A^  usw.    eine   Reihe   von 
Punkten,  die  auf  einer  vertikalen  Linie  in  Abständen  von  1  m 
,  i         voneinander  liegen.    Die  Drucke  in  diesen  Punkten  seien  (in 
Dyn  pro  Quadratzentimeter)  jOj,  p„  jOj,  p^  usw.,  und  die  Dichten 
(in  Gramm    pro  Kubikzentimeter)  d^,   c/,,   d^^  d^  usw.     Nach 
,^A         dem    Boy  leschen   Gesetz    besteht  zwischen    der   Dichte   und 
^       dem  Druck  ein  konstantes  Verhältnis  C7,  so  daß 

rfj  =  Cpi,    (i,  =  Cjo,  usw. 
^       ist. 

Aus  der  Tatsache,  daß  bei  einem  Druck  von  76  cm  und 
einer  Temperatur  von  0°  ein  Liter  Luft  eine  Masse  von  1,298  g 
M|       hat,  findet  man 
rig.207.  C=  1,275X10-». 

Der  Unterschied  zwischen  p^  und  p,  ist  nun.  gleich  dem  Ge- 
wicht einer  Luftsäule,  die  von  A^  bis  A^  reicht.  Die  Dichte  der  Luft 
zwischen  A^  und  A^  ist  nicht  überall  dieselbe,  sondern  sie  ändert  sich 
von  rfi  bis  ^2-  Wäre  sie  überall  =  rfi,  so  würde 

joj  -  P2  =  100  5r  rfj  =  100^  Cjo,,     also    p,  =  0,9998749  p».     .     (1) 
werden  •,  wäre  die  Dichte  dagegen  überall  gleich  rf,,  so  würde  man  finden 

p,  -  p,  =  100  <,  Gp„    also  p,  =  jj^^^^  ■ 

Führt  man  die  letzte  Division  aus,  so  ergibt  sich,  daß  das  Resultat  bis 
auf  7  Dezimalen  mit  (1)  übereinstimmt;  daher  können  wir  uns  weiter 
dieser  letzteren  Beziehung  bedienen. 
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Dieselben  Betrachtungen  wie   auf  die  S&ole  Äi  Ä^   können  auch 
auf  die  Säulen  Ä^Ä^  usw.  angewandt  werden;  man  kann  das  Gewicht 
von  jeder  Sftule  berechnen,  als  ob  die  Luft  über  ihre  ganze  Höhe  die- 
selbe Dichte  hätte  wie  am  unteren  Ende.    Man  findet  also 
J9,  s  0,9998749 ;>,,    p^  =  0,9998749p,  usw., 

mit  anderen  Worten,  die  Drucke  bilden  eine  geometrische  Reihe.    Auf 
einer  Höhe  von  h  Meter  wird  der  Druck 

p  =  0,9998749Äpj, 
woraus  f&r  die  Höhe  in  Metern  folgt 

h  «  18400  log  ^ . 

Auf  diese  Weise  würde  man  aus  dem  Barometerstand  auf  dem  Gipfel 
eines  Berges,  wenn  man  den  am  Meeresspiegel  gleich  76  cm  setzt,  die 
Höhe  des  Berges  ableiten  können.  In  Wirklichkeit  wird  die  Sache 
etwas  weniger  einfach,  da  die  Temperatur  nicht  0^  ist. 

§  218.  Gesetz  von  Oay-Liuisac.  Um  bei  konstantem  Druck 
die  Ausdehnung  eines  Gases  durch  die  Wärme  zu  untersuchen, 
können  wir  uns  einer  Glaskugel  bedienen,  die  mit  einer  ge- 
teilten Eöhre  versehen  ist  und  in  welcher  sich  das  zu  unter- 
suchende Gas  befindet,  und  zwar  abgesperrt  durch  eine  kleine 
Quecksilbersäule  in  der  horizontal  gerichteten  Röhre.  Dieses 
Quecksilber  verschiebt  sich  so  leicht,  daß  der  Druck  des  Gases 
immer  gleich  dem  Atmosphärendruck  ist.  Der  Einfachheit 
halber  wollen  wir  annehmen,  daß  der  Barometerstand  sich 
während  der  Dauer  der  Versuche  nicht  verändert,  und  daß 
sich  das  Gefäß  selbst  nicht  ausdehnt;  in  Wirklichkeit  muß  mit 
Eücksicht  auf  die  Volumveränderung  dieses  letzteren  eine 
Korrektion  angebracht  werden. 

Wenn  man  nun  eine  Anzahl  der  beschriebenen  Apparate, 
die  mit  verschiedenen  Gasen  gefüllt  sind,  miteinander  vergleicht, 
so  zeigt  sich,  daß  durch  dieselbe  Temperaturerhöhung  hei  allen 
Oasen  das  Volum  in  demselben  Verhältnis  x/unimmt.  Dies  ist  das 
Gesetz  von  Gay-Lussac  (1816).  Es  gilt  auch  für  den  Fall, 
daß  sich  das  Gas  unter  einem  anderen  Druck  als  dem  Atmo- 
sphärendruck befindet.  Untersucht  man  nämlich  die  Aus- 
dehnung zweimal,  einmal,  während  der  Druck  immer  gleich 
einer  Atmosphäre  ist,  und  ein  andermal,  während  er  auf  zwei 
Atmosphären  gehalten  wird,  so  nimmt  wieder  bei  einer  be- 
stimmten Temperaturerhöhung  in  beiden  Fällen  das  Volum  in 
demselben  Verhältnis  zu. 
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Wird  der  Apparat  zuerst  in  schmelzendes  Ms  gebracht  und 
dann  in  Dampf  von  Wasser,  welches  bei  einem  Barometerstand  von 
76  cm  siedet,  so  ist  die  Volumvermehrung  gleich  dem  ur^prüngUdm 
Volum  multipliziert  mit  0,366» 

Wir  können  einen  solchen  Apparat  als  Thermometer 
(Luftthermomeier)  benutzen.  Wir  setzen  zu  diesem  Zwecke  bei 
die  Punkte  der  Eöhre,  bis  zu  denen  bei  den  genannten  Ver- 
suchen die  Oasmasse  reicht,  die  Zahlen  0  und  100^  teilen  den 
Abstand  der  beiden  Punkte  in  100  gleiche  Teile  und  sagen, 
daß  die  Temperatur  t^  ist,  wenn  sich  das  Gas  bis  zu  dem 
Teilstrich  erstreckt,  bei  welchem  die  Zahl  t  steht.  Offenbar 
involviert  diese  Bestimmung  der  Temperatur,  daß  sich  das  Gas  für 
jeden  Qrad  Temperaturerhöhung  wm  gleichviel  ausdehnt 

Unter  dem  Ausdehnungskoeffizienten  versteht  man  den 
Bruch,  der  angibt,  welcher  Teil  die  Volumvermehrung  bei  P 
Temperaturerhöhung  vom  Volum  bei  0®  ist.  Ist  u  dieser 
Koeffizient,  v^  das  Volum  bei  0®  und  v^  das  Volum  bei  <^ 
so  ist 

v,^v^{\^at) (2) 

Der   Wert   des   Ausdehnungskoeffizienten   ist   nach   dem   Ge- 
sagten 

u  =  0,00366  =  ^fy. 

Mißt  man  nun  femer  die  Temperatur  mit  dem  soeben  er- 
wähnten Thermometer  und  untersucht  man  die  Ausdehnung 
von  anderen  Gasen,  so  ergibt  sich,  wegen  des  Gesetzes  von 
Gay-Lussac,  daß  auch  bei  diesen  das  Volum  f&r  jeden  Grad 
um  ^^  des  Wertes  zunimmt,  den  es  bei  0®  hat  Daher  gut 
für  alle  Oase  die  Formel  (2)  und  hat  für  alle  der  Ausdehnungs- 
koeffizient denselben  Wert, 

In  Wirklichkeit  zeigen  die  Gase  ähnliche  Abweichungen 
von  dem  Gay-Lussacschen  Gesetz  wie  von  dem  Boyleschen; 
wir  wollen  aber  auch  von  diesen  absehen. 

§  219.  Allgemeiner  Zusammenhang  zwischen  Druck,  Tem- 
peratur und  Volum.  Wie  sich  bei  unveränderlichem  Volum  der 
Druck  einer  Gasmasse  beim  Erwärmen  ändert  —  der  dritte 
Punkt,  welcher  in  §  215  erwähnt  wurde  — ,  braucht  nicht  mehr 
besonders  untersucht  zu  werden,  sondern  kann  aus  dem,  was 
wir  jetzt  wissen,  abgeleitet  werden.     Wir  nehmen  an,  daß  das 
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Sag  bei  0^  den  Druck  p^  ausübt.    Um   dann   den  Druck  p^ 
Ar  den  Fall  zu  finden^  daÜ  bei  konstantem  Volum  die  Tempera- 
tur auf  t^  gebracht  wird,   denken  wir   uns  erst^  daß  bei  der 
Erwärmung  der  Druck  konstant  gehalten  wird.    Das  Volum 
wird  dann  1  +  i^^mal  größer.    Wir  lassen  femer  die  Tempera- 
tur konstant  und  bringen   durch  Erhöhung  des  Druckes   das 
Volum  auf  den  ursprünglichen  Wert  zurück.   Nach  dem  Boyle- 
Bchen  Gesetz   muß  zu   diesem  Zweck  der  Druck   1  +  cctmal 
größer  gemacht  werden,   und  hätten  wir  gleich  bei  dem  Er- 
wärmen den  Druck  in  diesem  Maße  gesteigert,  so  würde  sich 
das  Volum  nicht  geändert  haben.    Also: 

Pi-^Poi^+^i) (3) 

Aus  diesem  Besultat  ergibt  sich,  daß  man  den  Ausdehnungs- 
koeffixienten  durch  V&rsuGhe  bestimmen  kann,  hei  denen  überhaupt 
keine  Ausdehnung  stattfindet,  nomlich 
dadurch,  daß  man  den  Druck  mißt,  den 
eine  eingeschlossene  Oasmasse  bei  ver- 
schiedenen Temperaturen  ausübt 

Hierzu  kann  z.  B.  der  in  Fig.  208 
abgebildete  Apparat  dienen.  Das 
Gas  befindet  sich  in  der  Glaskugel 
B^  die  an  die  Bohre  a  b  angeschmolzen 
ist;  diese  steht  durch  eine  Kautschuk- 
röhre G  in  Verbindung  mit  einer 
vertikalen  Röhre  D,  die  auf-  und 
niedergeschoben  werden  kann.  In 
mby  G  und  D  befindet  sich  Queck- 
silber^ durch  welches  das  Gas  ab- 
gesperrt ist,  und  man  kann  durch 
Heben  oder  Senken  von  D  bewirken, 
daß  das  Quecksilber  sowohl  bei 
niedriger  als  bei  höherer  Tempera- 
tur immer  bis  an  eine  feste  Marke  m 
reicht,  die  auf  ab  angebracht  ist. 
Aus  dem  Höhenunterschied  zwischen 
dem  Quecksilber  in  a  ^  und  dem  in^  Z),  in  Verbindung  mit  dem 
Barometerstand,  ergibt  sich  der  Druck  des  Gases.  Natürlich 
darf  man  bei  der  Berechnung   der  Versuche   die  Ausdehnung 


D 


Fig.  208. 
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des  Glases  nicht  vernachlässigen.  Daß  man,  wenn  a  bekannt 
ist,  mit  diesem  Apparat  auch  Temperaturen  messen  kann^ 
daß  er  also  als  Luftthermometer  bezeichnet  werden  kann,  ist 
leicht  einzusehen. 

Die  allgemeinste  Frage  über  die  Veränderungen  von  Druck, 
Volum  und  Temperatur  ist  die  folgende:  Wenn  unter  dem  Druck p 
und  hei  der  Temperatur  t  ein  Gas  das  Volum  v  einnimmt,  wie 
groß  ist  dann  das  Volum  v,  wenn  der  Druck  p'  und  die  Tempera- 
tur t'  tvird?  Läßt  man  erst  den  Druck  konstant  und  läßt 
allein  die  Temperatur  in  f  übergehen,  so  wird  das  Volum 
v{l  +  at')l{l  +  at).  Sodann  kann  man  bei  der  konstanten 
Temperatur  f  den  Druck  auf  jp'  zunehmen  lassen  und  hierbei 
das  Boylesche  Gesetz  anwenden.    Die  Antwort  auf  die  Frage 

ist  daher 

P    i  +  af  ,  „ 

^=V"rT^ (^^ 

Diese  Formel  findet  in  allen  Fällen  Anwendung,  in  denen 
man  die  Menge  eines  Gases  durch  Messen  des  Volums  er- 
mittelt. Man  muß  dann  auch  den  Druck  und  die  Temperatur 
beobachten  und  kann,  um  verschiedene  Resultate  vergleichbar 
zu  machen,  jede  Messung  auf  den  Druck  von  76  cm  und  die 
Temperatur  von  0^  reduzieren. 

Da  a=  1/273  ist,  kann  man  statt  (4)  schreiben 

p    273  +  ^ 

V  =  V  —. . 

p'     273  +  f 

Denkt  man  sich  nun  einen  Punkt  auf  der  Thermometer- 
skala 273^  unter  dem  Nullpunkt,  so  stellen  273  + 1  und  273  +  <' 
die  Temperaturen  vor,  die  das  Gas  nacheinander  gehabt  hat, 
wenn  man  die  Anzahl  der  Grade  von  dem  betreffenden  Punkt 
aus  zählt.  Wir  wollen  diese  Temperatur  die  absolute  nennen 
und  mit  T  und  T  bezeichnen.  Die  Gleichung  kann  dann  so 
geschrieben  werden: 

^  =  4^. (5) 

d.  h.  das  Produkt  aus  Di'uck  und  Volum,  welches  nach  dem 
Boyle sehen  Gesetz  bei  einer  bestimmten  Temperatur  konstant 
ist,  ändert  sich  proportional  der  absoluten  Temperatur, 

Daß  in  (5)  die  Beziehungen  (2)  und  (3)  enthalten  sind, 
ist  leicht  einzusehen. 
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Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  daß  in  vielen  Fällen 
das  Volum  eines  Gases ,  welches  unter  konstantem  Druck  ge- 
halten wird,  auch  dann  noch  flir  jeden  Grad  Temperatur- 
emiedrigung  um  gleich  viel  abnimmt,  wenn  die  Temperatur 
unter  0®  C.  sinkt  Dann  gilt  also  die  Formel  (2)  auch  für 
negative  Werte  von  t,  und  solange  auch  das  Boylesche  Gesetz 
angenommen  werden  darf,  gilt  die  Gleichuug  (5)  auch  für 
Werte  von  T  oder  T,  die  kleiner  als  273  sind. 

Aus  den  Gesetzen  von  Boyle  und  Gay-Lussac  kann 
man  endlich  noch  einen  wichtigen  Satz  ableiten.  Wenn  man 
zwei  Gase  betrachtet,  die  sich  unter  demselben  Druck  befinden 
und  dieselbe  Temperatur  haben,  so  kann  man  das  Verhältnis 
ihrer  Dichten  ermitteln.  Für  dieses  Verhältnis  unrd  nun  die- 
selbe Zahl  gefunden,  wenn  man  die  beiden  Körper  unier  einem 
anderen  Druck  und  bei  einer  anderen  Temperatur  miteinander  ver- 
gleicht,  wenn  man  nwr  dafür  sorgt,  daß  der  Druck  und  die  Tem- 
peratur  bei  dem  einen  Oase  ebensohoch  sind  wie  bei  dem  anderen. 
Dies  wird  immer  vorausgesetzt,  wenn  die  relative  Dichte  des 
einen  Gases  in  bezug  auf  das  andere  angegeben  wird. 

Zum  Schlüsse  bemerken  wir  noch,  daß  die  Formeln  dieses 
und  des  vorigen  Paragraphen  nur  dann  gelten,  wenn  die  Tem- 
peraturen mit  einem  Luftthermometer,  wie  das  in  §  218  be- 
schriebene gemessen  werden.  Ein  gewöhnliches  Quecksilber- 
thermometer gibt,  wie  sich  später  zeigen  wird,  nicht  immer 
dieselbe  Anzahl  von  Graden  an  wie  ein  Luftthermometer, 
wenn  auch  der  unterschied  in  der  Regel  ziemlich  gering  ist. 

Man  ist  übereingekommen,  bei  genauen  Untersuchungen  die 
Temperatfuren  immer  in  Oraden  des  Luftthermometers  anzugeben, 
und  wir  wollen  in  der  Folge  im/mer  annehmen^  daß  dies  geschieht 
Dies  schließt  nicht  aus,  daß  man  bei  den  Versuchen  ein  Queck- 
silberthermometer benutzen  kann,  wenn  dieses  nur  zuvor  mit 
einem  Luftthermometer  verglichen  worden  ist. 

§  220.  Kinetische  Ghistheorie.  Die  Annahmen  über  Mole- 
küle und  molekulare  Bewegungen,  von  denen  im  vorhergehen- 
den so  oft  die  Rede  gewesen  ist,  haben  zu  einer  vollständigen 
Theorie  über  das  Wesen  der  gasformigen  Körper  geführt; 
die  einfachen  Eigenschaften  dieser  Stoffe  erklären  sich  leicht  aus 
der  Wärmebewegung,  wenn  man  ihnen  eine  so  geringe  Dichte  xu- 
schreibt,  daß  die  Dimensionen  der  Moleküle  und  die  Entfernungen, 
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auf  welche  zwei  Teilchen  merklich  aufeinander  einwirken,  sehr  Mein 
sind  im  Vergleich  mit  der  mittleren  Entfernung  zweier  aufeinander 
folgender  Teilchen, 

Aus  dieser  Hypothese  folgt,  daß  jedes  Gasmolekül  seine 
Bewegung  zum  größten  Teil  ausführt^  während  es  yollkommen 
sich  selbst  überlassen  ist.  Es  fliegt  in  gerader  Linie  fort,  bis 
es  in  eine  sehr  kleine  Entfernung  von  einem  anderen  Teilchen  oder 
einer  festen  Wand  kommt.  Mit  veränderter  Richtung  setzt  es 
dann  seine  Bewegung  wieder  während  einiger  Zeit  in  gerader 
Linie  fort,  so  daß  die  ganze  Bahn  zickzackförmig  wird. 

Was  die  gegenseitige  Einwirkung  zweier  Moleküle  betrifft, 
so  besteht  diese  ohne  Zweifel  zum  Teil  in  einer  Anziehung, 
was  man  annehmen  muß,  weil  ein  Gas  zu  einer  Flüssigkeit 
verdichtet  werden  kann.  Verschiedene  Erscheinungen  machen 
es  aber  wahrscheinlich,  daß  zwei  Moleküle,  wenn  sie  sich  be- 
rühren oder  in  sehr  kleine  Entfernung  voneinander  kommen, 
auch  abstoßende  Kräfte  aufeinander  ausüben.  Beständen  nur 
solche  Kräfte,  so  würde  man  sich  die  Teilchen  unter  dem 
Bilde  elastischer  Kugeln  vorstellen  können,  die  in  einem  Raum 
hin-  und  herfliegen  und  dabei  wiederholt  zusammenstoßen. 
Der  Deutlichkeit  halber  werden  wir  im  folgenden  von  diesem 
Bild  vielfach  Gebrauch  machen,  obgleich  es  ohne  Zweifel  von 
der  Wirklichkeit  erheblich  abweicht. 

Auch  über  die  Einwirkung  zwischen  einem  Gasmolekül 
und  einer  festen  Wand  machen  wir  eine  Annahme,  die  zwar 
für  die  Ableitung  der  Resultate  nicht  notwendig  ist,  aber  zur 
Vereinfachung  der  Vorstellung  leitet;  wir  wollen  nämlich  an- 
nehmen, daß  die  Wände  vollkommen  glatte,  elastische  Ober- 
flächen sind,  von  denen  die  Moleküle  in  der  in  §  119  be- 
sprochenen Weise  zurückgeworfen  werden. 

Der  durch  das  Gas  gegen  die  umgebenden  Wände  ausgeübte 
Druck  ist  nun  nach  dieser  Auffassung  nichts  anderes  als  die  Folge 
der  Stöße  i  welche  die  Wände  unaufhörlich  von  den  Molekülen  er- 
leiden. Er  muß  also  von  drei  Größen  abhängen,  nämlich  von 
der  Anzahl  der  Moleküle,  von  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
sie  sich  bewegen,  und  von  der  Masse  der  einzelnen  Teilchen. 
Es  ist  leicht  einzusehen,  daß,  wie  es  das  Boylesche  Gesetz  ver- 
langt, der  Druck  zunimmt,  wenn  mehr  Teilchen  in  einen  Raum 
gebracht  werden,  und  ebenso,  daß  die  Spannung  eines  Gases, 
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dessen  Volum  tmyerändert  bleibt,  beim  Erwärmen  zunimmt,  und 
daß  das  Gas  sich  dabei  ausdehnt,  wenn  eine  der  einschließen- 
den Wände  zurückweichen  kann.  Ein  Gas  „erwärmen''  ist 
nämlich  nichts  anderes  als  den  Molekülen  eine  größere  Ge- 
schwindigkeit erteilen. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  halber  ein  Gefäß  von  der 
Einheit  des  Volums  betrachten.  Daß  der  Druck  der  Anzahl 
der  in  demselben  anwesenden  Moleküle  und  der  Masse  jedes 
einzelnen  Teilchens  proportional  ist,  ist  leicht  einzusehen. 
Was  die  Geschwindigkeit  betrifft,  so  ergibt  sich  bei  näherer 
Betrachtung,  daß  der  Druck  4  mal,  9  mal  usw.  größer  wird, 
wenn  die  Geschwindigkeiten  aller  Moleküle  verdoppelt,  ver- 
dreifacht werden  usw.  Dies  ist  leicht  begreiflich,  wenn  man  be- 
denkt, daß  bei  Vergrößerung  der  Geschwindigkeiten  die  Wände 
mehr  Stöße  von  den  hin-  und  hergehenden  Molekülen  be- 
kommen und  daß  außerdem  jeder  Stoß  heftiger  wird. 

Man  kann  das  Besultat,  zu  welchem-  man  durch  theoretische 
Berechnung  kommt,  am  kürzesten  ausdrücken,  indem  man  sagt, 
daß  der  Zahlenwert  des  Druckes  pro  Flächeneinheit  zwei  Drittel 
des  Zahlervwertes  der  kinetischen  Energie  ist,  die  infolge  der  fort- 
schreitenden Bewegung  der  Moleküle  in  der  Volu/meinheit  vor- 
handen ist. 

Hat  man  also  den  Druck  (in  Dyn  pro  Quadratzentimeter) 
gemessen,  so  kennt  man  auch  diese  kinetische  Energie  (in  Erg 
pro  Kubikzentimer).  Da  man  auch  die  Masse  eines  Kubik- 
zentimeters bestimmen  kann,  ist  man  imstande,  die  Geschwin- 
digkeit der  Moleküle  oder  besser,  da  sich  nicht  alle  gleich 
schnell  zu  bewegen  brauchen,  eine  gewisse  mittlere  Geschwin- 
digkeit zu  berechnen.  Für  Wasserstoff  von  0^  ist  diese  mitt- 
lere Geschwindigkeit  184000  cm  pro  Sekunde  und  auch  bei 
anderen  Gasen  beträgt  sie  Hunderte  von  Metern,  was  mit  dem 
Resultat  von  §  145  gut  in  Einklang  steht. 

§  221.  Ableitung  der  Beziehung  zwischen  dem  Druck  und 
der  molekularen  Bewegung.  Wir  nehmen  an,  daß  sich  das  Gas 
in  einem  zylinderförmigen  Gefäß  V  (Fig.  209)  von  der  Höhe  h  befindet, 
daß  die  obere  Grundfläche  dieses  Zylinders  ein  beweglicher  Kolben  ^  ist 
und  daß  die  Teilchen  so  klein  sind,  daß  sie  so  gut  wie  gar  nicht  zu- 
sammenstoßen. Ein  Teilchen  P,  welches  die  in  der  Figur  angegebene 
Zickzacklinie  durchläuft,  wird  in  einer  Richtung  senkrecht  zu  Z  immer 
dieselbe  Geschwindigkeit  haben.    Bezeichnen  wir  diese  Geschwindigkeits- 
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komponente  mit  u^ ,  so  ist  die  Anzahl  der  Stöße,  welche  dieses  Molekäl 
allein  gegen  Z  ausQht,  fl^/(2Ä). 

Um  Z  an  seinem  Platz  festzuhalten,  müssen  wir  fortwährend  von 
außen  eine  Kraft  K  ausüben,  und  diese  ist  es,  die  wir  berechnen  wollen. 
Ganz  in  Buhe  bleibt  der  Kolben  eigentlich  nicht 
Durch  jeden  Stoß  erhält  er  nämlich  eine  kleine 
Geschwindigkeit  nach  außen,  aber  zwischen  zwei 
aufeinander  folgenden  Stößen  treibt  die  Kraft  ihn 
wieder  nach  innen  und  er  steht  scheinbar  still, 
wenn  die  Bewegungsgröße,  die  er  in  der  Zeit- 
einheit von  der  Kraft  K  erhält,  gleich  der  Summe 
der  Bewegungsgrößen  ist,  die  ihm  in  der  Zei^ 
einheit  von   den  Molekülen  mitgeteilt  werden. 

Die  Masse  des  Kolbens  ist  so  groß  im  Ver- 
gleich mit  der  eines  Moleküls,  daß  die  Zurück- 
werfung dieses  letzteren  in  der  in  §  119  ange- 
gebenen Weise  stattfindet.  Wir  wollen  die  Masse 
des  Kolbens  fi  und  die  Mcusse  eines  Moleküls  m 
nennen. 
Das  Teilchen  P  bekommt  jedesmal,  wenn  es  Z  triflft,  eine  Ge- 
schwindigkeit 2iii  zvL  derjenigen  hinzu,  welche  es  bereits  hatte;  es  e^ 
teilt  daher  dem  Kolben  die  Geschwindigkeit  2mu^lii  und  also  die  Be- 
wegungsgröße 2  m  Ui.  Die  Summe  aller  Bewegungsgrößen,  welche 
dieses  eine  Molekül  in  der  Zeiteinheit  dem  Kolben  ^mitteilt,  ist  mu^^/A. 
Die  Bewegungsgröße,  welche  Z  von  der  Kraft  K  bekommen  muß,  ist 
also  {mjh)2ui^,  wobei  die  Summierung  über  alle  Gasmoleküle  erstreckt 
werden  muß.    Die  Kraft  K  wird  nun  durch  dieselbe  Zahl  dargestellt,  also 

n 

Ist  endlich  S  die  Oberfläche  des  Kolbens,  so  findet  man  für  den  Druck 
pro  Flächeneinheit 

m 


Fig.  209. 


hS 


Zu^^ 


Die  hierin  vorkommende  Summe  kann  durch  einen  einfachen  Kunstgriff 
gefunden  werden.  Wenn  man  nämlich  in  der  Gasmasse  drei  aufeinander 
senkrechte  Koordinatenachsen  annimmt,  von  denen  die  erste  senkrecht 
auf  Z  steht,  so  besteht  für  jedes  Molekül  zwischen  der  Geschwindigkeit 
u  und  den  drei  Komponenten  derselben  Wj,  w,,  w,  die  Beziehnung 

also  auch  für  das  gesamte  Gas  die  Gleichung 

Da  das  Gas  in  allen  Richtungen  dieselben  Eigenschaften  hat,  muß  man 

annehmen,  daß 

Zu^^  =  Zu^'  =  Zu^^ 
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ist.     Hieraus  folgt 


und  also 


2:«i*  =  ^2;m« 


^-   3^-^**'^ 


p^^2:u^ (6) 


oder,  wenn  v  ^  k  S  das  Volum  ist, 

Die  kinetische  Energie  ist 

und  man  bekommt  also 

P--3T' (^) 

womit  das  oben  Gesagte  bewiesen  ist. 

Nennen  wir  femer  die  Anzahl  der  Moleküle  in  dem  Gefäß  n  und 
bestimmen  wir  eine  Geschwindigkeit  ü  durch  die  Gleichung 

n  ' 

so  können  wir  für  (6)  schreiben 

^=   -3.-' («) 

wobei  wir  noch  für  die  gesamte  Masse  M  geschrieben  haben. 

Wir  wollen  die  Größe  ü  die  mittlere  Geschwindigkeit  der  Teilchen 
nennen,  obgleich  sie  eigentlich  die  Geschwindigkeit  ist,  deren  Quadrat 
gleich  dem  Mittel  aller  Geschwindigkeitsquadrate  ist. 

Durch  die  Formeln  (7)  und  (8)  kann  man  A  und  U  aus  den  Größen 
ableiten,  welche  direkt  gemessen  werden  können.  Betrachten  wir  als 
Beispiel  1  g  Wasserstoff  von  0^  unter  einem  Druck  von  76  cm,  so  ist 
Jf  =  1,  r  s=  11160,  p  =  1,013  X  10«  (§  205,  f);  man  findet  hieraus 

Z7=  184  000  cm  pro  Sekunde. 

Hätte  man  die  Berechnungen  für  dieselbe  Temperatur,  aber  einen 
anderen  Druck  ausgeführt,  so  würde  man^  da  sich  v  umgekehrt  propor- 
tional mit  p  ändert,  dasselbe  Besultat  erhalten  haben.  Bei  einer  be- 
stimmten Temperatur  ist  also  die  molekulare  Geschwindigkeit  des  Oases 
unabhängig  von  der  Dichte,  Hätte  man  dies  als  naheliegend  voraus- 
gesetzt, so  würde  aus  der  Gleichung  (8)  das  Boylesche  Gesetz  folgen. 

Da  das  Produkt  p  v  beim  Erwärmen  der  absoluten  Temperatur  pro- 
portional zunimmt,  so  ist  nach  (7)  dasselbe  bei  A  der  Fall,  während 
nach  (8)  die  mittlere  Geschwindigkeit  der  Quadratwurzel  aus  der  ab- 
soluten Temperatur  proportional  ist. 

Vergleicht  man  endlich  zwei  verschiedene  Gase  bei  derselben  Tem- 
peratur und  unter  demselben  Druck,  so  ist  in  gleichen  Volumen  beider 
Körper  dieselbe  kinetische  Energie  enthalten ;  die  mittlere  Geschwindig- 
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keit  U  ist  also  umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Dichte. 
Sie  ist  bei  Wasserstoff  größer  als  bei  irgend  einem  anderen  Gas. 

Zum  Schluß  bemerken  wir  noch,  daß  die  der  Einfachheit  halber 
gemachte  Voraussetzung,  daß  die  Moleküle  nicht  zusammenstoßen,  wie 
sich  gezeigt  hat,  nicht  notwendig  ist,  um  die  mitgeteilten  Resultate  zu  be- 
kommen. Allerdings  wird  durch  das  Zusammenstoßen  zuweilen  ein  Molek&l, 
welches  sonst  gegen  die  Wand  gestoßen  sein  würde,  hieran  verhindert, 
aber  ebensogut  werden  auch  Teilchen  durch  das  Zusammentreffen  mit 
anderen  gegen  eine  W^and  geworfen  werden. 

Solange  nur  die  Moleküle  im  Vergleich  mit  den  Zwischenräumen 
sehr  klein  sind,  gelten  die  abgeleiteten  Formeln  auch  dann,  wenn  eine 
sehr  große  Anzahl  von  Zusammenstößen  stattfindet. 

Auch  in  einem  Gefäß  von  beliebiger  Form  wird  der  Druck  durch 
die  Gleichung  (7)  bestimmt. 

§  222.  Bewegung  der  Bestandteile  der  Moleküle.  Disso- 
ziationserscheiniingen.  Während  sich  der  Schwerpunkt  eines 
Moleküls  fortbewegt  (vgl.  §  170,  a),  können  sich  außerdem  die 
Atome,  aus  denen  es  besteht,  in  bezug  auf  diesen  Punkt  be- 
wegen; das  Molekül  kann  z.  B.  als  Ganzes  rotieren  und  die 
Atome  können  kreisförmige  Bahnen  um  ihren  gemeinsamen 
Massenmittelpunkt  beschreiben  oder  um  eine  Gleichgewichts- 
lage hin-  und  herschwingen.  Diese  Bewegungen  würden,  wenn 
sie  auch  anfangs  nicht  beständen,  von  selbst  entstehen  durch 
die  Kräfte,  die  bei  einem  Zusammenstoß  zwischen  den  am 
nächsten  aneinander  kommenden  Atomen  wirken;  diese  würden 
Geschwindigkeiten  bekommen,  die  um  so  größer  sind,  je  größer 
die  Geschwindigkeiten  sind,  mit  denen  die  Moleküle  selbst  fort- 
schreiten. Wird  die  Temperatur  des  Oases  im/mer  mehr  erhöhi, 
so  werden  sich  die  Atome  schließlieh  so  heftig  bewegen ,  daß  die 
Kräfte,  durch  welche  sie  xtisammengehalten  werden,  nicht  mehr  hin- 
reichen, um  das  Zerfallen  des  Moleküls  zu  verhindern. 

Die  Chemiker  haben  bei  gasförmigen  Körpern  eine  Anzahl 
sog.  Dissoxiationserscheinungen  beobachtet,  wie  z.  B.  die  Spaltung 
von  N2O4  in  2NO2  und  die  Spaltung  von  PClß  in  PCI3  und  Cl^. 
In  diesen  und  ähnlichen  Fällen  kann  man  nicht  sagen,  daß  für 
das  Zerfallen  eine  bestimmte  Temperatur  erforderlich  ist,  so  daß 
unter  dieser  Temperatur  gar  keine  und  oberhalb  derselben  eine  voU- 
ständige  Spaltung  in  die  beiden  Bestandteile  stattfinden  umrde.  Im 
Gegenteil,  die  Temperatur,  bei  welcher  sich  die  Dissoziation  zuerst 
bemerklich  macht,  und  diejenige,  bei  welcher  sie  vollendet  oder 
wenigstens  weit  fortgeschritten  ist,  liegen  mehr  oder  weniger  aus- 
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einander,  und  bei  jeder  zwischenliegenden  Temperatur  ist  ein 
bestimmter  Teü  des  Stoffes  dissoziiert  Dieser  Teil  wird  bei 
weiterer  Erwärmung  immer  größer.  Kehrt  man  nach  einer 
Erwärmung  zur  ursprünglichen  Temperatur  zurück,  so  stellt 
sich  auch  wieder  der  ursprüngliche  Grad  der  Dissoziation  her. 

Um  dies  alles  zu  begreifen,  muß  man  zunächst  berück- 
sichtigen, daß  sich  in  einer  Gasmasse  nicht  alle  Moleküle  mit  der- 
selben Geschwindigkeit  bewegen.  Zwei  elastische  Kugeln,  die 
anfangs  dieselbe  Geschwindigkeit  haben,  aber  in  Richtungen, 
die  einen  Winkel  miteinander  bilden,  werden  in  der  Regel 
nach  einem  Stoß  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  aus- 
einander gehen.  Etwas  Ähnliches  findet  bei  den  Molekülen 
eines  Gitses  statt,  so  daß,  wenn  auch  für  einen  Augenblick 
alle  Geschwindigkeiten  gleichgroß  wären,  durch  das  Zusammen- 
stoßen Verschiedenheiten  entstehen  würden.  Selbst  bei  verhältnis- 
mäßig niedriger  Temperaitir  können  einige  Moleküle  Geschwindig' 
keilen  haben,  die  mit  der  mittleren  Geschwindigkeit  bei  erheblich  hölierer 
Temperatur  übereinstimmen,  Geschwindigkeiten,  die  groß  gefing  sifid, 
wm  beim  Zusammenstoßen  ein  Zerfallen  xu  bewirken. 

Daß  aber  bei  jeder  Temperatur  immer  mir  ein  bestimmter  Teil 
des  Stoffes  dissoviiert  ist,  hat  die  folgende  Ursache.  Sobald 
einige  Moleküle  dissoziiert  sind,  ist  auch  Gelegenheit  für  dio 
umgekehrte  Erscheinung  gegeben.  Zwei  .von  den  Atomgruppc^n, 
welche  durch  die  Dissoziation  entstanden  sind,  kcmnen  zuaainnuui- 
treffen,  und  dabei  kann  es  geschehen,  wenn  es  aucli  nicht 
immer  stattfindet,  daß  sie  sich  wieder  vereinigen.  Je  mehr 
Moleküle,  nun  bereits  zerfallen  sind,  desto  gr(")ßür  wird  dio 
Wahrscheinlichkeit,  daß  der  letztere  Vor^^ang  eintritt.  Schließ' 
lieh  entsteht  ein  Zvstand^  in  ymlehem  währejid  einer  gewissen-  Zeit 
ebensoviel  Teilchen  wieder  aufgebaut  werden  als  xer fallen,  nnd  dann 
werden  die  Mengen  dissoziierten  und  nicht  dissoziicirten  (lascm 
und  damit  auch  alle  wahrnehmbaren  Eigcnscliaftejn  d(T  MasHO 
femer  unverändert  bleiben,  obwohl  es  nicht  fortwiUinind  die- 
selben Moleküle  sind,  die  sich  im  unzersetzten  ZtiHt;ind  in 
dem  Gas  befinden.  Man  kann  einen  in  dieH(!r  Weise  (uit.- 
standenen  stationären  oder  dauernden  Zustand  einf;n  Gleich' 
getmcktsxiustand  nennen,  obschon  hier  das  Wort  „(TlleicJigewicht" 
in  einem  anderen  Sinne  gebraucht  wird,  als  m  gewöhnlich  in 
der  Mechanik  der  Fall  ist. 

Loren ts,  Lehrbuch  der  FhyHik.  I.  2'{ 
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Das  Oleichgewicht  tvird  gestört,  sobald  man  die  Temperatur 
ändert.  Beim  Erwärmen  nimmt  die  Anzahl  der  Moleküle,  welche 
in  einer  bestimmten  Zeit  zerfallen,  zu,  während  die  Anzahl 
der  Vereinigungen  noch  nicht  sofort  größer  wird.  Alsbald 
wird  aber  diese  letztere  Anzahl,  gerade  weil  mehr  freie  Atome 
oder  Atomgruppen  entstanden  sind,  wieder  so  weit  gestiegen 
sein,  daß  sie  aufs  neue  gleich  der  Anzahl  der  Zersetzungen 
geworden  ist. 

§  223.  Avogadrosches  Gesetz.  Wenn  zwei  Körper,  wdcht 
sich  berühren,  hinsichtlich  des  Wärmeatistattsches  in  einen  Gleich- 
gevricktsvasta/nd  gekommen  sind,  wenn  sie  also  dieselbe  Temperatur 
angenommen  haben,  so  muß  eine  gewisse  Beziehung  zudschen  der 
Stärke  der  molekularen  Bewegungen  in  dem  einen  und  in  dem  anderen 
bestehen.  Bei  gasförmigen  Körpern  ist  es  gelungen,  diese  Be- 
ziehung aus  der  Theorie  abzuleiten;  man  hat  bewiesen,  daß 
bei  derselben  Temperatur  in  allen  Oasen  die  mittlere  kinetische 
Energie  der  fortschreitenden  Bewegung  eines  Moleküls  gleichgroß  ist 

Vergleicht  man  ferner  zwei  Gase  nicht  allein  bei  derselben 
Temperatur,  sondern  auch  unter  demselben  Druck,  so  muß 
nach  dem  in  §  220  Gesagten  auch  für  beide  die  gesamte  kinetische 
Energie  aller  in  der  Volumeinheit  enthaltenen  Teilchen  gleichgroß 
sein.  Wenn  man  beide  Sätze  miteinander  verbindet,  so  kommt 
man  zu  dem  Avogadro sehen  Gesetz,  welches  besagt,  daß  bei 
derselben  Temperatur  und  unter  demselben  Druck  gleiche  BatmuteHe 
verschiedener  Oase  gleichviel  Moleküle  enthalten,  daß  also  die  Mole- 
kulargewichte  den  Dichten  unter  den  genannten  gleichen  Umständen 
proportional  sind. 

Dieses  Gesetz  ist  für  die  Chemiker  von  großer  Bedeutung, 
weil  es  die  Bestimmung  des  Molekulargewichts  gasförmiger 
Körper  ermöglicht.  Umgekehrt  kann  es  dazu  dienen,  wenn 
man  die  Molekularformel  eines  Gases  im  Gedächtnis  hat,  die 
Dichte  desselben  in  bezug  auf  Wasserstoff  anzugeben. 

Das  Avogadrosche  Oesetz  gilt  au^h  für  OasgemischCj  denn  auch 
bei  diesen  hängt  der  Druck  in  derselben  Weise  wie  bei  einem 
einfachen  Gas  von  der  in  der  Volumeinheit  anwesenden  kineti- 
schen Energie  ab,  und  bei  derselben  Temperatur  ist  die  mittlere 
kinetische  Energie  eines  Moleküls  in  allen  Gasen,  einerlei  ob 
sie  gemischt  sind  oder  nicht,  gleichgroß. 

Im    allgemeinen   kann   also    die   Anzahl  der  Moleküle  in 


§  224]  Eigenschaften  der  Gase.  855 

der  Masseneinheit  eines  gasförmigen  Körpers^  der  mit  Wasser- 
stoff von  derselben  Temperatur  und  unter  demselben  Druck 
verglichen  die  Dichte  d  hat,  durch  N/d  ausgedrückt  werden, 
wenn  N  die  Anzahl  der  Moleküle  in  der  Masseneinheit  Wasser- 
stoff bedeutet 

Der  Umstand,  daß  der  Wasserstoff  die  Gesetze  von  Boyle 
und  Gay-Lussac  fast  ganz  genau  befolgt,  rechtfertigt  die 
Annahme,  daß  diese  Zahl  N  bei  allen  Temperaturen  und 
Drucken  gleichgroß  ist  Auch  bei  jedem  anderen  Gas,  welches 
die  genannten  Gesetze  befolgt  und  fQr  welches  also  d  eine 
Konstante  ist  (§219),  muß  die  Anzahl  der  Moleküle  unveränder- 
lich sein.  Wenn  man  aber,  um  x.  B.  hei  N^O^,  beobachtet,  daß 
d  bei  Temperaturerhöhung  kleiner  mrd,  so  muß  man  schließen, 
daß  die  Anzahl  der  Moleküle  zugenommen  hat,  daß  also  eine 
Dissoziation  stattgeftmden  hat. 

Natürlich  involviert  das  Kleiaerwerden  von  d,  daß  N^O^ 
vom  Gay-Lussacschen  Gesetz  abweicht  und  daß  der  Druck 
des  Gases,  wenn  es  in  einem  Gefäß  von  unveränderlichem 
Volum  eingeschlossen  ist,  schneller  zunimmt  als  die  absolute 
Temperatur.  Die  Sache  ist  die,  daß  von  den  Molekülen,  die 
infolge  der  Dissoziation  mehr  entstehen,  jedes  für  sich  gegen 
die  Wand  stößt;  die  Geschwindigkeit,  mit  der  sie  dies  tun, 
vrird  durch  die  Regel  bestimmt,  daß  die  mittlere  kinetische 
Energie  dieser  Moleküle  ebensogroß  ist  wie  die  der  Moleküle 
jedes  anderen  Gases  bei  derselben  Temperatur. 

Wir  bemerken  hierbei,  daß  bei  der  Spaltung  der  Moleküle 
die  anziehenden  Kräfte  zwischen  den  Atomen  überwunden 
werden  müssen  und  daß  sie  also  Zufuhr  von  Energie  erfordert. 

§  224.  Diffusion  der  Oase.  Wenn  die  Gasmoleküle  über- 
haupt nicht  zusammenstießen,  würden  sie  infolge  ihrer  großen 
Geschwindigkeiten  bereits  in  einem  kleinen  Teil  einer  Sekunde 
beträchtliche  Wege  in  geraden  Linien  durchlaufen.  Zwei  neben- 
einander liegende  Gasmassen  würden  sich  daher  sehr  schnell 
miteinander  vermischen.  Die  Beobachtung  lehrt  jedoch,  daß 
dies  nicht  der  Fall  ist,  wird  z.  B.  in  der  einen  Ecke  eines 
Zimmers  ein  Gas  entwickelt,  welches  am  Geruch  kenntlich  ist, 
so  kann  es  ziemlich  lange  dauern,  bevor  es  an  der  gegenüber- 
liegenden Seite  wahrgenommen  wird. 

Dies  ist  eine  Folge  des  Zu^ammenstoßens  mit  anderen  Teilchen, 

23* 
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wodurch  ein  Molekül  nach  der  Seite,  von  der  es  herkommt,  %uriJm 
geworfen  werden  kann;  es  beschreibt  in  einer  Sekunde  eil 
Zickzacklinie,  die  zwar  viele  Hundert  von  Metern  lang  m 
ani'  der  sich  aber  das  Molekül  trotzdem  nicht  weit  vom  Aa 
gaogspiinkt  entfernt  zu  bähen  braucht.  I 

Eine  langsame  Vermiachnng  oder  Diffusion  zweier  Gm 
findet  jedoch  immer  statt;  sie  ist  nm  ao  langsamer,  je  öf» 
ein  Molekül  mit  einem  anderen  zusammenstößt^  also  je  kleinei 
die  Entfernnog  ist,  die  es  zwischen  zwei  aufeinander  ioJgendea 
Zusammenstößen  durchläuft  Diese  Entfernung  ist  naturlich 
nicht  für  alle  Moleküle  dieselbe,  so  daß  nur  von  einer  Bfc 
Stimmung  ihres  mittleren  Wertes  die  Rede  sein  kann.  Z| 
diesem  Zwecke  können  eben  die  Versnche  über  die  Diffusion 
sowie  andere  Erscheinungen,  die  wir  in  den  beiden  folgenden 
Paragraphen  besprechen  werden,  dienen. 

Um  eine  Vorstellung  von  der  großen  Anzahl  der  Zusammen' 
stoße  zu  geben,  erwähnen  wir,  daß  in  Wasserstoff  von  0*^  unter 
einem  Druck  von  76  cm  der  betreffende  Abstand  durchschnittr 
lieh  nur  0,00001 7  cm  beträgt.  Mit  Berücksichtigung  des  früher 
für  die  Geschwindigkeit  angeführten  Wertes  findet  man, 
ein  Molekül  in  der  Sekunde  ungefähr  10^*^  Zusammenstöße 
erleidet 

Als  Beispiel  eines  Versuches  über  die  Difiiision  möge  eim 
der  Beobachtnugen  von  Loschmidt  dienen.  Zwei  Glasröliren 
von  je  48,7  cm  Länge  und  2,6  cm  Durchmesserj  die  an  dem 
einen  Ende  geschlossen  waren,  wurden,  die  eine  mit  Kohlen- 
säure und  die  andere  mit  Wasserstoff  gefüllt^  in  vertikaler 
Stellung  mit  der  Mündung  aufeinandergesetzt,  und  zwar  so, 
daß  sich  die  mit  Kohlensäure  gefüllte  Köhre  unten  befand 
Das  letztere  war  notwendig,  damit  eine  Vermischung  nur  durch 
die  molekularen  Bewegungen  und  nicht  viel  schneller  durch 
den  Einfluß  der  Schwerkraft  stattfinden  konnte.  Als  der 
Inhalt  der  Röhren  nach  einer  halben  Stunde  untersucht  wurde, 
zeigte  es  sich,  daß  nur  37**/^j  der  Kohlensäure  in  die  obere 
Röhre  eingedrungen  war. 

§  225,  Warmeleitung,  Auch  in  einem  Raum,  der  gäD« 
mit  einem  und  demselben  Gase  gefüllt  ist,  findet  eine  fort- 
währende Vermischung  der  verschiedenen  Schichten  statt.  Wir 
können  dies  bemerken,    wenn  anfangs  zwischen  den  Schicht 
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irgend  ein  Unterschied  besteht^  wenn  z.  B.  die  oberen  eine 
höhere  Temperatur  haben  als  die  unteren.  Diejenigen  Moleküle, 
denen  es  trotz  der  Zusammenstöße  gelingt,  aus  der  oberen 
Hälfte  des  Gefäßes  in  die  untere  zu  kommen,  bringen  ihre 
Geschwindigkeit  mit  und  bewirken,  daß  die  mittlere  Geschwindig- 
keit unten  im  Gefäß  zunimmt;  oben  im  Gefäß  dagegen  wird 
diese  Geschwindigkeit  kleiner,  da  die  eben  erwähnten  Teilchen 
hier  durch  andere  ersetzt  werden,  die  von  einer  Stelle  niedrigerer 
Temperatur  kommen  und  daher  eine  kleinere  Geschwindigkeit 
besitzen. 

Daß  nun  nach  einiger  Zeit  nicht  in  jeder  Hälfte  des 
Raumes  derselbe  Stoff  enthalten  ist  wie  anfangs,  können  wir 
nicht  beobachten;  das  einzige,  was  wir  bemerken,  ist  das,  daß 
die  Temperatur  unten  höher  und  oben  niedriger  geworden  ist. 
Die  ICrscheinung  ist  scheinbar  von  derselben  Art  wie  die  Wärme- 
leitung in  einem  kupfernen  Stab  und  man  gebraucht  für  die- 
selbe auch  denselben  Namen,  aber  eigentlich  würde  man  von 
der  Diffusion  zweier  Gasmassen  von  ungleicher  Temperatur 
sprechen  können.  Auch  diese  Diffusion  geht  langsam  vor  sich, 
mit  anderen  Worten,  die  Oase  sind  schlechte  Wärmeleiter,  Ihr 
Leitungsvermögen  würde  viel  größer  sein,  wenn  ein  Molekül 
nicht  immer  wieder  nach  kurzer  Zeit  durch  andere  zurück- 
gehalten würde. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  daß  auch  die  Zusammen- 
stöße der  Teilchen  der  einen  gegen  die  der  anderen  Schicht 
den  Übergang  einer  gewissen  Menge  kinetischer  Energie,  d.  h. 
einer  gevdssen  Menge  „Wärme"  zur  Folge  haben.  Bei  Gasen 
von  nicht  zu  großer  Dichte  tritt  dies  jedoch  in  den  Hinter- 
grund und  kann  man  die  Wärmeleitung  als  eine  Vermischung 
der  Schichten  von  verschiedener  Temperatur  auffassen. 

§  226.  Innere  Eeibung.  Von  dieser  (§  213)  kann  bei 
gasförmigen  Körpern  eine  ähnliehe  Erklärung  gegeben  werden 
wie  von  der  Wärmeleitung.  Hat  ein  Gas  eine  strömende  Be- 
wegung, so  haben  alle  Moleküle  außer  der  unregelmäßigen 
Wärmebewegung  noch  eine  gemeinschaftliche  Geschwindigkeit 
(„Strömungsgeschwindigkeit")  in  einer  bestimmten  Richtung. 
Ist  nun  diese  (Fig.  202,  S.  332)  nach  rechts  gerichtet  und  oberhalb 
der  Ebene  V  größer  als  unterhalb  derselben,  so  wird  dieser 
unterschied  durch  den  Austausch  von  Teilchen  zwischen  den 
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beiden  Schichten  kleiner  werden.  Dabei  werden  nämlich  unter- 
halb V  Moleküle,  die  außer  der  Wärmebewegung  eine  kleine 
Geschwindigkeit  nach  rechts  haben,  durch  andere  mit  einer 
größeren  Geschwindigkeit  ersetzt.  Beim  Zusammenstoßen  der- 
selben mit  Molekülen,  die  bereits  unterhalb  Y  waren,  wird 
sich  die  größere  Geschwindigkeit  auf  alle  Teilchen  unterhalb 
y  verteilen,  aber  dann  wird  natürlich  die  Geschwindigkeit, 
welche  die  ganze  Schicht  nach  rechts  besitzt,  größer  als  sie 
anfangs  war.  Oberhalb  V  findet  das  entgegengesetzte  statt 
und  für  den  Beobachter  kommt  alles  auf  dasselbe  hinaus,  als 
ob  keine  Materie  durch  die  Ebene  hindurchgegangen  sei,  sondern 
das,  was  über  derselben  liegt,  den  anderen  Teil  durch  eine 
tangentiale  Kraft  mitgerissen  habe. 

Wir  sahen  in  §  213,  daß  infolge  der  inneren  Eeibüng  ein 
gewisser  Druckunterschied  erforderlich  wird,  um  eine  Flüssig- 
keit oder  ein  Gas  durch  eine  enge  Röhre  zu  treiben.  Bei 
einem  Gas  kann  man  sich  von  dem,  was  in  der  Röhre  statt- 
findet, in  folgender  Weise  eine  Vorstellung  machen.  Die  Röhren- 
wand ist  selbst  aus  Molekülen  zusammengesetzt  und  mit  einer 
verdichteten  Gasschicht  bedeckt.  In  diese  Schicht  kommen 
unaufhörlich  neue  Teilchen  aus  dem  Innern  der  Röhre,  während 
andere  Moleküle  die  Grenzschicht  verlassen.  Wenn  nun  die 
ersteren  Moleküle  außer  der  Wärmebewegung  eine  Ge- 
schwindigkeit in  der  Längsrichtung  der  Röhre  haben,  so  werden 
sie  diese,  wenn  sie  in  der  Wandschicht  angekommen  sind, 
schnell  verlieren,  und  die  Moleküle,  welche  an  ihre  Stelle  treten, 
verlassen  die  Wand  ohne  eine  solche  Geschwindigkeit.  Strömte 
nun  das  Gas  anfangs  im  Innern  der  Röhre  fort,  aber  würde 
die  Strömung  nicht  unterhalten,  so  würde  sie  nach  einiger  Zeit 
infolge  dieses  Austausches  von  Molekülen  vollständig  ver- 
schwunden sein.  Soll  eine  konstante  Strömungsgeschwindigkeit 
bestehen  bleiben,  so  muß  immer  wieder  neuen  Molekülen  — 
nämlich  denjenigen,  die  aus  der  Wandschicht  stammen,  — 
eine  Geschwindigkeit  erteilt  werden,  und  hierzu  ist  ein  fort- 
währender Druckunterschied  nötig. 

Da  die  molekularen  Geschwindigkeiten  bei  Temperatarerhöhung 
zunehmen,  ist  es  begreiflich,  daß  der  Austausch  von  Teilchen  durch  die 
Ebene  V  in  Fig.  202  hindurch  oder  zwischen  der  Wandschicht  und  dem 
Innern  in  einer  Kapillarröhre   durch  eine  Temperaturerhöhung  befordert 
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wird.  Wirklich  ergibt  sich  aus  Versuchen  über  das  Strömen  von  Gasen 
durch  enge  Köhren,  daß  die  innere  Reibung  beim  Erwärmen  größer  wird. 
Bei  Flüssigkeiten  ist  das  entgegengesetzte  der  Fall. 

Die  innere  Reibung  der  Gase  macht  sich  außer  bei  der 
Strömung  durch  enge  ßöhren  auch  bei  vielen  anderen  Er- 
scheinungen bemerkbar  (vgl.  §  214).  Alle  Bewegungen  in  einer 
Oasmasse  tverden  durch  sie  gedämpft,  Sie  trägt  dazu  bei,  die 
Stürme  zur  Ruhe  zu  bringen  und  die  Schallschwingungen  zu 
dämpfen. 

Nach  dem  Gesagten  wird  es  einleuchten,  daß  das  Studium 
einfacher  Fälle,  bei  denen  die  innere  Reibung  im  Spiel  ist, 
zu  einem  Schluß  über  die  Länge  des  Weges  führen  kann,  den 
ein  Molekül  durchschnittlich  zwischen  zwei  aufeinander  folgen- 
den Zusammenstößen  durchläuft.  Auch  die  Wärmeleitung 
kann  zur  Bestimmung  dieses  Weges  dienen.  Die  auf  diese 
Weise  erhaltenen  Resultate  steheu  sowohl  untereinander  als 
auch  mit  denjenigen,  welche  man  aus  den  Diflfusionserschei- 
nungen  abgeleitet  hat,  in  befriedigender  üebereinstimmung. 

Diese  Länge  steht  im  Zusammenhang  mit  der  Größe  der 
Moleküle  und  mit  ihrer  Anzahl;  denn  je  kleiner  die  Teilchen 
sind  und  je  geringer  ihre  Anzahl  ist,  desto  größer  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  daß  eins  derselben  eine  größere  Strecke 
durchläuft;,  ohne  mit  einem  anderen  zusammenzustoßen. 

Die  mathematische  Theorie  der  inneren  EeibuDg  hat  zu  dem  merk- 
würdigen Resultat  geführt,  daß  sie  bis  zu  sehr  hohen  Verdünnungen 
von  der  Dichte  des  Gases  unabhängig  ist  (obgleich  sie,  wenn  die  Dichte 
noch  weiter  abnimmt,  doch  schließlich  kleiner  wird).  Allerdings  wird 
die  Anzahl  der  Teilchen,  die  pro  Zeiteinheit  durch  die  Ebene  V 
(Fig.  202)  gehen,  bei  Verdünnung  kleiner,  aber  da  die  Wahrscheinlichkeit 
eines  Zusammenstoßes  vermindert  wird,  so  werden  die  Teilchen  aus  der 
einen  Schicht  tiefer  in  die  andere  eindringen,  wodurch  die  Vermischung 
befördert  wird.  Die  Beobachtung  lehrt  wirklich,  daß  das  in  §  214 
besprochene  Mitfuhren  der  einen  Scheibe  durch  die  andere  bei  der 
höchsten  Verdünnung,  die  man  mit  einer  gewöhnlichen  Luftpumpe 
erreichen  kann,  noch  in  demselben  Grade  geschieht  wie  beim  gewöhn- 
lichen Luftdruck.  Dies  ist  eine  der  bemerkenswertesten  Bestätigungen 
der  kinetischen  Gastheorie. 

§  227.  Druck  einer  Gassoliiclit  gegen  eine  andere.  Im 
vierten  Kapitel  haben  wir  wiederholt  von  dem  Druck  ge- 
sprochen, den  der  eine  Teil  eines  Gases  gegen  den  anderen 
ausübt;  wir  stellten  uns  dabei  vor,  daß  jeder  Teil  fortwährend 
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aus  derselben  Materie  besteht  Man  würde  diese  Auffassung 
aufgeben  müssen,  wenn  in  den  Raumteilen,  welche  man  be- 
trachtet, nur  wenig  Moleküle  enthalten  wÄren.  Enthielte  z.  B. 
1  cbm  eines  Gases  100  Teilchen,  so  würden  die  Teilchen,  die 
sich  in  einem  bestimmten  Augenblick  in  einer  Schicht  von 
1  cm  Dicke  befinden,  infolge  ihrer  Bewegung  schnell  nach 
allen  Richtungen  hin  zerstreut  sein;  auch  würde  man  dann 
schwerlich  von  einem  Druck  sprechen  können,  der  von  den 
angrenzenden  Teilen  des  Gases  ausgeübt  wird,  da  die  Schicht 
die  meisten  Moleküle,  die  von  diesen  Teilen  angeflogen 
kommen,  ungehindert  durchlassen  würde. 

In  Wirklichkeit  liegt  die  Sache  bei  Gasen  von  gewöhn- 
licher Dichte  anders.  Da  die  mittlere  Weglänge  zwischen 
zwei  Zusammenstößen  noch  kein  zehntausendstel  Zentimeter 
beträgt,  so  wird  z.  B.  bei  einer  Schicht  von  1  mm  Dicke  der 
Austausch  von  Molekülen  mit  der  Umgebung  auf  die  Nähe 
der  Seitenflächen  beschränkt  bleiben  und  kann  eine  solche 
Schicht  während  geraumer  Zeit  als  aus  denselben  Teilchen 
bestehend  angesehen  werden.  Teilchen,  welche  aus  der  Um- 
gebung kommen,  stoßen  in  geringer  Entfernung  von  der  Ober- 
fläche gegen  Moleküle,  die  zu  der  Schicht  gehören  und  üben 
also  gegen  diese  einen  Druck  aus  in  einer  Weise,  die  nicht  sehr 
verschieden  von  dem  Vorgang  ist,  der  stattfinden  würde,  wenn 
sie  gegen  eine  feste  Wand  stießen. 

§  228.  Temperaturanderungen  bei  adiabatisoher  Ausdeh- 
nung und  Zusammendrückung.  Wenn  ein  Kolben,  der  eine  Gas- 
masse in  einem  zylinderförmigen  Gefäß  abschließt,  festgehalten 
wird,  so  wird  ein  Molekül  mit  derselben  Geschwindigkeit 
zurückgeworfen,  mit  der  es  gegen  den  Kolben  stößt.  Dies  ist 
nicht  mehr  der  Fall,  wenn  sich  der  Kolben  bewegt.  Weicht 
er  zurück,  so  kehrt  ein  Teilchen  mit  geringerer  Geschwindigkeit 
zurück  als  die,  mit  der  es  den  Kolben  erreichte;  wird  der  Kolben 
nach  innen  getrieben,  so  ist  das  entgegengesetzte  der  Fall. 

Da  diese  Geschwindigkeitsänderungen  bei  allen  Teilchen 
vorkommen,  die  den  Kolben  trefi'en,  so  wird  die  mittlere  Ge- 
schwindigkeit der  molekularen  Bewegung  und  also  die  Tem- 
peratur des  Gases  verändert  werden.  Dies  ist  auch  der  Fall, 
wenn  das  Gas  durch  eine  Quecksilbersäule,  die  zurückweicht 
oder  nach  innen  geschoben  wird,  oder  selbst  durch  eine  andere 
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Oasmasse  begrenzt  wird  (vgl.  §  227).  Im  allgemeinen  sinkt  die 
Temperatur  eines  Qaaes,  wenn  es  sich  ausdehnt,  und  steigt  sie,  taenn 
es  zusammengedrückt  unrd,  wenn  nicht  die  Temperatur  durch 
Wärmezufuhr  von  außen  oder  durch  Abgabe  von  Wärme  an 
die  Umgebung  konstant  gehalten  wird. 

Yolumänderungen,  die  bei  konstanter  Temperatur  statt- 
finden, wollen  wir  isothermische  nennen;  dagegen  werden  Ände- 
rungen, bei  denen  jeder  Wärmeaustausch  mit  der  Umgebung 
ausgeschlossen  ist,  adiabatische  genannt.  Um  diese  vollkommen 
zu  verwirklichen,  müßte  man  das  Gas  in  ein  Gefäß  einschließen, 
dessen  Wände  keine  Wärme  durchlassen. 

Solche  Wände  gibt  es  in  Wirklichkeit  nicht;  man  kann 
Jedoch  sehr  schnelle  Änderungen  als  adiabatische  betrachten,  da  bei 
diesen  die  für  einen  merklichen  Wärmeaustausch  mit  dem 
Gefäß  erforderliche  Zeit  fehlt 

Man    beobachtet    daher    auch    beim   plötzlichen    Nieder- 
^cken  eines  Kolbens   in   einem  starken  Glaszylinder  (pneu- 
matisches Feuerzeug)  eine   Wärmeentwicklung,    die   hinreicht, 
^*a  etwas  Schwefelkohlenstoffdampf,  den  man  in  die  Luft  im 
Zylinder   gebracht  hat,   zu   entzünden.     Umgekehrt  sinkt  bei 
®clmeller   Luftverdünnung  die  Temperatur   unter   der   Glocke 
^^er  Luftpumpe  so  weit,    daß,   wenn  die  Luft  feucht  ist,   ein 
^ebel  entsteht. 

Die  Beobachtungen  über  die  adiabatischen  Volumände- 
^iigen  einer  Luftmasse  haben  gelehrt,  daß,  wenn  z.  B.  Luft 
^^Xi  15®  plötzlich  auf  ein  Fünftel  des  ursprünglichen  Volums 
^^Bammengedrückt  wird,  die  Temperatur  auf  280®  steigt;  bei 
■^^sdehnung  auf  das  Fünffache  des  ursprünglichen  Volums 
^^rde  sich  das  Gas,  wenn  die  gewöhnlichen  Gesetze  fort- 
während gültig  blieben,  auf  -  120®  abkühlen. 

§  229.     Übereinstimmung   mit  dem  Gesetz   von   der   Er- 
^^tung  der  Energie.     Daß   die   besprochenen   Erscheinungen 
^it  dem  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Energie  in  Überein- 
stimmung sind,  ist  leicht  einzusehen.    Eine  Gasmasse,  die  sich 
^Xi  einem  Zylinder  unter  einem  Kolben  befindet,  übt  gegen  diesen 
^inen  Druck  aus  und  verrichtet  also  bei  der  Ausdehnung  eine 
Arbeit,  was  nur  möglich  ist,  wenn  die  innere  Energie  abnimmt 
Was  die  Moleküle  an  kinetischer  Energie  verlieren,  findet  sich 
als  kinetische  Energie  des  Kolbens  selbst  wieder,  wenn  dieser 
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eine  merkliche  Geschwindigkeit  bekommt,  oder  als  potentielle 
Energie^  wenn  durch  die  Bewegung  des  Kolbens  ein  Gewicht 
gehoben  wird;  sie  kann  auch  dazu  gedient  haben,  eine  Maschine, 
die  mit  dem  Kolben  verbunden  ist,  in  Bewegung  zu  setzen. 

Umgekehrt  entspricht  beim  Niedergehen  des  Kolbens  die 
Vermehrung  der  Energie  der  Moleküle  der  Arbeit  der  äußeren 
Kraft,  die  den  Kolben  nach  innen  treibt,  also  einer  Verminde- 
rung der  Energie  in  dem  Körper  des  Experimentators,  wenn 
dieser  selbst  die  Kraft  ausübt. 

Natürlich  verrichtet  ein  Gas  keine  Arbeit,  wevm  es  sich  aus- 
dehnt, ohne  einen  anderen  Körper  in  Bewegung  zu  setzen,  d,  h. 
tvenn  es  in  einen  luftleeren  Bau/m  eindringt.  Dann  bleibt  also 
die  innere  Energie  unverändert,  und  die  kinetische  Gastheorie, 
nach  welcher  diese  Energie  kinetische  Energie  ist,  erfordert, 
daß  die  molekulare  Geschwindigkeit  und  die  Temperatur  un- 
verändert bleiben. 

Ein  Versuch  von  Joule  hat  diese  Erwartung  bestätigt 
Er  verband  zwei  gleiche  Zylinder  durch  eine  Röhre  mit  einem 
Hahn  und  stellte  beide  in  das  Wasser  eines  Kalorimeters. 
Anfangs  war  der  eine  Zylinder  luftleer,  der  andere  mit  kom- 
primierter Luft  gefüllt,  und  es  zeigte  sich  dann,  daß  beim 
Öffnen  des  Hahnes  die  Temperatur  des  Kalorimeters  keine 
Änderung  erfuhr,  so  daß  auch  das  Gas,  ohne  Wärme  aufzu- 
nehmen oder  abzugeben,  seine  ursprüngliche  Temperatur  be- 
halten hat. 

Um  die  Bedeutung  dieses  wichtigen  Versuches  besser  her- 
vortreten zu  lassen,  wollen  wir  für  einen  Augenblick  von  der 
kinetischen  Gastheorie  absehen  und  bei  unseren  Schlüssen  nur 
das  Gesetz  der  Energie  gebrauchen.  Das  Wasser  im  Kalori- 
meter hat  dieselbe  Temperatur  behalten,  und  das  QtAs  hat  also 
keine  Wärme  aufgenommen.  Außerdem  hat  es  keine  Arbeit 
verrichtet;  deshalb  ist  die  innere  Energie  nicht  verändert, 
wenn  auch  das  Volum  größer  geworden  ist.  Der  Versuch 
lehrt  uns  also,  daß  die  innere  Energie  einer  Oasmasse ,  u?elche 
auf  konstanter  Temperatur  gehalten  unrd,  unabhängig  vom  Volum 
ist.  Die  kinetische  Theorie  gibt  nun  von  dieser  Unabhängig- 
keit Rechenschaft,  indem  sie  annimmt,  daß  sich  die  Teilchen 
des  Gases  nicht  merklich  anziehen,  so  daß  von  einer  poten- 
tentiellen  Energie,  die  bei  Ausdehnung  zunehmen  würde,  keine 
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Rede  ist,  und  daß  die  Moleküle  bei  einer  bestimmten  Tem- 
peratur immer  dieselbe  Geschwindigkeit  haben,  einerlei  ob  das 
Volum  groß  oder  klein  ist 

Das  Gresagte  ist  jedoch  ebenso  wie  die  Gesetze  von  Boyle  und 
Gay-Lnssac  nur  annähernd  richtig.  In  Wirklichkeit  erleidet  die  Tem- 
peratur bei  adiabatischer  Ausdehnung,  auch  wenn  keine  äußere  Arbeit 
verrichtet  wird,  eine  Erniedrigung,  die,  wenn  die  ursprüngliche  Dichte 
nicht  zu  groß  ist,  sehr  gering  ist,  aber,  wenn  man  mit  einem  stark  zu- 
sammengedrückten Gas  beginnt,  erheblich  werden  kann.  Man  hat  diese 
Temperaturemiedrigung  sogar  zur  Verflüssigung  von  Gasen  benutzt. 

§  230.  Spezifiiohe  Wärme  bei  konstantem  Volnm  und  bei 
konstantem  Lmok,  Wir  wollen  annehmen,  in  einem  Zylinder 
befinde  sich  unter  einem  Kolben  ein  Gramm  irgendeines  Gases; 
die  Temperatur  desselben  sei  0^.  Dieses  Gas  erwärmen  wir  nun 
auf  1  ^,  und  zwar,  während  wir  den  Kolben  festhalten  und  also 
eine  Ausdehnung  verhindern.  Die  Wärmemenge,  welche  wir 
hierzu  dem  Gas  zufuhren  müssen,  heißt  die  spezifische  Wärme 
bei  konstantem  Volum  und  soll  mit  e^  bezeichnet  werden.  Sie 
dient  dazu,  um  dem  Oas  die  innere  Energie  zu  geben,  die  es  bei  1^ 
mehr  hat  als  bei  0^. 

Wir  wiederholen  jetzt  den  Versuch  mit  dem  Unterschied, 
daß  wir  den  Kolben  sich  frei  bewegen  lassen  und  dafür  sorgen, 
daß  das  Gas  fortwährend  denselben  Druck  ausübt.  Um  die 
innere  Energie  zu  vergrößern,  ist  wieder  dieselbe  Wärmemenge 
erforderlich  wie  soeben;  diese  Energie  hat  nämlich  bei  1®  einen 
bestimmten  Wert,  einerlei  ob  das  Gas  einen  kleinen  oder  einen 
großen  Raum  einnimmt.  Aber  das  Gas  verrichtet  jetzt,  während 
es  den  Kolben  forttreibt,  eine  Arbeit,  und  aus  diesem  Grund 
muß  mehr  Wärme  zugeführt  werden  als  bei  dem  ersten  Versuch. 

Die  Anzahl  der  Kalorien,  welche  jetzt  erforderlich  ist, 
heißt  die  spezifische  Wärme  bei  konstantem  Druck  und  soll 
mit  c^  bezeichnet  werden. 

Man  kann  die  Versuche  auch  umkehren.  Kühlt  sich  das 
Gas  bei  konstantem  Volum  von  1^  auf  0^  ab,  so  gibt  es  eine 
Wärmemenge  c^  ab;  aber  es  gibt  mehr  Wärme  ab,  nämlich 
eine  Menge  c^  wenn  der  Druck  konstant  bleibt  und  es  sich 
also  zusammenzieht.  Der  Überschuß  von  Wärme  ist  in  diesem 
Fall  durch  die  Arbeit  entstanden,  welche  die  äußeren  Kräfte 
verrichten. 
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Um  die  spezifische  Wärme  eines  Gases  zu  messen,  läßt 
man  es  erst  durch  eine  erwärmte,  spiralförmig  gewundene 
Röhre  und  dann  durch  eine  ebensolche  Röhre  strömen,  die 
sich  in  einem  Kalorimeter  befindet  Die  Temperaturerhöhung 
dieses  letzteren,  die  Temperaturen,  mit  denen  das  Gas  das 
Kalorimeter  erreicht  und  verläßt,  die  Gasmenge  und  der 
Wasserwert  des  Kalorimeters  sind  die  Daten,  aus  denen  man 
die  spezifische  Wärme  ableiten  kann.  Das  ReavUat  ist  die 
spezifische  Wärme  hei  konstantem  Druck,  Man  würde  dies  un- 
mittelbar einsehen,  wenn  das  Gas  auf  seinem  Weg  durch  das 
Kalorimeter  überall  denselben  Druck  ausübte,  aber  man  kann 
beweisen,  daß  es  auch  richtig  ist,  wenn  ein  merkbarer 
Druckunterschied  nötig  ist,  um  das  Gas  fortzubewegen. 

Zu  diesem  Zwecke  kann  man  Betrachtungen  wie  die  von  §  211 
(S.  325)  und  eine  Figur  wie  Fig.  198  benutzen;  nur  ist  es  jetzt  nicht 
nötig,  daß  die  Durchschnitte  a  und  h  verschiedene  Größe  haben.  Wir 
wollen  annehmen,  daß  der  Teil  der  Röhre  zwischen  a'  und  h  sich  im 
Kalorimeter  befindet,  daß  also  a  und  a'  in  dem  warmen  und  h  und  V 
in  dem  abgekühlten  Gas  liegen.  Es  sei  t^  die  Temperatur  in  dem 
Raum  a  a  und  ^,  die  in  h  b%  Pi  der  Druck  in  a,  p^  der  in  b,  Vi  das  Volum 
zwischen  a  und  a'  und  v^  das  zwischen  b  und  b\  Da  angenommen  wird, 
daß  dieselbe  Gasmasse,  die  erst  zwischen  a  und  b  Hegt,  sich  später 
zwischen  a'  und  b'  befindet,  hat  man  bei  einer  stationären  Bewegung 


1  +  «  ^1  l  +  a  t^ 

Die  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  auf  die  Masse  zwischen  a  und  b  ist 

Pi^i-Pi^i (9) 

Da  man  von  der  kinetischen  Energie  absehen  kann,  die  das  Gas  bei 
seiner  geringen  Strömungsgeschwindigkeit  hat,  so  kommt  eine  dieser 
Arbeit  äquivalente  Wärmemenge  zum  Vorschein,  außerdem  noch  die 
Wärme,  welche  der  von  dem  Gas  verlorenen  inneren  Energie  entspricht 

Wäre  aber  eine  Gasmenge  gleich  derjenigen,  welche  zwischen  a 
und  a'  enthalten  ist,  in  ein  Gefäß  gebracht  und  bei  dem  konstanten 
Druck  pi  von  t^  auf  ti  abgekühlt  worden,  so  würde  das  Volum 

1  +  o^ 
1  +  «  ^1 
geworden  sein,  und  die  Arbeit  des  äußeren  Druckes  würde 

Pi  {^1  -  v%l 
seiu,  was  gleich  dem  Wert  (9)  ist. 
Für  Luft  fand  Regnault 

c^  =  0,2377, 
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wobei  noch  zu  bemerken  iat,  daß,  abgesehen  von  kleinen  Ab- 
weichungen,  diese  Zahl  immer  die  spezifische  Wärme  bei 
konstantem  Dmck  angibt,  einerlei  wie  hoch  der  Druck  ist. 

Ans  einem  naheliegenden  Grande  ist  es  nicht  möglich, 
die  spezifische  Wärme  bei  konstantem  Volum  durch  einen 
direkten  Versuch  zu  bestimmen.  Da  aber  der  Unterschied 
zwischen  e^  und  e^  in  engem  Zusammenhang  mit  den  in  den 
yorhergehenden  Paragraphen  besprochenen  Erscheinungen  steht, 
so  hat  man  in  der  Beobachtung  der  letzteren  ein  Mittel,  durch 
welches  man  c^  finden  kann,  wenn  c^  bekannt  ist  Auf  diese 
Weise  hat  man  gefunden 

e^  =  0,1692. 

§  231.  Bestimmung  des  mechanischen  Wärmeäquivalentes. 
Der  Unterschied  c^  —  c^  =  0,0685  Kalorien  ist  nun  die  Wärme- 
menge^ welche  verbraucht  wird,  um  den  Kolben  oder  sonst 
einen  begrenzenden  Körper  fortzubewegen,  wenn  1  g  Luft  bei 
konstantem  Druck  von  0^  auf  1®  erwärmt  wird.  Es  sei  der 
Druck  p  Dyn  pro  Quadratzentimeter  und  das  Volum  v  Kubik- 
zentimeter, also  die  Ausdehnung  bei  der  Erwärmung  av.  Die 
Arbeit,  welche  das  Gas  verrichtet,  ist  dann  (§  207,  b)  apv  Erg, 
und  da  nun  für  diese  Arbeit  c^  —  c^  Kalorien  gedient  haben^ 
findet  man  flir  das  mechanische  Äquivalent  der  Wärmeeinheit 

^  =  /^,- (10) 

Ist  der  Druck  gleich  76  cm  Quecksilber,  so  ist  ;?=  1,013  x  10^ 
und  V  =  1/0,001293.     Man  findet  also 

1,013  X  10«     _  _  ^  4iq  ^  106 
273  X  0,001293  x  0,0685  <^  ^  ^^^  - 

Dies  ist  die  Bestimmung,  an  welche  bereits  in  §  143  gedacht 
wurda  Da  sie  auf  der  Kenntnis  von  o^  beruht,  die  man  durch 
Versuche  über  die  Temperaturveränderung  bei  adiabatischer 
Zusammendrückung  oder  Ausdehnung  bekommen  hat,  kann  man 
auch  sagen,  daß  der  Wert  von  E  aus  diesen  Versuchen  abgeleitet 
ist  Daß  dies  möglich  ist,  sieht  man  leicht  ein.  Wird  ein  Gas 
adiabatisch  zusammengedrückt,  so  kann  man  aus  der  Volum- 
verminderung und  dem  äußeren  Druck  die  Arbeit  des  letzteren 
ableiten;  anderseits  lehrt  uns  die  Temperaturerhöhung  in  Ver- 
bindung mit  der  spezifischen  Wärme  des  Gases  die  Menge  der 
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entwickelten  Wärme  kennen,  so  daß  man  alle  nötigen  Daten 
hat,  um  zum  mechanischen  Äquivalent  der  Wärmeeinheit  ge- 
langen zu  können.  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  man  die  Ab- 
kühlung bei  einer  Ausdehnung  gemessen  hat;  man  weiß  dann, 
wieviel  Wärme  verschwunden  ist  und  wieviel  Arbeit  durch 
diese  Wärme  verrichtet  worden  ist. 

§  232.  Betrachtung  einer  unendlich  kleinen  adiabatischen 
Volumverändenmg.  Eine  der  Arten,  wie  die  Temperaturveränderung 
bei  einer  adiabatischen  Zusammendrückung  gemessen  werden  kann,  ist 
die  folgende.  Aus  einem  großen  Glasballon  C  (Fig.  210),  welcher  durch 
einen  Hahn  A  mit  weiter  Durchbohrung  geschlossen 
werden  kann,  wird  zunächst  etwas  Luft  heraos- 
gesogen;  nach  dem  Schließen  des  Hahns  wird  dann 
der  Apparat  sich  selbst  überlassen,  bis  er  die  Tem- 
peratur der  Umgebung  angenommen  hat.  Mit  Hilfe 
eines  Manometers  kann  der  Druck  des  Gases  ge- 
messen werden ;  sobald  sich  dieser  nicht  mehr  ändert, 
ist  man  sicher,  daß  die  Temperatur  der  UmgeboDg 
erreicht  ist. 

Nun  wird  der  Hahn  A  geöffnet  und,  sobald  der 

Druck  gleich  dem  der  Atmosphäre  geworden  ist,  was 

sehr  schnell  geschieht,  wieder  geschlossen.  In  diesem 

Fig.  210.  Augenblick  ist  durch  das  Einströmen  der  Luft  die 

Temperatur    gestiegen;    nach    dem    Schließen  des 

Hahnes  sinkt  sie  wieder  auf  den  ursprünglichen  Wert,  und  dabei  nimmt 

der  Druck  ab. 

Es  sei  p  der  Atmosphärendruck,  p^  der  Druck,  der  anfangs  iia 
Ballon  herrschte,  p^  der  Enddruck,  alles  in  Dyn  pro  Quadratzentimeter« 
Dann  ist  Px<p  und  jo, < p,  während  auch p^ < jo,  sein  muß,  da  am  Schlüsse' 
bei  derselben  Temperatur  mehr  Luft  im  Ballon  ist  als  anfangs. 

Ferner  sei  die  absolute  Temperatur  der  Umgebung  T,  Bei  der 
letzten  Zustandsänderung  ist  der  Druck  von  p  auf  p^  gesunken,  während 
das  Volum  unverändert  geblieben  ist.  In  dem  Augenblick,  in  welchem 
der  Hahn  geschlossen  wurde,  war  daher  die  Temperatur  T'  =  {pIp^T, 
Das  Resultat  des  Versuches  ist  also,  daß  y  wenn  eine  Luftmasse  von  der 
Temperatur  T  und  dem  Druck  p^  adiabatisch  auf  den  Druck  p  xusammen" 
gedrückt  wird,  die  Temperatur  auf  T'  =  (pIp%)  T  steigt 

Dasselbe  würde  auch  der  Fall  sein,  wenn  dieselbe  Druckänderung 
adiabatisch  stattfände,  während  sich  die  Luft  in  einem  Zylinder  unter 
einem  Kolben  befindet.  Man  kann  nun  leicht  Ausdrücke  finden  für  die 
Arbeit,  die  dann  durch  den  äußeren  Druck  verrichtet  wird,  und  für 
die  Vermehrung  der  inneren  Energie;  indem  man  diese  einander  gleich- 
setzt, bekommt  man  eine  Gleichung,  die  mit  (10)  zusammen  zur  Be- 
rechnung von  Ci,  und  E  dient. 

Nimmt  man  nämlich  an,  daß  die  Gasmenge,  welche  adiabatisch  zu- 
sammengedrückt wird,   1  g  beträgt,   und  versteht  man  ebenso  wie  oben 


§  233]  Eigenschaften  der  Gase.  367 

unter  v  das  Yolmn  dieser  Menge  bei  0 ®  unter  dem  Drucke,  so  ist  das  Volum 
por  der  adiabatischen  Zosammendrückung  (Dmck  »  p^ ,  Temperatur  »  T) 

273    p^  p, 

und  nach  derselben  (Druck  =p,  Temperatur  =  T'—  ^(p/p»)) 

Pi 
Die  Volumverminderung  ist  also  gewesen 


Tpl^-'X 
\Pi       P%) 


(11) 


Der  Druck,  der  von  außen  auf  den  Kolben  wirken  mußte,  ist  nicht  fort- 
während derselbe  gewesen,  allein  wenn  die  Unterschiede  p  —  Pi  und 
p  -Pt  und  also  auch  die  Volumveränderungen  sehr  klein  sind,  so  kann 
man  hiervon  absehen  und  die  Arbeit  so  berechnen  als  ob  der  Druck 
fortwährend  gleich  pi  gewesen  wäre.  Die  Arbeit  ist  also  das  Produkt 
(U)undi>i,  d.  h. 

aTp(l-^]v (12) 


Was  die  innere  Energie  betrifft,  so  muß  man  bedenken,  daß  die 
Vermehrung  derselben  durch  die  Temperaturerhöhuug  bestimmt  wird  und, 
wenn  diese  1  ^  und  die  Menge  des  Gases  1  g  beträgt,  gleich  c^  Kalorien, 
also  gleich  üe^  Arbeitseinheiten  ist.  Bei  dem  Versuch,  den  wir  be- 
trachten, ist  die  Temperaturerhöhung  T—  T^  ^{plpi  —  l)>  also  die 
Vermehrung  der  inneren  Energie  Ee„T{plPi  -  l).  Wenn  man  dies  gleich 
von  (12)  setzt,  so  findet  man 

jic„  =  apv  • . 

P-Pi 

Aus  dieser  Gleichung  und  (10)  können  nun  c^  und  E  berechnet 
werden.    Eliminiert  man  die  letztere  Größe,  so  erhält  man 

^^P^Pl (13) 

<^v  Pi   -  Pi 

Durch  den  beschriebenen  Versuch  wird  also  das  Verhältnis  der  beiden 
^ptssifisehen  Wärmen  bestimmt, 

§  288.  Ansströmen  von  Gasen.  Wir  wollen  annehmen, 
ein  Gas  befinde  sich  in  einem  Gefäß,  welches  an  dem  einen 
Ende  darch  einen  beweglichen  Kolben  abgeschlossen  ist,  auf 
den  eine  konstante  äußere  Kraft  ausgeübt  wird,  und  es 
ströme  infolgedessen  durch  eine  Öffnung  gegenüber  dem  Kolben 
in  einen  Baum,  in  welchem  ein  unveränderlicher  niedrigerer 
Druck  herrscht.  Die  Frage,  mit  welcher  Geschwindigkeit  dann 
das  Gas  durch  die  Öffnung  geht,  kann  ebenso  wie  die  ent- 
sprechende Frage  für  eine  Flüssigkeit  (§  209)  mit  Hilfe  des 
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Gesetzes  der  Energie  beantwortet  werden;  man  muß  dabei 
aber  nicht  nur  auf  die  positive  Arbeit  des  Druckes  auf  den 
Kolben  und  die  negative  Arbeit  des  Druckes,  der  sich  dem 
Ausströmen  entgegensetzt,  achten,  sondern  auch  auf  die  innere 
Energie  und,  wenn  nötig,  auch  auf  die  Wärmemenge,  die  dem 
Gas  von  außen  zugeführt  wird.  Ist  die  Wand,  in  welcher 
sich  die  Öffnung  befindet,  sehr  dünn  und  ist  also  das  Gas 
nur  über  eine  kleine  Oberfläche  mit  einem  festen  Körper  in 
Berührung,  so  kann  man  von  dieser  Wärme  absehen,  aber  da 
sich  das  Gas  dann  adiabatisch  ausdehnt,  sinkt  die  Temperatur 
und  nimmt  die  innere  Energie  ab.  Die  Ausströmungsgeschwin- 
digkeit ist  also  anders  als  man  finden  würde,  wenn  man  die 
kinetische  Energie,  welche  ihr  entspricht,  nur  aus  der  Arbeit* 
der  Drucke  berechnete. 

Wir  können  die  Erscheinung  hier  nicht  näher  betrachten. 
Es  mag  nur  unter  Hinweisung  auf  das  in  §  209  Gesagte  be- 
merkt werden,  daß  bei  ein  und  derselben  DruckdiflFerenz  die 
Geschwindigkeit  um  so  größer  ist,  je  leichter  das  betreffende 
Gas  ist,  und  daß  sie  erheblich  größer  ist  als  die  Geschwindig- 
keit, mit  der  eine  Flüssigkeit  ausströmen  würde,  wenn  bei 
dieser  an  beiden  Seiten  der  Öffnung  dieselben  Drucke  herrschten 
wie  in  dem  Gas. 


Sechstes  Kapitel. 


Thermodynamische  Betrachtungen. 

§  234.  Temperaturgleiohgewicht  Während  man  mit  Hilfe 
der  Molekolartheorie  manche  Erscheinungen  bei  Gasen  und, 
wie  wir  später  sehen  werden,  auch  bei  Flüssigkeiten,  erklären 
kann,  ist  es  doch  in  vielen  Fällen  noch  unmöglich,  sich  von 
der  Bewegung  der  Moleküle  und  der  Wirkung,  die  sie  auf- 
einander ausüben,  bis  ins  einzelne  Rechenschaft  zu  geben. 
Bereits  früher  (§  112)  wurde  darauf  hingewiesen,  von  welcher 
Bedeutung  unter  diesen  Umständen  das  Gesetz  der  Erhaltung 
der  Energie  ist  Wir  werden  uns  jetzt  mit  allgemeinen  Sätzen 
anderer  Art  beschäftigen,  die  ebenfalls  die  Erscheinungen  bis 
zu  einem  gewissen  Grade  begreiflich  machen,  wenn  uns  auch 
der  Mechanismus,  durch  den  sie  hervorgebracht  werden,  ver- 
borgen bleibt 

Da  bei  den  folgenden  Betrachtungen  der  Begriff  der 
Temperatur  eine  wichtige  Rolle  spielt,  beginnen  wir  damit, 
daß  wir  nochmals  an  die  Bedeutung  dieses  Wortes  erinnern. 
Wenn  wir  eine  Anzahl  von  Körpern  untersuchen,  jeden  in 
einem  bestimmten  Zustand  genommen,  so  können  wir  für  jeden 
derselben  eine  gewisse  Zahl  so  angeben,  daß  es  von  der  Größe 
dieser  Zahlen  abhängt,  ob  bei  der  Berührung  zweier  Körper 
Wärme  von  dem  einen  zum  anderen  übergeht  und  in  welcher 
Richtung  dies  geschieht  Sind  die  betreffenden  Zahlen  für 
zwei  Körper  gleichgroß,  so  werden  diese  bei  der  Berührung 
unverändert  bleiben;  in  jedem  anderen  Fall  geht  Wärme  von 
dem  Körper  mit  der  größeren  Zahl  nach  dem  Körper  mit  der 
kleineren  Zahl  über.  Die  so  gewählten  Zahlen,  für  die  z.  B. 
diejenigen  genommen  werden  können,  welche  das  Volum  einer 
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bestimmten  Gasmasse  angeben,  die,  immer  unter  demselben 
Druck,  nacheinander  mit  den  verschiedenen  Körpern  in  Be- 
rührung gebracht  wird,  nennen  wir  die  Temperaturen  der  Körper. 

Zunächst  verdient  nun  bemerkt  zu  werden,  daß  es  keines- 
loegs  selbstverständlich  ist,  sondern  daß  es  als  das  Ergebnis  unserer 
Beobachtungen  angesehen  taerden  muß,  daß  Zahlen  der  genannten 
Art  wirklich  angegeben  loerden  können  und  daß  also  von  einer 
Temperatur  gesprochen  werden  kann.  Um  dies  einzusehen^  stelle 
man  sich  drei  Körper  A,  B  und  C  vor,  die  sich  in  solchen 
Zustanden  befinden,  daß  kein  Wärmeübergang  stattfindet,  wenn 
man  A  mit  B,  und  ebensowenig,  wenn  man  A  mit  G  in  Be- 
rührung bringt  Versucht  man  nun  Zahlen  zu  wählen,  welche  die 
oben  genannte  Eigenschaft  haben,  so  muß  offenbar  dem  Körper 
B  und  auch  dem  Körper  C  dieselbe  Zahl  beigelegt  werden 
wie  dem  Körper  A,  und  wenn  diese  Zahlen  in  Fallen  äUen 
dafür  entscheidend  sein  sollen,  ob  ein  Übergang  von  Wärme 
stattfindet  oder  nicht,  so  ist  es  nötig,  daß  dann  auch  B  und  G 
bei  der  Berührung  keine  Wärme  aneinander  abgeben.  Die 
Beobachtung  lehrt,  daß  dies  tatsächlich  so  ist,  aber  es  ist  doch 
denkbar,  daß  B  Wärme  an  C  abgeben  würde,  wenn  auch  beide 
mit  A  keine  Wärme  austauschen. 

Sodann  muß  daraufhingewiesen  werden,  daß  die  Temperaiur- 
gleichheit  oder^  wie  man  xu  sagen  pflegt,  das  „Teynperaturgleichgewicht^' 
von  selbst  entsteht,  wenn  unr  zwei  oder  mehr  Körper  unter  solchen 
Umständen  sich  selbst  überlassen,  daß  in  einer  der  in  §  146  ge^ 
nannten  Weisen  Wärms  von  dem  einen  auf  den  anderen  übergehen 
kann.  In  kürzerer  oder  längerer  Zeit  werden  dann  alle 
Temperaturunterschiede  ausgeglichen. 

§  235.  Gleichgewichtszustände.  Im  vorhergehenden  Para- 
graphen wurde  stillschweigend  vorausgesetzt,  daß  in  dem 
betrachteten  System  keine  andere  Veränderung  stattfinden 
kann  als  ein  Übergang  von  Wärme  von  dem  einen  Körper 
zum  anderen.  In  Wirklichkeit  kann  oft  manche  andere  Er- 
scheinung  eintreten,  aber  die  Erfahrung  lehrt,  daß  auch  dann 
stets  ein  bestimmter  Endzustand  entstehty  der  sich  weiter  nicht  mehr 
ändert.  Wenn  z.  B.  in  ein  geschlossenes  Gefäß  eine  Gasmasse 
gebracht  wird,  die  anfangs  nur  einen  Teil  des  Raumes  ein- 
nimmt, so  wird  sie  sich  nach  einiger  Zeit  über  das  ganze 
Volum  verbreitet  haben;  die  Dichte  wird,  wenn  von  dem  Ein- 
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floß  der  Schwerkraft  abgesehen  werden  kann,  überall  gleich- 
groß geworden  sein,  und  wenn  sich  dieser  Einfluß  bemerkbar 
macht,  nach  einem  bestimmten  Gesetz  von  unten  nach  oben 
abnehmen. 

Hat  man  in  dem  Gefäß  erst  eine  Flüssigkeit  und  darüber 
einen  leeren  Baum,  so  wird  die  Flüssigkeit,  wenn  die  Menge 
derselben  klein  ist,  vollständig  in  den  gasförmigen  Zustand 
übergehen  und  sich  als  Dampf  über  den  Raum  verbreiten.  In 
einem  gegebenen  Volum  kann  jedoch  bei  bestimmter  Temperatur  nur 
eine  besHmnUe  Menge  Flüssigkeit  verdampfen;  bringt  man  noch 
mehr  in  das  Gefäß,  so  entsteht  ein  Zustand,  in  welchem  ein 
Teil  der  Flüssigkeit  als  solche  übriggeblieben  ist  und  der 
Baum  über  derselben  Dampf  von  einer  bestimmten  Dickte  d  und 
einer  bestimmten  Spannung  enthält.  Man  nennt  diesen  Dampf, 
welcher  schließlich  in  Berührung  mit  der  Flüssigkeit  besteht, 
gesättigten  Dampf. 

Derselbe  Zustand,  zu  dem  wir  soeben  gekommen  sind, 
entsteht  (bei  derselben  Temperatur)  auch,  wenn  zuerst  über  der 
Flüssigkeit  ein  Dampf  mit  größerer  Dichte  als  die  angegebene 
anwesend  ist  Es  findet  dann  eine  Verwandlung  von  Dampf 
in  Flüssigkeit,  eine  Verdichtung  oder  Kondensation  statt;  diese 
¥rird  so  weit  fortschreiten,  bis  wieder  die  Dichte  d  erreicht  ist. 

Wenn  in  Fällen  wie  die  hier  besprochenen  der  End- 
zustand erreicht  ist,  sagt  man,  daß  das  System  ins  Oleichgewicht 
gekommen  ist  Als  weitere  Beispiele  von  solchen  Gleichgewichts- 
zuständen können  noch  dienen:  ein  Körper,  der  teilweise  ge- 
schmolzen ist,  ein  fester  Stoff  in  Berührung  mit  einer  ,,ge- 
sättigten*'  Lösung  desselben,  und  endlich  der  Fall,  daß  auf 
Wasser  eine  Schicht  Äther  gegossen  ist,  wobei  es  sich  zeigt, 
daß  sich  im  Wasser  eine  gewisse  Menge  Äther  und  im  Äther 
etwas  Wasser  löst. 

Wenn  ein  System  aus  verschiedenen  Teilen  besteht,  die 
jeder  für  sich  homogen  und  ganz  oder  teilweise  aus  denselben 
Stoffien  zusammengesetzt  sind,  so  unterscheidet  man  diese  von- 
einander als  verschiedene  Phasen. 

Die  Gleichgewichtszustände,  welche  wir  nun  kennen  ge- 
lernt haben,  sind  nach  der  Molekulartheorie  von  anderer  Art 
als  die  gewöhnlichen  Gleichgewichte,  die  in  der  Mechanik  be- 
handelt werden.     Obgleich   nämlich    die   für   uns   wahrnehmbaren 
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Teile  des  Körpers  dieselbe  Zusammensetzung  v/nd  Eigenschaften  h- 
halten,  tvürde  ein  Beobachter^  der  die  ein^nen  Moleküle  sehen 
könnte,  Zeuge  von  sehr  komplixierten  Bewegungserscheinungen  sm. 
Daß  trotz  dieser  Veräüderuugen  das  ganze  System  sich  in 
einem  unveränderlichen  Zustand  befindet,  ist  der  großen  An- 
zahl von  Molekülen  zu  verdanken^  aus  denen  die  Körper  auf- 
gebaut sind. 

Denken  wir  uns  z.  B.  zwei  Stücke  Kupfer  Ä  und  B,  die 
miteinander  in  Berührung  gebracht  werden,  nachdem  sie  einige 
Zeit  in  schmelzendem  Eis  gelegen  haben.  Ebenso  ¥rie  in  einem 
Gas  bei  einer  bestimmten  Temperatur  die  verschiedenen  Teilchen 
ungleiche  Geschwindigkeiten  haben  (§  222),  wird  dies  auch  in 
dem  Kupfer  der  Fall  sein.  Es  ist  also  sehr  gut  möglich,  daß 
in  dem  einen  Punkt  der  Berührungsfläche  ein  Molekül  von  Ä 
eine  viel  größere  Geschwindigkeit  hat  als  ein  Teilchen  von  B,  mit 
dem  es  in  Berührung  kommt,  während  in  einem  anderen  Punkt 
das  Entgegengesetzte  der  Fall  ist.  An  der  ersteren  Stelle 
wird  dann  einige  Wärme  von  A  nach  B  und  an  der  letzteren 
Stelle  von  B  nach  A  übergehen. 

Daß  im  ganzen  genommen  weder  in  der  einen  noch  in 
der  anderen  Richtung  Wärme  übergeht,  ist  dem  Umstand  zu- 
zuschreiben, daß  sich  längs  der  Grenzfläche  sehr  verschiedene 
Zustände  finden,  aber  so,  daß  im  Durchschnitt  die  Ge- 
schwindigkeiten in  dem  einen  Körper  ebensogroß  sind  wie  im 
anderen. 

Auch  die  gleichmäßige  Verteilung  eines  Gases  über  den 
verfügbaren  Raum  ist  nur  durch  die  große  Anzahl  der  Teil- 
chen möglich.  Bewegten  sich  in  einem  Gefäß  nicht  mehr  als 
100  Moleküle  hin  und  her,  so  würden  wohl  nicht  in  jeder 
Hälfte  genau  50  sein. 

Die  Verdampfung  einer  Flüssigkeit  kann  man  sich  so 
vorstellen,  daß  einige  Moleküle,  und  zwar  diejenigen,  welche 
die  größte  Geschwindigkeit  haben,  aus  der  Flüssigkeit  entweichen 
und  sich  in  dem  Raum  über  derselben  als  Gasmoleküle  be- 
wegen. Unaufhörlich  werden  einige  Teilchen  dies  tun,  und 
die  Dampfmenge  würde  fortwährend  zunehmen,  wenn  nicht 
auch  etwas  anderes  stattfände.  Moleküle  des  Dampfes  können 
nämlich  durch  ihre  Bewegung  wieder  in  die  Flüssigkeit  kommen 
und  durch  die  Anziehung  derselben  festgehalten  werden.   Dies 
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wird  nm  so  mehr  geschehen,  je  mehr  Dampf  bereits  vorhanden 
ist.  Sehließlieh  ist  der  Dampf  mit  der  Flüssigkeit  im  Oleichgewicht, 
wenn  ebensoviel  Teilchen  als  die  Flüssigkeit  verlassen  in  dieselbe 
zurückkehren  (vgl  §  222> 

Andere  Gleichgewichte  zwischen  zwei  Phasen  kann  man 
in  ähnlicher  Weise  auffassen. 

§  236.  Kennzeichen  eines  Gleichgewichtszustandes.  Wie 
sich  auch  die  Dichte  des  Stoffes  von  einem  Punkt  zum  anderen 
ändert  und  wie  sehr  auch  die  nebeneinander  bestehenden  Phasen 
verschieden  sind,  immer  udrd  in  allen  Teilen  des  Systems  die 
Temperaivr  gleichhoch  sein. 

Es  hat  sich  femer  gezeigt,  daß  alle  sichtbaren  relativen 
Bewegungen  des  einen  Teils  der  Materie  in  bezug  auf  den 
anderen  durch  die  Reibung  vernichtet  werden.  Wenn  das  be- 
treffende System  von  ruhenden  Wänden  umschlossen  ist,  so  finden 
im  Qleichgetvichtsxustand  überhaupt  keine  sichtbaren  Bewegungen 
mehr  statt. 

§  237.  Adiabatische  und  isothermische  Veränderungen. 
Faßt  man  den  Ausdruck,  daß  ein  System  sich  selbst  überlassen 
werden  soll,  buchstäblich  auf,  dann  ist  damit  natürlich  auch 
gesagt,  daß  dem  System  weder  Wärme  zugeführt  noch  Wärme 
entzogen  werden  darf,  daß  es  also  z.  ß.  von  einer  Hülle  um- 
schlossen sein  muß,  die  überhaupt  keine  Wärme  durchläßt. 
Die  Veränderungen,  welche  dann  noch  stattfinden  können,  ver- 
laufen adiabatisch  (§  228). 

Nicht  nur  in  diesem  Fall  nimmt  das  System  einen  Gleich- 
gewichtszustand an,  sondern  auch  dann,  wenn,  wie  wir  uns 
oft  vorstellen  werden,  die  Temperatur  konstant  gehalten  wird 
und  also  die  Veränderungen  isothermisch  sind.  Um  sich  dessen 
zu  versichern,  muß  man  das  System  mit  einem  Körper  von  so 
großer  Wärmekapazität  in  Berührung  bringen,  daß  sich  die 
Temperatur  desselben  nicht  merklich  ändert,  wenn  er  einige 
Wärme  an  das  System  abgibt  oder  von  demselben  empfängt. 
Wir  wollen  einen  solchen  Körper  ein   Wärmereservoir  nennen. 

§  238.  Eiohtung,  in  welcher  die  Veränderungen  statt- 
finden. Ein  System  von  Körpern,  in  welchem  zuerst  kein  Gleich- 
gewicht bestand  und  welches  schließlich  in  einen  stationären 
Zustand  gekommen  ist,  kehrt  nicht  von  selbst  in  den  Ursprung- 
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liehen  Zustand  zurück.  Mit  anderen  Worten,  die  Veränderungen^ 
welche  es  erlitten  hat,  können  nicht  in  umgekehrter  Richttmg  «W 
finden. 

So  wird  z.  B.  durch  Wärmeleitung  oder  Wärmestrahlung 
ein  Temperaturunterschied  niemals  größer.  Die  Beobachtung 
lehrt  uns  zwar,  daß  auch  Körper  yon  niedriger  Temperatur 
z.  B.  ein  Stück  Eis,  etwas  Wärme  ausstrahlen,  und  davon  kann 
ein  Körper  von  höherer  Temperatur  etwas  aufiiehmen,  aber 
die  Wärme,  welche  er  in  dieser  Weise  von  dem  kälteren  Körper 
erhält,  beträgt  stets  weniger  als  die  Wärme,  die  er  an  diesen 
durch  Strahlung  abgibt 

Ein  Gas  verteilt  sich  gleichförmig  über  den  verfügbaren 
Raum,  aber  niemals  wird  es  sich  von  selbst  in  einem  Teil  des 
Raumes  mehr  anhäufen  als  in  einem  anderen,  und  ebensowenig 
werden  die  Bestandteile  eines  Gemisches  zweier  Gase  sich  von 
selbst  voneinander  trennen. 

Eine  Veränderung,  welche  oft  vorkommt,  wenn  sich 
ein  System  einem  Gleichgewichtszustand  nähert,  ist  die  Um- 
iseixung  „mechanischer"  Energie  in  Wärme,  z.  B.  infolge  von 
Reibung.  Unter  mechanischer  Energie  verstehen  wir  hierbei 
sowohl  die  kinetische  Energie  sichtbarer  Bewegungen  als  auch 
die  potentielle  Energie,  welche  den  auf  sichtbare  Massen 
wirkenden  Kräften  entspricht. 

Die  umgekehrte  Veränderung  würde  nun  die  Umsetzung 
von  Wärme  in  solche  mechanische  Energie  oder,  mit  anderen 
Worten,  die  Verrichtung  mechanischer  Arbeit  durch  Wärme 
sein.  Diese  Umsetzung  ist  zwar  möglich,  aber  sie  ist  viel  mehr 
als  die  zuerst  genannte  an  bestimmte  Bedingungen  gebunden 
und  von  geschickten  Kunstgriffen  abhängig. 

Dies  liegt  übrigens  in  der  Art  der  unregelmäßigen  mole- 
kularen Bewegungen.  Wenn  sich  ein  Körper  als  Ganzes  fort- 
bewegt, so  können  wir  ihn,  z.  B.  dadurch,  daß  wir  einen  Draht 
an  ihm  befestigen,  ein  Gewicht  auf  eine  gewisse  Höhe  heben 
lassen  (§11 6).  Ebenso  können  wir  die  kinetische  Energie  eines 
Wasserstroms  in  welchem  sich  alle  Teilchen  in  derselben 
Richtung  bewegen,  nutzbar  machen;  wir  können  das  Wasser 
auf  die  Schaufeln  eines  Rades  wirken  lassen.  Schwieriger  würde 
es  schon  sein,  das  Wasser  Arbeit  verrichten  zu  lassen,  wenn 
in  demselben  zahlreiche  kleine  Wirbelströme  beständen.    Und 
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Yollständig  unmöglich  ist  es,  die  kinetische  Energie  der  in  allen 
Bichtongen  umherfliegenden  Moleküle  eines  Gases  ganz  für 
mechanische  Arbeit  zu  gebrauchen,  da  wir  nicht  mit  den  einzelnen 
Molekülen  operieren  und  nicht  jedes  Molekül  gegen  eine  kleine 
Fläche  drücken  lassen  können,  die  senkrecht  zur  Bewegungs- 
tichtung  gehalten  wird. 

Die  innere  Energie  der  molekularen  Bewegungen  ist  uns  viel 
taeniger  zugänglich  als  die  Energie,  welche  sichtbare  Teile  der  Körper 
im  ganzen  haben.  Trotzdem  kann  man  sie  wenigstens  bis  zu  einem 
getoissen  Orade  nutzbar  machen,  und  dies  ist  namentlich  dann  der 
Fall,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  wenn  man  iiher  Körper 
von  verschiedener  Temperatur  verfügen  kann. 

§  239.  ümsetzimg  von  Wärme  in  mechanische  Energie. 
Ohne  auf  technische  Einzelheiten  einzugehen,  wollen  wir  uns 
jetzt  klar  machen,  in  welcher  Weise  bei  der  Dampfmaschine 
und  den  Heißluftmaschinen  Wärme  in  mechanische  Energie 
umgesetzt  wird. 

Zunächst  verdient  bemerkt  zu  werden,  daß  diese  ,,kalori- 
schen  Maschinen^'  dazu  bestimmt  sind,  solange  man  will,  un- 
aufhörlich Arbeit  zu  verrichten,  und  daß  der  Körper,  dessen 
man  sich  zu  diesem  Zwecke  bedient  (der  „arbeitende  Körper'*), 
gegen  einen  in  einem  Zylinder  hin-  und  hergehenden  Kolben 
drückt  ^  dessen  Bewegung  auf  ein  Schwungrad  übertragen 
wird.  Wir  wollen  annehmen,  daß  die  Erscheinungen  voll- 
kommen periodisch  sind  und  daß  man  fortwährend  von  der- 
selben Masse  des  arbeitenden  Körpers  Gebrauch  macht;  dieser 
muß  sich  dann  jedesmal,  wenn  der  Kolben  einen  Hin-  und 
Hergang  gemacht  hat,  wieder  in  demselben  Zustand  befinden, 
er  muß  also  einen  Kreislauf  von  Veränderungen  durchlaufen 
haben. 

Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  an,  daß  er  dabei  nur 
mit  der  einen  Seite  des  Kolbens  in  Berührung  kommt  und 
daß  auf  die  andere  Seite  der  Atmosphärendruck  wirkt.  Der 
letztere  verrichtet  bei  einem  Hin-  und  Hergang,  alles  zusammen- 
genommen, keine  Arbeit 

Der  arbeitende  Körper  tut  eine  positive  Arbeit,  wenn  er 

*  Maschinen  wie  die  Dampfturbinen  von  De  Laval,  bei  denen 
ein  Dampfstrahl  mit  großer  Geschwindigkeit  die  Schaufeln  eines  Rades 
trifft,  lassen  wir  außer  Betrachtung. 
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den  Kolben  nach  außen  treibt,  und  eine  negatiye,  wenn  dieser 
zurückkehrt,  mit  anderen  Worten,  während  durch  den  Druck, 
den  er  ausübt,  im  ersten  Fall  die  Drehung  des  Schwungrades 
beschleunigt  wird,  muß  dieses  Energie  abgeben,  um  den  Kolben 
wieder  nach  innen  zu  treiben. 

Soll  die  Oesamtarheit  des  arbeitenden  Körpers  während  einer 
Periode  positiv  sein,  so  muß  dieser,  während  der  Kolben  nach  außen 
geht,  einen  größeren  Druck  ausüben  als  während  er  xurückkehrt» 
Dies  ist  möglich,  wenn  der  Körper  während  der  beiden  Hälften 
des  Kreislaufs  verschiedene  Temperaturen  hat, 

§  240.  Heißluftmascliinen.  Als  Beispiel  mag  die  Ein- 
richtung einer  der  einfachsten  Maschinen  dienen,  in  welcher 
abwechselnd  erhitzte  und  abgekühlte  Luft  benutzt  wird.  Ein 
Luftkessel  Ä  (Fig.  211)  wird  unten  bei  B  erhitzt  und  oben 
bei  C  durch  kaltes  Wasser,  welches  sich  in  einem  ringförmigen 

Mantel  um  C  befindet, 

-^1     "TM 1  auf  niedriger  Tempera- 

-I       i "  tur  gehalten.     In  dem 

'         Kessel  befindet  sich  ein 

Körper  D,  den  wir  den 
„Verdränger  '*  nennen 
wollen;  er  kann  sich, 
mit  einigem  Spielraum 
am  Umfang,  auf  und 
nieder  bewegen  und  läßt 
dabei  oben  oder  unten 
_  einen    gewissen    Baum 

Pig,  211.  übrig,     der    mit    Luft 

gefüllt  ist  Der  Ver- 
dränger  hat  den  Zweck,  diese  Luft  abwechselnd  in  den  er- 
hitzten und  den  abgekühlten  Teil  von  A  zu  bringen,  da- 
mit sie  eine  hohe  oder  niedrige  Temperatur  annimmt  Die 
hierdurch  bewirkten  Druckveränderungen  werden  benutzt,  um 
den  Kolben  Z  in  einem  Zylinder  E,  der  mit  dem  Luftkessel 
Terbunden  ist  hin-  und  herzubewegen.  Man  läßt  den  Kolben 
nach  außen  gehen,  wenn  der  Yerdränger  hoch  steht,  und  nach 
innen,  wenn  er  tief  steht. 

Der  Kolben  ist  in  der  gewöhnlichen  Weise  mit  der  Achse 
eines  Schwungrades  verbunden,  und  der  Verdränger  erhält  in 


A 
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Fig.  212. 


den  geeigneten  Angenblicken  seine  Bewegung  von  dieser  Achse, 
mit  der  er  durch  einen  Mechanismus^  der  hier  nicht  beschrieben 
zu  werden  braucht,  verbunden  ist. 

§  241.    Dampfinasohine.     Als    zweites   Beispiel    mag   die 
in  Fig.  212  schematisch  dargestellte  Dampfmaschine   dienen. 
G  ist  der  Zylinder  mit  dem  Kolben 
Z,  P  der  Dampfkessel,  Q  der  Kon- 
denacOoTj  d.  h.  ein  Raum,  der  durch 
kaltes  Wasser,  welches  ihn  umgibt, 
auf  einer  niedrigen  Temperatur  T^ 
gehalten,   wird.      Im     Dampfkessel 
herrscht  -  eine  hohe  Temperatur  7\. 
G  ist  mit  P  und  Q  durch  die  Röhren 
p  und  q  verbunden;   diese   können 
nach    Belieben     geöffnet    und    ge- 
schlossen werden. 

Da  die  Spannung  des  gesättigten  Wasserdampfes  (§  235) 
bei  Erhöhung  der  Temperatur  zunimmt,  herrscht  in  P  eine 
hohe  und  in  Q  eine  niedrige  Dampfspannung.  Daher  haben  wir^ 
um  den  Dampf  Arbeit  verrichten  zu  lassen,  nur  die  Röhre  p 
zu  ö&en^  wenn  der  Kolben  steigt,  und  die  Röhre  q,  wenn  er 
sinkt ;  dann  werden  nämlich  wirklich  in  den  beiden  Fällen  auf 
die  untere  Fläche  von  Z  verschiedene  Drucke  ausgeübt,  beim 
Steigen  -die  Spannung  ^^  des  gesättigten  Wasserdampfes  bei  der 
Temperatur  Tj,  beim  Sinken  die  Spannung  p^  bei  der  Tempera- 
tur Tj.  Wenn  nämlich  der  Zylinder  mit  dem  Kondensator  Q 
in  Verbindung  gesetzt  ist,  strömt  der  Dampf  in  diesen  ein 
und  verdichtet  sich  zum  Teil,  so  daß  der  Druck  p^  wird. 

Wenn  nun,  wie  wir  uns  vorstellen  wollen,  das  Wasser, 
welches  im  Kondensator  aus  dem  Dampf  entsteht,  zum  Speisen 
des  Dampfkessels  benutzt  wird,  so  kann  die  Maschine  fort- 
während mit  derselben  Menge  Wasser  arbeiten,  welches  einen 
Kreislauf  von  Veränderungen  durchmacht. 

§  242.  Oraphiflche  Darstellung  der  Veränderungen  einer 
Gasmenge.  Da  die  Erscheinungen  in  der  Heißluftmaschine  von 
§  240  ziemlich  verwickelt  sind,  wollen  wir  unsere  weiteren  Be- 
trachtungen an  eine  ideale  Maschine  anknüpfen,  in  welcher 
ein  Gas  einen  besonders  einfachen  Kreislauf  von  Veränderungen 
durchmacht 
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Wir  wollen  uns  vorstellen,  eine  Gasmasse  befinde  sich 
im  Gleichgewichtszustand^  während  sie  die  Temperatur  T  hat 
und  keinen  anderen  äußeren  Eräften  als  einem  Druck  p  aus- 
gesetzt ist  Das  Volum  sei  v,  und  der  Einfachheit  halber 
denken  wir  uns,  das  Gas  befinde  sich  in  einem  Zylinder 
unter  einem  verschiebbaren  Kolben.  Wird  nun  dieser  Kolben 
sc^inell  nach  außen  bewegt,  sei  es  durch  den  Druck  des  Gases 
oder  durch  eine  äußere  Kraft,  so  würden  sehr  komplizierte 
Zustände  entstehen  können.  Das  Gas  würde  eine  bedeutende 
Strömungsgeschwindigkeit  bekommen,  von  der  es  nicht  sicher 
ist,  daß  sie  in  allen  Teilen  der  Masse  dieselbe  ist;  außerdem 
könnten  auch  Verschiedenheiten  in  Dichte  und  Temperatur 
entstehen.  Ließen  die  Wände  keine  Wärme  durch,  so  würde 
sich  das  Gas  abkühlen,  aber  der  eine  Teil  wohl  mehr  als 
der  andere,  und  wollte  man  durch  ein  Wärmereservoir,  mit 
welchem  die  Wände  des  Zylinders  in  Berührung  sind,  die 
Temperatur  konstant  halten,  so  würde  dennoch  bei  schnellen 
Veränderungen  in  einiger  Entfernung  von  der  Wand  eine  Ab- 
kühlung eintreten  können.  Kurz,  man  kann  nicht  sagen,  daß 
während  einer  schnellen  Verschiebung  des  Kolbens  das  Gas 
sich  in  jedem  Augenblick  in  einem  Gleichgewichtszustand,  d.  h. 
in  einem  Zustand  befindet,  der  dauernd  bestehen  könnte. 

Um  nun  die  Komplikationen,  welche  sich  hieraus  ergeben, 
Bu  vermeiden,  wollen  wir  annehmen,  daß  die  Verschiebung 
des  Kolbens,  sei  es,  wie  oben  angenommen  wurde,  nach  außen, 
sei  es  nach  innen,  äußerst  langsam  erfolgt  Es  ist  wohl  klar, 
daß  man,  wenn  auch  streng  genommen  das  Gas  immer  noch 
etwas  von  Gleichgewichtszuständen  abweichen  wird,  bei  solchen 
sehr  langsamen  Bewegungen  hiervon  absehen  kann;  die  Ver- 
mderungtH^  welche  wir  b^tnuhten,  bestehen  also  im  einer  Aufeinander- 
folge i\>H  allmählich  ifwinafkler  übergehendepi  Gleickgewi^tsxmständen, 

Da  zwischen  dem  Durck  />  des  Gases,  der  absoluten  Tempera- 
tur T  und  dem  Volum  r  immer  der  in  §  219  besprochene  Zu- 
sammenhang besteht,  so  ist  der  Zustand  in  jedem  AugenbUck 
bi^timmt«  wenn  man  zwei  dieser  drei  Größen  mngibt  Wir 
wollen  das  Volum  und  den  Druck  wählen  und  nun  die  Ver- 
änderungen des  Gsses  in  einer  naheliegenden  Weise  graphisch 
daislellen. 

W^ir  wollen  nämlich  zwei  aufeinander  senkredit  stehende 
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Koordinatenachsen  0  V  und  OP  (Fig.  213)  annehmen  und  das 
Volum  durch  die  Abszisse  und  den  Druck  durch  die  Ordinate 
eines  Punktes  darstellen,  so  daß,  wenn  z.  B.  Oa  das  Volum 
und  a  A  den  Druck  angibt,  der  Pankt  A  gefunden  wird.  Dieser 
bestimmt  dann  durch  seine  Lage  den  Zustand  des  Gases 
Wenn  sich  der  letztere  ändert,  so  hat  man  für  jeden  Augenblick 
wieder  einen  anderen  Punkt;  es  ist  z.  B.  möglich,  daß  nach 
einiger  Zeit  das  Volum  og  und  der  Druck  g  O  geworden 
ist,  so  daß  dann  der 
Punkt  Q  den  Zu- 
stand des  Gases  an- 
gibt. Offenbar  wird 
nun  jeder  Verände- 
rung des  G^ises  eine 
Linie  von  bestimm- 
ter Gestalt  wie  z.  B. 
die  Linie  AB  ent- 
sprechen. 

Wir  können  dann 
kurz  von  dem  „Zu- 
stand A''  und  von 
der  „Änderung  A  B" 
sprechen. 

Besonders  wichtig 
sind  nun  die  Linien, 
welche  isothermische  und  adiabatische  Änderungen  darstellen, 
oder,  wie  man  auch  zu  sagen  pflegt,  die  isothermischen  Ldnien 
{Isothermen)  und  die  adiabatischen  Linien.  Zu  den  ersteren  ge- 
hören z.  B.  ABy  EFundi  DG.  Daß  sich  diese  Linien  nach 
rechts  der  Abszissenachse  nähern  müssen,  leuchtet  ein. 

Jede  isothermische  Linie  entspricht  einer  bestimmten 
Temperatur,  und  es  ist  ein  Wärmereservoir  von  dieser  Temperatur 
nötig,  wenn  das  Gas  eine  solche  Änderung  erleiden  soll  wie 
durch  die  Linie  dargestellt  wird.  Es  ist  femer  leicht  ein- 
zusehen, daß  man  eine  isothermische  Linie  sowohl  in  der 
einen  als  auch  in  der  anderen  Richtung  durchlaufen  kann. 

Beispiele  von  adiabatischen  Linien  hat  man  in  AD,  OH 
und  BC.  Auch  diese  können  nach  beiden  Seiten  hin  durch- 
laufen  werden.    Geschieht   dies   in   der  Richtung  einer  Aus- 
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dehnongy  d.  L  in  unseren  Figuren  nach  rechts ,  so  sinkt  die 
Temperatur;  der  Druck  nimmt  dann  mehr  ab  als  es  bei  kon- 
stanter Temperatur  der  Fall  sein  würde.  Deshalb  sinken  die 
adiabatischen  Linien  nach  rechts  schneller  als  die  isothermischen. 
Daß  durch  jeden  Punkt  des  in  Frage  kommenden  Teils 
der  Ebene  sowohl  eine  adiabatische  als  auch  eine  isothermische 
Linie  gezogen  werden  kann,  bedarf  wohl  keines  Beweises. 

§  243.  Oraphische  Darstellung  der  Arbeit.  Bleibt  während 
der  Ausdehnung  eines  Gases  der  Druck  unverändert,  so 
findet  man  die  Arbeit,  die  es  verrichtet,  indem  man  (§  207,  b) 
den  Druck  pro  Flächeneinheit  mit  der  Volumvermehrung  multi- 
pliziert. Ist  der  Druck  veränderlich,  so  muß  man  (vgl.  §  113,  d) 
die  Gesamtausdehnung  in  unendlich  kleine  Teile  teilea;  während 
einer  dieser  unendlich  kleinen  Volumvermehrungen  kann  der 
Druck  als  konstant  betrachtet  werden,  so  daß  die  gegebene 
Eegel  angewandt  werden  kann. 

Das  Resultat,  zu  welchem  man  in  dieser  Weise  kommt, 
kann  in  sehr  einfacher  Weise  mit  Hilfe  der  graphischen  Dar- 
stellung ausgedrückt  werden.    Wird  nämlich  die  Veränderung 

der  Gasmasse  durch  die  Linie  PQ 
(Fig.  2 14)  dargestellt,  und  nimmt  also 
das  Volum  von  OÄ  bis  OB  zu,  so 
entspricht  der  erwähnten  Teilung 
der  Gesamtausdehnung  eine  Teilung 
von  AB  in  unendlich  kleine  TeDe 
wie  CD.  Stellen  nun  femer  dieOrdi- 
naten  die  Werte  des  Druckes  pro 
Flächeneinheit  dar,  und  betrachtet 
man  den  Druck  während  der  Volum- 
vermehrung CD  als  konstant  =C^ 
so  ist  einer  der  Teile  der  gesuchten  Arbeit  C  Z)  x  Oi?.  Die  Größe 
dieses  Produkts  wird  durch  die  Fläche  des  auf  CD  stehenden 
Rechtecks  dargestellt  und  also  die  ganze  verrichtete  Arbeit  durch 
den  Grenzwert  der  Summe  aller  in  der  Figur  gezeichneten 
Rechtecke,  d.  h.  durch  die  Fläche  der  Figur  PQBÄ,  die  an  der 
oberen  Seite  durch  die  krumme  Linie  P  Q  begrenzt  unrd. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  daß  die  Arbeit  des  Gases  bei 
der   durch   QP   dargestellten   Zusammendrückung   gleich   der 


ACT) 
Fig.  214. 


»  X 
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Fläche  der  genannten  Figur,   mit  negativem  Vorzeichen   ge- 
nommen,  ist 

§  244.  Kreisprozeß  bestehend  aus  zwei  isothermischen 
und  zwei  adiabatisohen  Veränderungen.  Kehrt  das  Gas  in  den 
ursprünglichen  Zustand  zurück^  so  muß  der  Punkt,  dessen 
Koordinaten  das  Volum  und  den  Druck  angeben,  wieder  seine 
ursprüngliche  Stelle  einnehmen.  Einem  Kreisprozeß  von  Ver- 
änderungen entspricht  also  eine  geschlossene  Linie;  umgekehrt 
ist  immer  ein  Kreisprozeß  denkbar,  der  einer  willkürlich  ge- 
wählten Liäie  dieser  Art  entspricht. 

Der  im  Anfang  von  §  242  erwähnte  einfache  Kreisprozeß 
wird  nun  dargestellt  durch  ein  krummliniges  Viereck  (Mg,  215) ,  in 
welchem  zwei  gegenüberliegende  Seiten  AB  und  CD  isoihermische 
Linien  und  die  beiden  anderen  Seiten  BC  und  AD  adiahatisohe  Linien 
sind.  Wir  nehmen  an,  daß  der  Kreisprozeß  in  der  Richtung 
AB  CD  stattfindet,  und  bezeichnen 
mit  T^  und  T^  die  absoluten  Tempera- 
turen, die  zu  den  Linien  AB  und 
CD  gehören.  Die  Wärmereservoire, 
welche  dabei  zur  Anwendung  kommen, 
nennen  wir  i^  und  E^. 

Nach  allen  Vorhergehenden  wird 
klar  sein,  daß  jetzt  mit  der  Gasmasse 

die  folgenden  Veränderungen   statt-      o'  a  a  ö  o 

finden  müssen:  1.  Ausdehnung  vom  Fig.  215. 

Volum  Oa  auf  das  Volum  05,  während 

das  Gas  vermittelst  des  Reservoirs  R^  auf  der  hohen  Temperatur  7\ 
gehalten  wird,  2.  nach  Aufhebung  der  Verbindung  mit  diesem 
Reservoir  eine  adiabatische  Ausdehnung  auf  das  Volum  0  c,  wo- 
durch die  Temperatur  auf  die  des  zweiten  Wärmereservoirs  R^ 
sinkt,  3.  während  das  Gas  in  Berührung  mit  diesem  letzteren 
bleibt,  eine  Zusammendrückung  auf  das  Volum  Od,  und  4.  eine 
adiabatische  Zusammendrückung  da,  durch  die  wieder  das  ur- 
sprüngliche Volum  und  auch  die  hohe  Temperatur  erreicht 
werden.  Man  kann  sich  vorstellen,  daß  diese  Veränderungen 
in  einer  wirklichen  Heißluftmaschine  stattfinden,  die  durch  das 
Reservoir  R^  als  „Feuertopf"  und  das  Reservoir  R^  als  Kühler 
in  Bewegung  gehalten  wird.  Der  Kolben,  unter  welchem  sich 
das  Gas  befindet,  kann  nämlich  in  der  gewöhnlichen  Weise  mit 
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einem  Schwungrad  verbunden  sein,  und  in  irgend  einer  Weise 
kann  durch  die  Drehung  der  Schwungradachse  in  geeignete! 
Augenblicken  die  Berührung  des  Gases  mit  dem  einen  oder 
dem  anderen  Reservoir  hergestellt  oder  aufgehoben  werden. 

Nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  Gesagten  wird  nun  die 
bei  dem  betrachteten  Kreisprozeß  durch  das  Gas  verrichtete 
Arbeit  dargestellt  durch: 

Fläche  ABba+FVAche  JBCcft-Fläche  CDdc-Fmche  DAad, 
d.  h.  durch  die  Fläche  der  Figur  AB  CD, 

Da  aber  das  Gas  schließlich  in  den  ursprünglichen  Zu- 
stand zurückgekehrt  ist,  kann  diese  Arbeit  nur  auf  Kosten 
einer  äquivalenten  Wärmemenge  verrichtet  worden  sein.  Nun 
hat  bei  der  Ausdehnung  AB  das  Reservoir  -ß^  eine  gewisse 
Menge  Wärme,  die  wir  0^  ^nennen  wollen,  abgegeben^  während 
bei  der  Zusammendrückung  CD  eine  Menge  Wärme  Q^  an 
das  Reservoir  i^  abgegeben  worden  ist.  Es  muß  also  0^  >  Q^ 
sein;  die  Wärmemenge  Oi  — Og  **^  verschtounden  und  hat  daxu 
gedient,  die  soeben  berechnete  mechanische  Arbeit  xu  verrichten, 

§  245.  Isothermische  Kreisprozesse.  Bei  dem  Kreis- 
prozeß, den  wir  im  letzten  Paragraphen  betrachtet  haben,  sahen 
wir,  daß  die  Verrichtung  einer  mechanischen  Arbeit  auf  das 
engste  mit  dem  Umstand  zusammenhängt,  daß  der  arbeitende 
Körper  im  Laufe  seiner  Veränderungen  auf  zwei  verschiedene 
Temperaturen  gebracht  wird.  Die  Untersuchung  der  Er- 
scheinungen hat  nun  zu  der  Erkenntnis  geführt,  daß  dies 
wirklich  eine  notwendige  Bedingung  für  das  Verrichten  einer 
Arbeit  bei  dem  Kreisprozeß  ist,  und  daß  alsOj  aües  zusammen- 
genommen, keine  positive  Arbeit  von  dem  arbeitenden  Körper  ver- 
richtet werden  kann,  wenn  er  während  seines  ganzen  Kreisprozesses 
auf  konstanter  Temperatur  gehalten  wird. 

Ein  solcher  isothermischer  Kreisprozeß  ist  bei  einem  Gas 
eigentlich  nicht  möglich.  Soll  sich  nämlich  die  Temperatur 
desselben  überhaupt  nicht  ändern,  so  kann  man,  wenn  man 
auf  einer  isothermischen  Linie  eine  Strecke  weit  fortgeschritten 
ist,  nichts  anderes  tun  als  auf  derselben  Linie  wieder  zurück- 
kehren. Einen  „Kreisprozeß"  kann  man  dies  kaum  nennen, 
und  daß  jetzt  die  gesamte  Arbeit  gleich  Null  ist,  ist  wohl 
selbstverständlich. 
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Andere  Körper  dagegen,  die  einer  größeren  Verschieden- 
heit von  Zuständen  fähig  sind,  können  derartige  isothermische 
Kreisprozesse  durchlaufen. 

Als  Beispiel  kann  ein  fester  Stab  dienen^  der  ausgedehnt 
und  tordiert  werden  kann.  Wenn  wir  einen  solchen  Körper 
erst  ausdehnen  und  dann,  während  die  Länge  unverändert  ge- 
halten wird,  um  einen  gewissen  Winkel  tordieren,  ihn  dann, 
während  die  Torsion  bestehen  bleibt,  sich  auf  die  ursprüngliche 
Länge  zusammenziehen  lassen  und  dann  schließlich  die  Torsion 
aufheben y  so  haben  wir  tatsächlich  einen  Kreislauf,  der  sehr 
gut  bei  konstanter  Temperatur  ausgeführt  werden  kann.  Natür- 
lich ist  dabei  ein  Wärmereservoir  nötig;  oft  können  wir  uns 
aber  vorstellen,  daß  die  umgebende  Luft  als  solches  dient. 

Solche  isothermische  Elreisprozesse,  die  auch  bei  vielen 
anderen  Körpern  denkbar  sind,  bestimmen  wir  jetzt  noch  näher 
durch  die  Annahme,  daß  sie  in  einer  Aufeinanderfolge  von 
OUichgewichisxuständen  bestehen,  daß  also  in  jedem  Augenblick 
der  Zustand  des  Körpers  derselbe  ist,  in  dem  er  sich  be- 
finden würde,  wenn  die  äußeren  Kräfte,  die  dann  auf  ihn 
wirken,  dauernd  beständen.  Dazu  ist  nur  nötig,  daß  die  Ver- 
änderungen sehr  langsam  vor  sich  gehen,  so  daß  den  sicht- 
baren Bewegungen  keine  nennenswerte  kinetische  Energie 
entspricht 

Wir  können  z.  B.  die  vier  erwähnten  Veränderungen  eines 
Stabes  dadurch  bewirken,  daß  wir  die  ausdehnende  Kraft  und 
das  Ej*äftepaar,  welches  die  Torsion  bewirkt,  in  geeigneter 
Weise  sehr  langsam  verändern. 

Während  eines  gewissen  Teils  seines  Kreisprozesses  kann 
der  arbeitende  Körper  sehr  gut  eine  positive  oder  negative 
Arbeit  verrichten.  Bei  dem  Stab  ist  z.  B.  diese  Arbeit  positiv, 
wenn  er  sich  zusammenzieht  oder  detordiert,  dagegen  negativ, 
wenn  er  ausgedehnt  wird  oder  wenn  der  Torsionswinkel  zu- 
nimmt 

Der  oben  erwähnte  Satz  besagt  nun,  daß  die  Gesamtarbeit 
eines  Körpers  niemals  positiv  sein  kann. 

Es  ist  femer  leicht  einzusehen,  daß  bei  einem  Kreisprozeß, 
der  auch  in  umgekehrter  Richtung  durchlaufen  werden  kann, 
also  in  allen  Fällen,  in  denen  man  es  mit  einer  Aufeinander- 
folge von  Gleichgewichtszuständen  zu  tun  hat,  die  Arbeit  auch 
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keinen  negativen  Wert  haben  kann.  Wenn  nämlich  der  Körper 
bei  der  einen  Richtung  des  Kreisprozesses  eine  negative  Arbeit 
verrichtete,  so  würde  die  Arbeit  bei  der  entgegengesetzten 
Richtung  positiv  sein,  was  mit  unserem  Satze  in  Wider- 
spruch steht. 

Wir  kommen  daher  zu  dem  Schluß :  Bei  jedem  umkehrbaren 
isoütemiischen  Kreislauf  ist  die  Oeeamiarbeii  gleich  Null. 

Um  einzusehen,  daß  in  diesem  Satz  etwas  ausgedrückt 
wird,  was  nicht  bereits  aus  dem  Gesetz  der  Erhaltung  der 
Energie  folgt,  muß  man  bedenken,  daß  bei  einem  isothermischen 
Kreisprozeß  immer  ein  Wärmereservoir  vorhanden  ist  und  daß 
vielleicht  auf  Kosten  von  Wärme,  die  diesem  entlehnt  ist,  hätte 
Arbeit  verrichtet  werden  können. 

Aus  dem  Gesetz  der  Erhaltung  der  Energie  kann  man 
nur  ableiten,  daß  die  Arbeit  bei  einem  adiabaiisch  ausgeführten 
Kreisprozeß  gleich  Null  ist. 

§  246.  Freie  Energie.  Die  am  Schlüsse  von  §  238  ge- 
machte Bemerkung  über  das  ungleiche  Maß,  in  welchem  uns 
verschiedene  Formen  von  Energie  zugänglich  sind,  bringt  uns 
dazu,  die  Energie,  welche  in  einem  System  von  Körpern  an- 
wesend ist,  und  die  Energie,  über  die  wir  unter  gegebenen 
Umständen  verfügen  können,  zu  unterscheiden. 

Wie  es  sich  mit  dem  Betrag  dieser  letzteren  verhält, 
wollen  wir  zunächst  in  einem  einfachen  Fall  untersuchen. 

Wir  wollen  uns  eine  Gasmasse  denken,  die  durch  ein 
Wärmereservoir  auf  konstanter  Temperatur  gehalten  wird,  so 
daß  alle  Veränderungen,  die  sie  erleiden  kann,  isothermisch  sind; 
außerdem  wollen  wir  uns  vorstellen,  daß  diese  Veränderungen 
in  äußerst  langsamen  und  also  umkehrbaren  Ausdehnungen  und 
Zusammendrückungen  bestehen. 

Da  bei  Ausdehnung  Arbeit  verrichtet  werden  kann,  so 
schließen  wir,  daß  in  dem  System,  welches  aus  dem  Gas  und 
dem  Wärmereservoir  besteht,  eine  gewisse  Menge  Energie  ver- 
fügbar ist.  Um  eine  bestimmte  Zahl  dafür  angeben  zu  können, 
setzen  wir  fest,  wie  weit  wir  die  Ausdehnung  gehen  lassen 
wollen  (vgl.  §  126).  Wir  wählen  also  irgend  ein  bestimmtes 
großes  Volum  Fund  fassen  die  Arbeit  ins  Auge,  welche  das  Gas 
verrichten  kann,  wenn  es  sich  bis  zu  diesem  Volum  ausdehnt 
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Indem  wir  jetzt  den  Ausdruck  „verfügbare  Energie"  durch 
den  unter  den  festgesetzten  Umständen  gebräuchlicheren  Aus- 
druck freie  Energie  ersetzen,  können  wir  sagen: 

Die  freie  Energie  wird  durch  die  Arbeit  gemessen,  die  das 
Gas  verrichten  kann,  wenn  es  sich  isothermisch  und  in  umkehr- 
barer Weise  von  dem  Volum,  welches  es  in  Wirklichkeit  einnim/nü, 
bis  auf  das  festgesetzte  große  Volum   V  ausdehnt. 

Aus  dieser  Definition  folgt  ohne  weiteres: 

a)  Die  freie  Energie  ist  um  so  größer,  auf  ein  je  kleineres 
Volum  das  Gas  zusammengedrückt  ist. 

b)  Dehnt  sich  das  Gas  wirklich  aus,  aber  nicht  bis  auf  das 
Volum  V,  so  nimmt  die  freie  Energie  ab  um  einen  Betrag 
gleich  der  verrichteten  Arbeit. 

c)  Umgekehrt  kostet  Zusammendrückung  des  Gases  eine 
Arbeit  gleich  der  Zunahme  der  freien  Energie. 

Daß  die  freie  Energie  etwas  anderes  ist  als  die  in  dem 
Gas  vorhandene  Energie,  erkennt  man  sofort,  wenn  man  be- 
denkt, daß  diese  letztere,  solange  die  Temperatur  unverändert 
bleibt,  bei  jedem  Volum  gleichgroß  ist  (§  229)  und  daß  also 
die  Arbeit  bei  einer  isothermischen  Ausdehnung  auf  Kosten 
des  Wärmereservoirs  verrichtet  wird.  Gleichwohl  spricht  man 
von  der  freien  Energie  des  Oases,  womit  man  jedoch  weiter 
nichts  sagen  will,  als  daß  die  Möglichkeit,  bei  einem  gegebenen 
Reservoir  eine  Arbeit  zu  verrichten,  der  Anwesenheit  des 
Gases  zu  verdanken  ist,  welches  sich  mehr  oder  weniger  weit 
ausdehnen  kann. 

Von  anderen  Körpern  oder  Systemen  von  Körpern  gilt 
dasselbe  wie  von  der  hier  betrachteten  Gasmasse.  Wir  nehmen 
wieder  an,  daß  die  Temperatur  durch  ein  Wärmereservoir  kon- 
stant gehalten  wird  und  beschränken  uns  auf  unikehrbare  Ver- 
änderungen, bei  denen  eine  ßeihe  von  Gleichgewichtszuständen 
durchlaufen  wird.  Kann  nun  das  System  beim  Übergang  aus  dem 
Zustand  S,  in  ivelchem  wir  es  betrachten,  in  einen  gewissen  „Null- 
zustand"  N  eine  Arbeit  i/;  verrichten,  so  sagen  wir,  daß  es  in  dem 
Zustand  S  eine  freie  Energie  yj  hat.  Verrichtet  es  wirklich  beim 
Übergang  aus  dem  Zustand  S  in  einen  anderen  Zustand  S' 
eine  gewisse  Arbeit,  so  hat  die  freie  Energie  um  einen  dieser 
Arbeit    gleichen    Betrag    abgenommen.      Dagegen     entspricht 
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jeder  Arbeit,  die  wir  auf  das  System  tun,  einer  dieser  Arbeit 
gleiche  Zunahme  der  freien  Energie. 

In  folgeuder  Weise  können  wir  die  gegebene  Definition  erläutern 
und  die  beiden  letzten  Sätze  beweisen. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  ein  System  auf  zwei  verschiedenen 
Wegen  (isothermisch  und  umkehrbar)  aus  dem  Zustand  S  in  den  Zn- 
stand  S'  übergehen  kann  und  daß  es  auf  dem  einen  Weg  eine  Arbeit 
^1  und  auf  dem  anderen  Weg  eine  Arbeit  A^  verrichtet.  Man  kann 
das  System  auf  dem  ersteren  Weg  aus  dem  Zustand  8  in  den  Zustand  S' 
übergehen  lassen  und  es  auf  dem  zweiten  Weg  in  den  Zustand  S  zurück- 
bringen. Die  Arbeit  ist  dann  A^  —  Ä^.  Wir  wissen  aber  (§  245),  daß 
die  Arbeit  bei  einem  isothermiscben  umkehrbaren  Kreisprozeß  gleich 
Null  ist;  folglich  ist  Äi  =  A^,  d.  h.  die  Arbeit  ist  nur  abhängig  vom 
Anfangszustand  und  vom  Endzustand. 

Weil  dies  so  ist,  kann  man  die  freie  Energie  in  einem  Zustand  8 
durch  die  Arbeit  messen,  welche  daß  System  beim  Übergang  in  den 
Nullzustand  N  verrichten  kann,  ohne  daß  man  anzugeben  braucht,  auf 
welchem  Wege  der  Übergang  stattfinden  solL 

Betrachten  wir  ferner  zwei  Zustände  S  und  8',  denen  die  Werte 
rp  und  ip^  der  freien  Energie  entsprechen.  Wollen  wir  wissen,  welche 
Arbeit  das  System  beim  Übergang  von  8  nach  8'  verrichtet,  so 
können  wir  diesen  Übergang  auf  einem  beliebigen  Wege  stattfinden 
lassen.  Wir  stellen  uns  vor,  daß  das  System  erst  in  den  Nullzustand  N 
und  dann  in  den  Endzustand  8'  gebracht  wird.  Beim  Übergang  von  8 
nach  N  verrichtet  es  eine  Arbeit  ^,  beim  Übergang  von  N  nach  8'  eine 
Arbeit  —  v';  also  ist  bei  jedem  Übergang  von  S  nach  8'  die  Arbeit 
A  =  y/  —  ifj\  Dies  Resultat  gilt  auch,  wenn  tp'  >  tp  und  Ä  negativ  ist 
Dann  können  wir  auch  sagen,  daß  die  von  uns  auf  das  System  getane 
Arbeit  -  A  gleich  der  Zunahme  der  freien  Energie  ist. 

Da  wir  die  kinetische  Energie,  die  der  Bewegung  eines 
Körpers  im  ganzen  oder  der  sichtbaren  Teile  desselben  zu  ver- 
danken ist,  vollständig  benutzen  können,  und  ebenso  die  poten- 
tielle Energie,  welche  Kräften  wie  die  Schwerkraft  entspricht, 
wollen  wir  diese  beiden  Formen  von  Energie  zu  der  freien  Energü 
rechnen.  Die  freie  Energie  besteht  also  im  allgemeinen  aus  drei 
Teilen,  den  beiden  zuletzt  genannten  und  der  freien  Energie,  die 
der  Körper  haben  würde,  wenn  er  ohne  sichtbare  Bewegung 
und  frei  von  den  genannten  Kräften  sich  in  demselben  Zustand 
befände,  in  dem  er  sich  tatsächlich  befindet. 

§  247.  Veränderungen  der  freien  Energie  bei  umkehr- 
baren und  nicht  umkehrbaren  Erscheinungen,  a)  Wir  betrachten 
als  Beispiel   einen   festen   elastischen  Körper,   und  zwar,   um 
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einen    bestimmten    Fall    vor  Augen    zu    haben,    einen    Stab 
(Fig.  124,  S.  250),    der    mit   dem   einen   Ende    festgeklemmt 
ist    Vom  Gewicht  sehen  wir   ab   und   nehmen  an,   daß   ein 
Wärmereservoir  (z.  B.  die  umgebende  Luft)  dafür  sorgt,    daß 
die  Temperatur  konstant   bleibt     Wir  denken   uns  den  Stab 
zuerst  in  dem  Zustand,  den  er  annimmt,  wenn  keine  äußeren 
Kräfte  auf  ihn  wirken,  und   den  wir  den  natürlichen  Zustand 
nennen  wollen;  sodann  bringen  wir  durch  eine  am  freien  Ende 
senkrecht    zur   Länge   wirkende    Kraft   eine   Biegung   hervor. 
Dadurch,   daß  wir  nicht  plötzlich  eine  große  Kraft   ausüben, 
sondern   mit  einer  sehr  kleinen  Kraft  beginnen,  die  wir  dann 
nach  und  nach  zunehmen  lassen,  versichern  wir  uns,  daß  sich 
der  Stab  in  jedem  Augenblick  in  einem  Gleichgewichtszustand 
befindet,  d.  h.  in  einem  Zustand,  der  unter  dem  Einfluß  der  in 
dem  betreffenden  Augenblick  wirkenden  Kraft  dauernd  bestehen 
konnte,   so  daß  die  Deformation  auf  umkehrbare  Weise  zu- 
stande kommt 

Zum  Schluß  haben  wir  eine  gewisse  Arbeit  yj  getan  und 
«ine  ebensogroße  Arbeit  kann  der  Stab  verrichten,  wenn  er 
langsam  in  den  natürlichen  Zustand  zurückkehrt.  Wählen  wir 
diesen  letzteren  als  Nullzustand  (§  246),  so  müssen  wir  dem 
gebogenen  Stab  eine  freie  Energie  yj  zuschreiben.  Zur  Unter- 
scheidung können  wir  diese  die  freie  Energie  der  Deformation 
nennen. 

b)  Heben  wir  die  Kraft,  welche  die  Biegung  hervorgebracht 
H  plötzlich  auf,  so  schwingt  der  Körper  um  die  natürliche 
I^e  hin  und  her.     Bei  gänzlicher  Abwesenheit  von  Wider- 
ständen hört  diese  Bewegung  niemals  auf  und  bleibt  im  Laufe 
^selben  die  gesamie  freie  Energie  unverändert.     In   dem  Augen- 
Micke,  in  welchem  der  natürliche  Zustand  erreicht  ist,  ist  aller- 
^ngs  die  freie  Energie  der  Deformation  verschwunden,  aber  der 
Stab  hat  dann  infolge  seiner  (sichtbaren)  Bewegung  eine  kinetische 
Energie,  also  eine  andere  Form  von  freier  Energie  bekommen, 
deren  Betrag,  wie  man  beweisen  kann,    gleich  der  verlorenen 
freien  Energie  der  Deformation  ist. 

um  dies  zu  beweisen,  stellen  wir  uns  den  folgenden  Kreisprozeß 
vor.  Nachdem  der  Stab  in  der  angegebenen  Weise  in  den  natürlichen 
Zustand  gekommen  ist  und  die  kinetische  Energie  E  bekommen  hat, 
entziehen  wir  ihm  diese  plötzlich,  indem  wir  ihn  die  Arbeit  E  verrichten 
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lassen.  Sodano  bringen  wir  den  Körper  langsam  durch  eine  allmälilich 
sunehmende  Kraft  in  den  deformierten  Zustand  zurück,  .wobei  wir  eine 
Arbeit  y  verrichten  und  der  Stab  also  eine  Arbeit  —  tp  tut  Da  nun 
ein  isothennischer  Kreisprozeß  vollendet  ist  und  alles  auch  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  hätte  stattfinden  können,  muß  die  gesamte  Arbdt 
gleich  Null  sein.     Hieraus  folgt:  E  —  y/  =  0,  E  "  tp, 

c)  Zur  weiteren  Erläuterung  bemerken  wir  noch  das  Folgende: 
Wenn  man  von  allen  Wäxmeerscheinungen  absehen  dürfte  (so 
daß  auch  von  einem  Wärmereservoir  keine  Rede  sein  könnte)  und 
man  sich  vorstellen  könnte^  daß  die  Teilchen  des  Stabes,  wenn 
dieser  im  Ganzen  betrachtet  in  Ruhe  ist,  feste  Lagen  haben,  bei 
denen  die  anziehenden  und  abstoßenden  Kräfte,  die  sie  durch 
Vermittlung   eines   Mediums    aufeinander    ausüben,    mit   den 
äußeren  Kräften  im  Gleichgewicht  sind,   so  würde  man  sagen 
können,  daß  der  gebogene  Stab  eine  gewisse  potentielle  Energie 
hat  und  daß  bei  den  Schwingungen  ein  abwechselnder  Über- 
gang  dieser   potentiellen   Energie   in   kinetische  Energie  und 
umgekehrt  stattfindet     Wie  bereits  in  §  144  bemerkt  wurde, 
ist   diese   Auffassung   nicht   ganz   richtig,   wenn  sie  vielleicht 
auch  bei  manchen  festen  Körpern  nicht  viel  von  der  Wahrheit 
abweicht.     Es   ist   deshalb    sicherer,    wenn    wir   uns   in  den 
Mechanismus    der   Erscheinungen   nicht  vertiefen  und  einfach 
von  der  Energie  eines  deformierten  Körpers  sprechen.    Dies  haben 
wir  am  Anfang  von  Kapitel  II  getan.    Da  wir  an  jener  Stelle 
noch  nicht  vom  Übergang  von  Wärme  von  einem  Körper  zum 
anderen  gesprochen  hatten,  wurde  stillschweigend  vorausgesetzt, 
daß    die  Veränderungen    adiabatisch    stattfinden.     Wenn    dies 
der  Fall  ist,  kann  man  wirklich  sagen  (§  117),  daß  die  Arbeit, 
die    wir   auf   das    Deformieren    verwenden,    gleich   einer  Ver- 
mehrung der  Energie  des  Körpers  ist  und  daß  bei  schwingenden 
Bewegungen  die  Summe  der  inneren  Energie  und  der  kineti- 
schen Energie  konstant  bleibt. 

Die  Sätze  über  die  freie  Energie  gelten  in  einem  anderen 
Fall,  nämlich,  woran  wir  nochmals  ausdrücklich  erinnern,  fOr 
isothermische  Veränderungen.  Wenn  wir  einen  Stab  bei  kon- 
stanter Temperatur  biegen,  dürfen  wir  nicht  sagen,  daß  die 
Energie,  die  im  Körper  anwesend  ist,  um  einen  Betrag  gleich 
der  von  uns  verrichteten  Arbeit  zunimmt;  es  kann  nämlich 
etwas  Wärme    an   das  Reservoir  abgegeben  oder  diesem  ent- 
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zogen  worden  sein  (in  welchem  Falle  sich  die  Temperatur  ge- 
ändert haben  würde^  wenn  die  Veränderung  adiabatisch  statt- 
gefunden hätte).  Ebensowenig  dürfen  wir  sagen ,  daß  bei  der 
Schwingendien  Bewegung  die  gesamte  Energie  des  Stabes  selbst 
inveränderlich  bleibt;  auch  in  diesem  Fall  kann  Wärme  von 
lern  Stab  nach  dem  Reservoir  übergehen  und  umgekehrt.  In- 
les  können  wir  versichert  sein,  erstens  von  der  ünveränder- 
ichkeit  der  Energie^  welche  in  diesem  letzteren  Fall  der  Stab 
ind  das  Reservoir  zusammen  haben,  und  zweitens  von  der 
Dichtigkeit  der  Regeln,  die  sich  auf  die  freie  Energie  be- 
iehen. 

Dabei  verdient  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  daß 
lese  Regeln  in  der  Form  mit  anderen  übereinstimmen,  die  in 
[er  Mechanik  vorkommen  und  welche  die  potentielle  Energie 
etreffen.  Ebenso  wie  diese  letztere  in  der  Gleichgewichtslage 
ines  Pendels  ein  Minimum  ist,  wird  unter  allen  Zuständen, 
tt  welche  der  betrachtete  Stab  durch  Volumveränderung  ge- 
rächt werden  kann,  der  natürliche  Zustand  dadurch  gekenn- 
eichnet,  daß  für  diesen  die  freie  Energie  kleiner  ist  als  für  jeden 
nderen.  Daß  die  Unveränderlichkeit  d^  gesamten  Energie 
ines  hin-  und  herschwingenden  Pendels  analog  der  Unveränder- 
ichkeit  der  gesamten  freien  Energie  eines  schwingenden  Stabes 
3t,  leuchtet  ohne  weiteres  ein;  man  würde  übrigens  auch  beim 
*endel  (§  246)  von  „freier  Energie"  sprechen  können. 

d)  Allein  Sätze  wie  diejenigen,  welche  wir  in  Kapitel  II 
iir  die  Gesamtmenge  der  Energie  kennen  gelernt  haben,  gelten 
m  allgemeinen  nicht  für  die  freie  Energie.  Diese  nimmt  nicht 
wr  ab,  wevm  das  System  eine  Arbeit  verrichtet^  sondern  in  manchen 
^äUen  auch,  wenn  es  dies  nicht  tut.  Eine  solche,  man  könnte 
a,gen  „nutzlose"  Verminderung  der  freien  Energie  („Vergeudung 
der  Dissipation  von  Energie")  wird  bei  vielen  nicht  umkehr- 
aren  Erscheinungen  beobachtet. 

Als  erstes  Beispiel  kann  wieder  der  elastische  Stab  dienen. 
Q  Wirklichkeit  werden  die  Schwingungen  desselben  durch 
^Widerstände  verschiedener  Art  gedämpft  und  geht  also  die 
nfänglich  vorhandene  freie  Energie  der  Deformation  verloren. 
ibenso  nimmt,  jedesmal  wenn  sichtbare  Bewegungen  durch 
Leibung  vernichtet  werden,  die  freie  Energie  ab,  weil  die  ur- 
prüngliche  kinetische  Energie,  welche  wir  dazu  rechnen  müssen. 


V/i(i  .S«:chhteB  Kupitel.  [g  247 

M  I  ■•  li/.jjj(j<.t.  Aii'li  mit  der  iu  g  24ü  betrachteU-n  Gasmasse 
kiiiifi  «iii  V«r-,ijr}i  ;tii';refiHirt  werden,  bei  welchem  die  freie 
Kut-nnt:  \i\i'iw  V  v\iid,  ohrif  daß  eine  Arbeit  verrichtet  wiri 
hi«M  it,  der  l'all,  w«riin  das  Gas  in  einen  luftleeren  Raum 
i'mhIiiii/I,  woIh'J  di(i  'l'eiiiperatiir,  wie  wir  wissen  (§  229)  un- 
Mi.iiidiTi  l)l<*ibt,  so  daß  wir  die  freie  Energie  vor  und  nach 
tU'v  All  Mlrliiiiiii^^  miteinander  vergleichen  können.  Nach  dem 
Vii-.iicli  iHt  das  (ias  wcMii^'iM'  imstande,  durch  eine  isothermische 
und  undvidii'liarc  Ausdehnung  auf  das  Volum  V  (§  246)  eine 
AiIhiI  .Ml  verricliten  als  urH|)rüiiglich.  Daß  hierin  kein  Wider- 
M|iiii('lt  mit  dem  (iest»tz  der  Krlialtung  der  Energie  liegt,  ist 
K'ielil  ein/.nsehen:  die  gesamte  Energie  eines  Systems  von 
KtH'iMMn  Kann  unverändert  bleiben  und  doch  sehr  gut  für  uns 
\\enif',er  .ii/'.iin^luh   wenlen. 

P;r;  lifstreluMi  iler  freien  Energie,  kleiner  zu  werden,  zeigt 
»w\\  bei  \ielen  lM>ebeinuni:en,  auf  die  wir  hier  nicht  näher 
i  •.•.'.■•elien  KiMinen.  unter  anderem  auch  dadurch,  daß,  wenn  ein 
K-M;  r  x'ie.v'  \rbeii  Mri-ioliiet,  die  freie  Euersie  oft  mehr  ab- 
f.v.  v...  ..N  e.'.i'siT  V'.l^".:  eiiisi^riebt.  TlVri  lader  durch  noch 
-  ^  -  ■  !•  ;•.•:. .  N.  is'  .:''z  J,V7r\.  'i.:^J  lei  niM  um- 
i  '     '.'    ■..■.'.        :     :v   '^i    ..■:'■:■•:;■_;:"•».    .zw.^h    ur^lche   ein 

:>.<•■■.:'    '..'■.:"     s"  Jr'  .   w-'-'i  sii  :€i  kjfislanler 

■'■'  '.  ..-"■.'"■■:■  .:>•.■"":'":.    J' :  *JrIy(..'/i:i:richU- 

;   .         V.  ..     X   .  ^'  ■. -jiv.  ?.'.:.-.  .Irr  re: Bf traoLvjugen 

?.".v.    ■•■.•\-  v.i'.s."  :   V.    .-.   .:•.•.  >:::.   •.Tl-::hi:f-a-iy~:c  vielfich  an- 

i\:.\\\  <<'.':::  •::■:'.  ;•  '•'^  .::  . ".  -  .::r  r-ffz::::-.  Tre'che 
%ür  ^oi».  -*.i'.  ■•■  -  '■  .  ,;;  .  ^  .:..:•  .Ä.e:  li.  ü-fSrr  tit  i::5- 
(teClckKca  .1.    X.'.  . :   A  .:•:    a-    "i?  >:^5rin  TfrT::l:ci 

wttttt    ier    ',  ^  •-:■••    ;  .■^'     '  :  -:    y'i~Z'l*i'      iir:li::i 

lieh     .iUi      i:%^    "'        i  ■  .     ^.    .         •  .<^.:  l'l^rm    JIAZ    «    Z-IZ. 
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finition  nur  für  Zustände,  in  denen  der  Körper  dieselbe  Temperatur  hat, 
den  Wert  der  freien  Energie  vergleichen  können  (siehe  jedoch  §  253,  b). 

§  248.  Carnotsche  Kreisprozesse.  Wir  kehren  jetzt  zu 
Kreisprozessen  zurück,  bei  denen  der  arbeitende  Körper  zwei 
verschiedene  Temperaturen  annimmt.  Nicht  nur  hei  einem  Oasy 
sondern  auch  bei  anderen  Körpern  kann  ein  solche)-  Kreisprozeß 
aus  xwei  isothermisehen  und  zwei  adiabaiischen  Veränderungen  xu- 
sammengesetxt  werden;  wenn  dies  der  Fall  ist^  so  spricht  man 
von  einem  Kreisprozeß  von  Carnot,  weil  dieser  Physiker  zuerst 
(1824)  aus  der  Betrachtung  eines  solchen  Zyklus  von  Ver- 
änderungen wichtige  Schlüsse  gezogen  hat. 

Wir  können  uns  z.  B.  vorstellen,  daß  ein  vertikal  auf- 
gehängter Metalldraht,  auf  den  eine  spannende  Kraft  wirkt, 
die  man  regulieren  kann,  zuerst  isothermisch  ausgedehnt  wird, 
daß  dann  die  Ausdehnung  adiabatisch  fortgesetzt  wird  (wobei 
sich  die  Temperatur  ändert),  daß  hierauf  eine  isothermische 
Zusanimenziehung  folgt  und  daß  endlich  durch  eine  adiabatische 
Zusammenziehung  wieder  der  ursprüngliche  Zustand  erreicht 
wird.  Hierbei  kann  zum  Schluß  eine  gewisse  Arbeit  verrichtet 
worden  sein,  und  man  würde  dieselbe  wirklich  benutzen  können, 
indem  man  die  Bewegung  des  unteren  Endes  auf  ein  Schwung- 
rad überträgt  und  auf  die  eine  oder  andere  Weise  in  ge- 
eigneten Augenblicken  den  Draht  automatisch  mit  den  Wärme- 
reservoiren in  Verbindung  bringt  oder  von  denselben    trennt. 

Man  würde  dann  eine  Vorrichtung  haben,  die  ebensogut 
wie  eine  Dampfmaschine  eine  kalorische  Maschine  heißen  könnte, 
und  ähnliche  Maschinen  mit  Carnot  sehen  Kreisprozessen 
können  auch  für  allerlei  andere  arbeitende  Körper  ersonnen 
werden. 

Wir  wollen  die  beiden  Wärmereservoire  B^  und  B^  und 
die  absolvien  Temperaturen  derselben  T^  und  T^  nennen,  und 
zwar  sei  T^  >  T^. 

Ferner  nehmen  urir  an,  daß  die  Veränderungen  sehr  langsam% 
vor  sich  gehen,  und  daß  der  arbeitende  Körper  erst  dann  mit  einem 
Wärmereservoir  in  Berührung  gebracht  udrd,  wenn  er  durch  die 
vorausgegangene  adiabatische  Änderung  die  Temperatur  dieses  ife- 
servoirs  angenommen  hat.  Der  Kreisprozeß  kann  dann  sowohl  in 
der   einen  als  auch  in  der  anderen  Bichtung  durchlaufen  werden. 

Bei  einer  dieser  Richtungen  —  wir  wollen  sie  die  erste 
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uenuen  —  liefert  der  Kreisprozeß  eine  gewisse /xm^t;»  mechanische 
Arbeit  A:  mau  hat  gefunden,  daß  dabei  der  Körper  immer 
eine  Wärmemenge  Q^  von  dem  Reservoir  Äj  von  der  höheren 
Temperatur  aufnimmt  und  eine  Menge  0,  an  R^  abgibt  Natür- 
lioh  ist  Q^  >  Q3 ;  der  Unterschied  Q^  —  Q^  entspricht  nämlich 
der  Arbeit.  Wir  können  Tüglich  sagen,  daß,  während  die 
Wärmemenge  Q^  —  Q^  verbraucht  worden  ist,  um  Arbeit  zu 
verrichten»  die  Menge  Q^  vom  Reservoir  R^  nach  dem  Reservoir 
/vj  Übertragen  worden  ist     Also: 

/■.V  ht  HnnUHjUch.  durch  emen  Carnotsehen  Kreisprozeß  Wärmen 
die  iUis  eintffpi  Re'>'frn\Hr  von  hoher  Temperatur  ^Unommen  virdf 
wUstänMt^  in  mec/tanische  Ener^  umzusetzen;  ein  Teil  dieser 
\\\tr"tefnenije  tcird  c^  Wärrue  uriedergefunden,  und  ^trar  in  einem 
Ki>r^ffr    '♦^;>«•k•/*   /v,    :x^n  niedri(jer^  Temperatur. 

IVr  Bruoh 

welcher  üv.iTibu  welcher  Teil  der  dem  Reservoir  ^  entzogenen 
Wärme  iuui  Verrichten  von  Arbeit  verbraacht   wird«   nennen 
wir  den   H'*Kt»/w^j'^:ti  des  Kreisprozesses. 
Pie  l^id 

.  =     '^V  =    ^   -  1 

jibi  Ätt.  wieviel  KÄlortea  von  R^  nach  ivj  abergeföhrt  werden 
$il|^  Mi«f  Kalone«  die  äx  mechüniscke  Anrnt:  dient 

IKM  Jht  ff fiiiHMro  m  fl  in  imigekexirter  Bichtoii^  also  in  der 
I.  50  i>c  die  Arbeifi  des  wirkenden 
''  Tumtxv^  iliSrh  -^  M  niic  Juiderf a  W:rten„  die  äußeren 
wmchfei^  mmt  Ar^wtt  -r  JL    Dem   Reservoir  B^  wird 
*J^  tfitccoi£ea  Tind   dem  Bes^oir  B^ 
«HtfKllillt.  ^der  als^   ^..  isc.     Also:  Ea  iä 

C^^^         fem   jLTfiifpr'jzeJ    »  -hr    ^zwmiem'' 
^  nm  mm   xsäen  Eaaervuir  maek  im 
iä*r  iMjjVir?  xrif^  ntm  mmtim 
lM«rm.     t-iüirm    ioim    amimr^UiSb  da 
irUt  '►'Vr-fw  ntr  mmUiek  v,  —  'v,> 
^  ^il9  V^^<       NM   ar    U^-^renütrsan  in  'ätm  Bt- 
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Ebenso  wie  wir  uns  eine  kalorische  Maschine  vorstellen 
Siinen,  in  welcher  der  arbeitende  Körper  einen  Carnotschen 
reisprozeß  in  der  ersten  Eichtung  ausführt,  können  wir  uns 
ich  eine  solche  Maschine  denken,  in  welcher  ein  Kreisprozeß 

der  zweiten  Richtung  stattfindet.  Während  aber  in  der 
sten  Maschine  die  Drehung  des  Schwungrades  durch  die 
rbeit  des  wirkenden  Körpers  beschleunigt  wird,  verliert  in 
r  zweiten  Maschine  das  Schwungrad  Energie  und  muß  also 
rch  äußere  Kräfte  in  Bewegung  gehalten  werden. 

Wir  bemerken  noch^  daß  man  jede  wirklich  ausgeführte 
lorische   Maschine  nach    Anbringung   einiger  Abänderungen 

entgegengesetzter  Eichtung  als  gewöhnlich  laufen  lassen 
nnte.  Man  kann  es  z.  B.  so  einrichten^  daß  bei  der  Dampf- 
ischine  von  Fig.  212  (S.  877)  der  Kolben  nach  oben  geht, 
»nn  der  Zylinder  mit  dem  Kondensator  Q,  und  nach  unten, 
inn  er  mit  dem  Dampfkessel  P  verbunden  ist.    Die  Maschine 

dann  eine  Pumpe  geworden,  mit  der  man  Wasserdampf 
s  dem  Kondensator  saugt  und  im  Kessel  verdichtet. 

Hierbei  wird  jedoch  die  Wirkung  nicht  vollkommen  um- 
kehrt, denn  es  kommen,  wie  man  leicht  einsehen  wird,  nicht 
3hr  ganz  dieselben  Zustände  vor.  Es  hängt  dies  damit  zu- 
mmen,  daß  in  der  in  Fig.  212  angedeuteten  Maschine  nicht  in 
lem  Augenblick  ein  Gleichgewichtszustand  besteht.  Wenn  z.  B. 
r  mit  Dampf  von  hoher  Spannung  gefüllte  Zylinder  C  mit  dem 
mdensator,  welcher  Dampf  von  geringerer  Spannung  enthält, 
Verbindung  kommt,  so  ist  der  Dampf  nicht  im  Gleichgewicht. 
Die  Carnotschen  Kreisprozesse  dagegen  sind  vollkommen 
ikehrbar. 

§  249.  Größe  des  Wirkungsgrades.  Zwei  Carnotscke 
'eüsproxease  mit  verschiedenen  arbeitenden  Körpern,  aber  mit  der- 
ben  hohen  und  niedrigen  Temperatur  haben  denselben  Wirkungsgrad. 

Man  kann  dies  aus  dem  folgenden  Prinzip  ableiten,  welches 
Q  Clausius  (1850)  zum  Ausgangspunkt  seiner  Betrachtungen 
er  die  mechanische  Wärmetheorie  (Thermodynamik)  genommen 
irde. 

Es  ist  immöglich,  daß  Wärme  von  einem  Körper  von  niedrigerer 
mperatur  auf  einen  Körper  von  höJierer  Temperatur  übergeht,  ohne 
ß  gleichzeitig  noch  andere  Verändenmgen  stattfinden. 
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Aus  diesem  Prinzip  wird  der  obengenannte  Satz  in  folgen- 
der Weise  abgeleitet: 

Wir  nehmen  an,  daß  bei  zwei  Garnotschen  Kreisprozesses 
mit  den  Temperaturen  7\  und  T^  der  Wirkungsgrad  verschiedene 
Werte  m^  und  m^  hat     Dann  wird  auch   die  Zahl  n  (§  248)  ^ 
verschiedene  Werte  n^  und  n,  haben.    Gesetzt,  es  sei  n^>ni>  ' 
Wir   denken    uns    nun,    in   einer   kalorischen   Maschine  finde 
der   erste  Kreisprozeß  in    der  ersten  Eichtung  und  in  einer 
zweiten  Maschine  der   zweite  Kreislauf  in  der   zweiten  Rich- 
tung   statt;    die    beiden   Maschinen    sollen    ein    gemeinsames 
Schwungrad   haben   und   mit  denselben  Wärmereservoiren  J^ 
und  i?2  versehen  sein.     Die  Energie  des  Schwungrades  wird 
dann  durch  die  erste  Maschine  vergrößert  und  durch  die  zweite 
v(;rkleinert     Wir  können  die  Mengen  der  arbeitenden  Körper 
80  wählen,  daß  die  eine  Maschine  gerade  so  viel  Arbeit  verrichtet 
als  für  die  Bewegung  der  anderen  erfordert  wird;  dann  kann 
die   eine   Maschine  gerade   die  andere  treiben,  und  alles  zu- 
sammengenommen wird  weder  Wärme  in  mechanische  Energie 
umgesetzt,  noch  umgekehrt 

Wenn  nun  in  der  ersten  Maschine  a  Kalorien,  die  aus  B^ 
entnommen  werden,  verbraucht  werden,  so  bringt  die  zweite 
ebensoviel  Wärme  in  dies  Reservoir  zurück.  Aber  bei  dem 
ersten  Kreisprozeß  gehen  außerdem  n^  a  Kalorien  von  R^  nach 
R^y  und  bei  dem  zweiten  n^  a  Kalorien  von  B^  nach  R^  über. 
Da  ^^2  >  n^  ist,  würde  schließlich  eine  gewisse  Wärmemenge» 
nämlich  {n^  —  n^)a  Kalorien,  von  dem  kalten  nach  dem  wannen 
Reservoir  übergegangen  sein,  was  dem  Clausiusschen  Prinzip 
widerspricht. 

Durch  eine  ähnliche  Schlußfolgerung,  bei  der  man  jedoch 
den  ersten  Kreisprozeß  in  der  zweiten  und  den  anderen  in  der 
ersten  Richtung  stattfinden  lassen  muß,  beweist  man,  daß  ^i 
nicht  kleiner  als  n^  sein  kann.  Folglich  muß  n^  =  n^  und  also 
auch  m^  ==  m^  sein. 

Man  kann  nun  aus  den  Eigenschaften  der  Oase  ableiten,  (to^ 
bei  einem  Garnotschen  Kreisprozeß  mit  einem  Oas,  welches  i^ 
im  fünften  Kapitel  behandelten  Eigenschaften  hai^  der  Wirkungsgrad 
den  Wert 

^  =  --^ (^^ 
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hat,  wenn  7\  tmd  T^  die  absoluten  Temperaturen  sind.  Daher  hat 
auch  für  jeden  anderen  Carnotschen  Kreisprozeß,  einerlei  wehlier 
Körper  bernUxt  unrd,  der  Wirkungsgrad  diesen  Wert,   Hieraus  folgt: 

oder 

Qi'Q,  =  T,"T^      , (2) 

eine  Gleichung,  die  zu  wichtigen  Schlußfolgerungen  Veranlassung 
gegeben  hat. 

Um  die  Formel  (1)  für  ein  Gas  abzuleiten,  wollen  wir  die  Pro- 
portion (2)  beweisen.  Zu  diesem  Zwecke  beachten  wir,  daß  bei  einer 
isothermischen  Ausdehnung  die  innere  Energie  sich  nicht  ändert  (§  229) 
und  daher  die  aufgenommene  Wärme  der  verrichteten  Arbeit  äquivalent 
ist  Wenn  also  AB  CD  (Fig.  213)  den  Kreisprozeß  vorstellt,  so  müssen 
wir  beweisen: 

Fläche  il 56a: Fläche  2>Ccd=  Ti-.T,.    ....    (3) 

Es  aei  EF  eine  isothermische  Linie,  die  in  unendlich  kleinem  Ab- 
stand von  Ä  B  gezogen  ist  und  also  einer  Temperatur  T  entspricht,  die 
unendlich  wenig  niedriger  als  T,  ist.  Wir  ziehen  zwischen  A  B  und  EF 
eine  beliebige  adiabatische  Linie  O  H  und  vergleichen  die  Volume  und 
die  Drucke  in  den  Zuständen  O  und  H,  Wie  wir  wissen,  ist  das  Produkt 
aus  dem  Druck  und  dem  Volum  proportional  der  absoluten  Temperatur 
und  kann  also  durch  BT  dargestellt  werden,  wenn  R  eine  Konstante 
ist.    Wenn  wir  dies  auf  die  Zustände  O  und  H  anwenden,  so  finden  wir 

OgxgQ^RT, (4) 

und 

OhxhH=Er (5) 

Femer  beachten  wir,  daß  die  Arbeit  des  Gases  bei  der  adiabatischen 
Ausdehnung  O  H  gleich  der  Verminderung  der  inneren  Energie  ist.  Da 
nun  die  innere  Energie  auf  der  ganzen  Linie  A  B  denselben  Wert  hat, 
und  ebenso  auf  der  Linie  EF,  so  muß  die  betreffende  Arbeit  für  jede 
adiabatisohe  Linie  zwischen  A  B  und  E  F  denselben  Wert  haben.  Diesen 
Wert  wollen  wir  mit  a  bezeichnen.  Dann  ist  also,  da  für  den  Lihalt 
des  Streifens  gOHh  mit  der  unendlich  kleinen  Basis  gh  das  Produkt 
ans  dieser  Basis  und  g  O  genommen  werden  kann, 

ghxgO-^e (6) 

Aus  (4)  und  (6)  folgt  ghj  Og  =  el(R  Ti),  und  also  für  das  Ver- 
hältnis 0  hl  Og  der  Volume  in  H  und  O  ein  Wert 

welcher  unabhängig  von  der  Lage  O  auf  der  Linie  AB  ist.  Femer 
folgt  aus  (4)  und  (5),  wenn  man  das  Verhältnis  der  Dracke  hH/g  O  mit 
ß  beseiehnety 
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»o  JhÜ  auch  p'  iiiuibhäii^^i:;  von  der  Lage  von  G  sein  muß.  Man  kann 
also  k\w  Ki^ur  •lAKf'  in  f  h' F  f  übersehen  lassen,  indem  man  alle 
Ab:*.:i:t:ioi)  itu  Vcrliültiil^  vuii  1  ZU  ff,  und  alle  Oniinaten  im  Verhältnifl 
von   l   .-u  p  viTäiulort.     l>ic   Flüche  iiudert  sich   dann  im  Verhältnis  Tön 

l    -U   11  .*>',    Wi»nui;«   t"l::t: 

Flfichf  A"  F.--.  _    7" 
Ki.iche  Ah  ha  ~    1\  ' 

>w\\'  \wA\\  <U'"  :r.r.;  \  r.  \\i  zwisoht-n  AD  und  DC  anendlich  viele 
i so r :*. o x\\\ i so  1: •  \.\\\\ •: :i  o : •  •. je?o !: -.i  1  r e r  w r? r.i er. .  ■! ie  Tem p^raturen  entsprechen, 
wolv-:-.o  :vi:  u::«.::  :'. •.«.•!:  '-vltiiiO!!  Pir-r-ruzen  abnehmen,  und  wendet  man 
a.;:'  ;o  .'W'.-.  .v\->'.:.,i"  :-  r  :'  '^-r.:  :v  L:i::v'-i  das  sotrben  erhaltene  Eesoltat 
av.  *'   N.:-"*:      .i-  1  •::■:  :.:    \-.t  Vt  :.:r::.n    ?. 

^  ->  '.    Wirkun^g^d  bei  einem  nicht  umkehrbaren  Kreis- 
proieö.      \V-.:-    •;::■.■:. '.ec    -rtz:    -tIlc-    Kreisprozeß    mit    den 
\^  .■■.■■.:r;>tT-.  .■.:rv.    .'..    u:..:  -■',.    '-^^  ■:'.  :Lr:r    nie/.:    umkehrbar  ist, 
:. ':^  .'.:■..  Kr-.:>;.r;  T f.  '*r'.:'„- r:::  irr  l'.ir.- fziaichine  vo- Fig. 212 
<'.:•'.'   ".'.;:.    \^  ■  r  ü ■:■■.:. f :    .•. : .   .i .i ;  i x : -e :  W irzie  r: r  meo hani 5cLe 
Vv   :  :  ^..:.-m:   :   --r-i  uLi     r-TiJ.-Lr-   if-  Wirk::i.2:i^ail  mit 
::-    z\.z'     \  :    I'.äJ.    ':.  =    1     •  \    —  :.     Wir    können 
■  ....   .i.  .<;■.    i\:.  >■.  r       :    :■.    '.iz   äl.  Ai-iiii:   It«  voriirei.  Psura- 

^TÄv:"     ■: -::^: .  :■:■     **^  r  >  r    " . ;:    tILtli    -zikfLrbar^n  Kreis- 
y  ■.';  ;  f    •■■ ; r  i .  ■.  ".-.  -s .  v     •^  r  iii i:T^?*i. i    wir    nit    'r,,    be- 

............    -.v  ;',-■;     •."....j.:-:'  .:    v:  -.^  =    '.     v,^   _i   s^ijci.-    l'zzc2 

}.:.  ■::.  '- :r\^i:.  ':\i:^.^"'S.\.  i-..  ":r:_:-L::r  S:^-i:;lÄTnzr  k:i:iei 
"«ir   .'dL'-jL    .VW«?:**:::,    ijl:   '/,    ".:-".   i.f:zzr  i.i   •».    iz.!    ils:  «- 

hü   (iMM    Ä».'    •»•■*■■/■     •  u  i-   ■■  "    *     •  n  ::-)r"*:r--^.      \"Zm^.^s:fi.'^i 

I  WÜKivrü:  ^  .:    ■.•_-  .     :     :  :  v  :>^-      :;ti  zioz    ^izz 
■1» Pampihiiüs^.'::::!':    i::  rr-::.:    T  —  T.    T    'zere^iizci. 

rbifeSQUiiinc   hii  V'i::i     -■■.  .:^.- :  .^    l:  :  21J-1  T^ie  iit 
AiD^  tiiii  W'ir'ji':!:*:^."  ■. ..."   ■   .:    ii^^-r  r-:Lnn»ir"inr  rr- 
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setzen  können^  wenn  dieses  nur  hinreichende  Wärmekapazität 
besäße  und  schnell  genug  Wärme  an  das  Wasser  abgeben  könnte. 
Was  man  zu  tun  hat,  um  einen  möglichst  hohen  Wirkungs- 
grad zu  erzielen,  ist  nach  dem  vorhergehenden  klar.  Erstens 
muß  man  die  Maschine  so  viel  als  möglich  der  Umkehrbarkeit  an- 
nähern, und  xumtens  muß  man  T^  möglichst  hoch  und  T^  möglichst 
niedrig  zu  machen  suchen  (für  den  Wirkungsgrad  kann  nämlich 
geschrieben  werden:  1  —  T^/Ty  Welchen  arbeitenden  Körper 
man  benutzen  will,  hängt  von  verschiedenen  Erwägungen  ab, 
z.  B.  von  der,  welcher  Körper  am  besten  eine  Erhitzung  auf 
hohe  Temperatur  gestattet.  Aber,  hiervon  abgesehen,  liegen 
keine  theoretischen  Gründe  vor,  weshalb  man  dem  einen  Körper 
den  Vorzug  vor  einem  anderen  geben  sollte. 

§  251.  Beliebiger  Slreisprozeß.  Es  gibt  einen  wichtigen  Satz, 
der  für  jeden  Kreisprozeß  gilt,  wenn  er  nur  der  Bedingung  genügt,  daß 
der  arbeitende  Körper,  den  wir  M  nennen  wollen,  in  jedem  Augenblick 
in  allen  seinen  Teilen  dieselbe  Temperatur  T  hat.  Diese  Temperatur 
kann  sich  in  der  einen  oder  anderen  Weise,  vielleicht  fortwährend  ändern, 
und  verschiedenartige  Zustände,  die  durchaus  keine  Grleichgewichts- 
zustfinde  zu  sein  brauchen,  können  aufeinander  folgen.  Im  allgemeinen 
werden  während  der  Veränderungen  gewisse  Wärmemengen  aufgenommen 
oder  abgegeben  werden;  wir  wollen  aufgenommene  Wärme  mit  dem 
positiven  Vorzeichen  und  abgegebene  Wärme  mit  dem  negativen  Vor- 
zeichen andeuten. 

Wir  teilen  den  Kreisprozeß  in  unendlich  kleine  Schritte  und  nennen 
fOr  einen  derselben  Q  die,  natürlich  unendlich  kleine,  aufgenommene 
Wärmemenge.  Der  betreffende  Satz  besagt  dann,  dafi  die  algebraische 
Summe 

2-% m 

über  den  ganxen  Kreisproxeß  erstreckt^  nickt  positiv  sein  kann. 

Um  dies  zu  beweisen,  wollen  wir  jede  Wärmemenge,  die  M  auf- 
nehmen muß,  ein  nnd  demselben  Reservoir  K  entnehmen,  welches  eine 
gewisse  Temperatur  ^  hat,  und  jede  Wärmemenge,  die  M  abgeben  muß, 
diesem  Reservoir  zuführen.  Wir  können  dies  auf  umkehrbarem  Wege 
tun,  wenn  wir  jedesmal  von  einem  Hilfskörper,  z.  B.  einer  Grasmasse 
Gebrauch  machen,  die  einen  Carnotschen  Kreisprozeß  durchläuft,  bei 
welchem  der  Körper  M  und  das  Reservoir  K  die  Rolle  spielen,  die  wir 
früher  (§  248)  den  Reservoiren  R^  und  R^  übertrugen.  Um  dann  dem 
Körper  M,  während  er  die  Temperatur  T  hat,  die  positive  oder  negative 
Wärmemenge  Q  zu  geben,  muß  aus  K  die  Menge 
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i-iiii.'.iiiiiH-fi  wfnU:ii.     Wi-iiij  alho  tUzT  jraiize  Kreiaprozeß  durchlaufen  ist, 
h'f  t»':iia/t  «In-  ini  ■  A'  vftrHfliwundene  Wärrne 

Nun  ii'i  h«  liliiUlirli  w«5cli:r  an  dem  Körper  M,  noch  an  der  Gas- 
niiiMir.  wohiit  nmn  jiMlrMnial  /^carlx'itiit  hat,  etwas  verÄndert;  wSre  also 
171  iinriiiiv,  in»  wnnli-  dir  ^anz(!  Operation  keine  andere  Folge  haben, 
iiln  ihiL'i  iiii.i  A  riM««  /^rwirtKo  WflniKMneiige  verschwunden  und  ganz  in 
luri  liiiniMi  lii>  I  .nii>;ir  unip^M'tzt  wäre.  Man  hat  aber  allen  Grund,  dies 
lur  iiiiiiiii<>lii-li  zu  liiiltfii. 

In  .Irni  li.-r.oiHirnn  Kall.  daU  drr  Kreisprozeß  des  Körpers  M  xm- 
kiduiiar  imI.  k:inu  x\vr  AuHdiiuk  {')  auch  keinen  negativen  Wert  haben. 
Kidiit  ni(ui  ii.iinlich  all«>  N.MÜndt'imip'n  um,  so  ändert  jede  Wärmemenge 
diit  Voiroi,li,-n  und  wintli«  also  dif  Summe  -1\C>.T),  wenn  sie  erst  negativ 
wen.  «Mm  II  |i,»«iti\rn  Wt'it  lu-kommon,  was  aber,  wie  bewiesen  wurde, 
tinnu..'Iiili  iHt      IS,  Mriht  also  uWU^  anderes  übrig,  als  daß  für  umkebr- 

Ualni^    l\U'i:i|Mi>^i'.'>M' 

i:«t      N^iiiu'M    \\ii    yU'v    KiiiiO    halber    eine    Wärmemenge,    nachdem   sie 
au'.xt»  a  o  .iNs.'l.'.io    liMMpeiAtur  vK'^  Körper«,  von  dem  sie  aufgenommen 
.'J..'  .i'.-.-.x-.-.vl',-.'.  \»  >\i.  aiwiuTt  i*:.  eine  »■•r-.i.»*;j>r;e  Wärmemenge,  so  lautet 
;i'.".x-i    ;;,N.'/..»i      :..       .......   ^».^^:'.#;^:r^^r|  K''rr'\*yn.>iep    ist  die  ahebraiseht 

^^  '     ■      «'.'        :i:'.-     '*   :',■■•.•'.■'.•'«    ^V  \rm-**'i'nij^h  j'.eich  Süll. 

\:    ■  >.'*f  u:   f,  ','/.,■. I.     ■.-/«   \/ ■■'.«:■".  ;-'c  d'j'f'jfn  i'Jinn  diese  Sumwe 

»K.     '/,  ■„  ..  \\  ,•  ^^ .-.  •;.  ■    tj"  :  ■.•.■^-•i:.  i.::  üe  wir  hier   nioht  näher 

oin^e 'v.'-'   *'■••'.•■>.  V«.'**.  :»■■••  \;:. 

^  ;':      Kii::oy'.tf      \  i     ii- •■,  w.:;-^  •■...m  ii^  Zasrasdaindeningen 

v.*.*»^«»   \.*:\v:>»  >.     ■  .'  ■  •■•  .4     ■     '  :^:.i:-.:-n.     :..-i    -iv   4a:ieh:n«?n  kann. 

jtit' 't  .4  .-.<♦  i  »\>.-.    .;  ■■  ■     1    ;  .•   •-*.:•    M   v-r-^-'iich'ir:.      L-z-^'sen  icir 

**»•/€    ». 't    V                ...         .    ■  ■  r  ■    ."^      '<"    trti^en*":tz  '^n%    ^-fl  i* 

-«■v»   .    1.»  ■..■        ^    I  ■  .  ■■      ..  .,      .,-.,./,     i-j    2:^    Sf^mm-;  Ur 

**'•*'*   •■."'•i    ■  »  ,      •        '<ir»/4     ?'*»/►"  it_r  ^**rTV"^^?ij^ 

c  P*' •«'■■■'*',■    •  ■■»-..■     '#:e     i''0»ff      ■•>rv.v"'7>!tfT». 

Mtut   4  4.1.1    ■.«■..        .'    ^  •  ..^.  ■  :    .?r>ürT:jr^n.  ^^  i^^^vbisizi 


uttvi     :.wi;i     : 

UUiL      ^ 
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Anten  Weg  aas  dem  Zustand  iV  in  ^  übergehen  läßt  und  ihn  auf  dem 
anderen  Weg  in  den  Anfangszustand  zurückbringt ^  bekommt  man  einen 
Kreisprozeß  von  umkehrbaren  Veränderungen,  für  den  2{QIT)  =  0  sein 
muß.  Aber  für  den  ersten  Teil  dieses  BLreisprozesses  hat  2(QjT)  den 
Wert  »7,  für  den  zweiten  den  Wert  —  17'.  Daher  muß  tj  ^  t^^  ^  0  oder 
17  SS  jy'  eein. 

Um  die  Bedeutung  dieses  Resultates  klar  zu  erkennen,  stellen  wir 
uns  für  einen  Augenblick  auf  den  Standpunkt  der  früheren  Theorie,  nach 
welcher  die  Wärme  ein  Stoff  sein  sollte.  Als  man  von  dieser  Auffassung 
ausging,  mußte  man  natürlich  annehmen,  daß  ein  Körper  im  Zustand  Ä 
eine  bestimmte  Menge  Wärme  mehr  enthält  als  im  Zustand  N,  daß  also 
aachy  wie  man  den  Übergang  auch  stattfinden  läßt^  Zufuhr  einer  be- 
stimmten Menge  Wärme  erfordert  wird.  Dies  ist  nun,  da  Wärme  ver* 
braucht  werden  oder  entstehen  kann,  nicht  richtig,  aber  wohl  kann  man, 
wenn  man  sich  auf  umkehrbare  Übergänge  beschränkt,  von  der  Summe 
der  reduzierten  Wärmemengen  sagen,  was  früher  von  der  Summe  der 
Wärmemengen  selbst  gesagt  wurde. 

Die  Summe  der  reduzierten  Wärmemengen,  welche  man  dem  Körper 
zuführen  muß,  um  ihn  in  den  Zustand  Ä  zu  bringen,  wird  die  Entropie 
in  diesem  Zustand  genannt.  Aus  dieser  Definition  kann  das  Folgende 
abgeleitet  werden: 

a)  Bei  einer  beliebigen  umkehrbaren  Veränderung  (kein  „Kreis- 
prozeß*') ist  die  Zunahme  der  Entropie  gleich  der  Summe  der  reduzierten 
zugeführten  Wärmemengen. 

b)  Die  Entropie  ändert  sich  also  nicht  bei  einer  umkehrbaren  adia- 
batischen Ausdehnung  oder  Zusammendrückung. 

c)  Da  eine  isothermische  Ausdehnung  eines  Gases  Zufuhr  von 
Wärme  erfordert,  so  ist  bei  einer  bestimmten  Temperatur  die  Entropie 
des  Gases  um  so  größer,  je  größer  das  Volum  ist. 

§  258.  Eegeln  für  nicht  umkehrbare  Veränderungen.  Wir 
wollen  annehmen,  ein  System  gehe  durch  irgend  eine  Reihe  von  Ver- 
änderungen, die  nicht  umkehrbar  sind  und  die  wir  mit  P  bezeichnen 
wollen,  aus  dem  Zustand  Ä  in  den  Zustand  B  über,  und  es  sei 

die  Summe  der  reduzierten  zugeführten  Wärmemengen.  Wir  können 
uns  vorstellen,  daß  das  System  durch  eine  neue,  und  zwar  eine  umkehr- 
bare Reihe  von  Veränderungen,  die  wir  mit  P'  bezeichnen  wollen,  aus 
dem  Zustand  B  in  den  Zustand  A  zurückgebracht  wird;  wir  bekommen 
so  einen  nicht  umkehrbaren  Kreisprozess.  Für  die  Veränderungen  Pf 
ist  nun  die  Summe  der  reduzierten  zugeführten  Wärmemengen  (§  252,  a) 

Va—  Vby 

wenn  17«  die  Entropie  im  Zustand  Ä  und  tjj,  die  Entropie  im  Zustand  B 
ist.     Für  den  Kreisprozeß  ist  also  die  mehrmals  genannte  Summe 
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Dies  muß  nun  einen  negativen  Wert  haben,  d.  h. 

-T^-y   +7.-76<0, (8) 

ein  Satz,  in  welchem  nur  noch  Größen  vorkommen,  die  sich  auf  die 
nicht  umkehrbaren  Veränderungen  P  und  auf  den  Anfangs-  und  End- 
zustand beziehen. 

Wir  wenden  diesen  Satz  auf  einige  besondere  Fälle  an. 

a)  Wenn  die  Veränderungen  P  adiabatisch  verlaufen,  so  verschwindet 
das  erste  Glied  in  (8)  und  ist  also 

Bei  allen  nicht  umkehrbaren  Veränderungen^  die  ohne  Aufnahm 
oder  Abgabe  von  Wärme  stattfinden,  nimmt  also  die  Entropie  xu.  Man 
kann  diesen  Satz  anf  die  ganze  materielle  Welt  als  ein  System  betrachtet, 
anwenden,  und  kommt  hierdurch  zu  einem  kurzen  Ausdruck  für  die 
Grundidee  dieses  Kapitels,  dafi  in  den  Naturerscheinungen  eine  bestimmt 
Richtung  vorherrscht. 

b)  Wenn  die  Veränderungen  P  isothermisch  stattfinden,  kann  man 
für  das  erste  Glied  in  (8)  schreiben 

Es  sei  nun  W  die  Arbeit,  die  der  Körper  verrichtet,  e«  die  Energie  im 
Zustand  A,  und  e^  die  Energie  im  Zustand  B,  Dann  ist  nach  dem  Ge- 
setz der  Erhaltung  der  Energie,  wenn  wir  die  Wärmemengen  in  Arbeits- 
einheiten ausdrücken, 

so  daß,  wenn  man  mit  der  konstanten  Zahl  T  multipliziert,  die  Un- 
gleichung (8)  übergeht  in 

{e,--Tri^)~{Ba-Tri;^+W<0 (9) 

Im  Falle,  daß  die  Veränderungen  nicht  nur  iso thermisch ,  sondern  auch 
ohne  äußere  Arbeit  stattfinden,  ist  also 

e,-  Trj,<ea-  Trja (10) 

Man    kann    in   jedem    Zustand    des    Körpers    die   Energie  e,    die 
Entropie  ^,  und  also  auch  die  Funktion 

^-Tv (11) 

betrachten.  Es  zeigt  sich  nun,  daß  diese  Funktion  bei  einer  isothermi- 
scheu  nicht  umkehrbaren  Veränderung  ohne  äußere  Arbeit  abnimmt,  also 
die  Eigenschaft  besitzt,  die  wir  in  §  247,  d  als  eine  Eigenschaft  der  freien 
Energie  kennen  lernten.  In  der  Tat  bleibt  man  in  Übereinstimmung  mit 
der  früher  gegebenen  Festsetzung,  wenn  man  (11)  als  die  freie  Energie 
definiert.  Dies  folgt  daraus,  daß  man  für  eine  umkehrbare  Veränderung 
das  Ungleichheitszeichen  in  (9)  durch  das  Gleichheitszeichen  ersetzen 
muß  und  daß  also  die  von  dem  Körper  verrichtete  Arbeit  W  gleich  der 
Verminderung  der  Größe  e  —  Trj  ist. 
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Eigenschaften  fester  Körper. 

§  254.  Ausdehnung  und  Zusammendrückung  fester  Körper. 
Während  im  dritten  Kapitel  von  den  Veränderungen,  die  die 
Größe  und  die  Gestalt  der  festen  Körper  erleiden  können,  ab- 
gesehen wurde,  wollen  wir  jetzt  gerade  diese  Veränderungen 
besprechen.  Dabei  werden  wir  von  den  Vorstellungen  der 
Molekulartheorie  weniger  Gebrauch  machen  als  bei  der  Be- 
handlung der  gasförmigen  Körper.  Man  kann  sich  vorstellen, 
daß  ein  fester  Körper  aus  kleinen  Teilchen  zusammengesetzt 
ist,  die  unter  dem  Einfluß  der  Kräfte,  die  sie  aufeinander  aus- 
üben, um  bestimmte  Gleichgewichtslagen  hin-  und  hergehen, 
und  zwar  mit  Geschwindigkeiten,  die  um  so  größer  sind,  je 
höher  die  Temperatur  ist.  Aber  viel  weiter  als  bis  zu  einem 
derartigen  allgemeinen  Bild  der  Erscheinungen  hat  man  es 
noch  nicht  gebracht. 

Die  einfachste  Formveränderung  [Deformation),  welche  wir 
zu  betrachten  haben,  ist  die  Längen  Vergrößerung  [Ausdehnung) 
eines  Stabes  durch  zwei  gleiche  Kräfte,  die  an  den  Enden  in  . 
der  Richtung  der  Länge  wirken,  oder,  was  auf  dasselbe  hin- 
auskommt, durch  eine  Kraft,  die  an  dem  einen  Ende  wirkt, 
während  das  andere  festgeklemmt  ist.  Wir  wissen  bereits,  daß 
dann  an  jedem  Querschnitt  eine  Spannung  besteht,  die  gleich 
jeder  dieser  beiden  Kräfte  ist  (§  168,  b).  Was  femer  die  Aus- 
dehntmg  betrifft,  so  hat  man  gefunden,  daß  sie  bei  nicht  zu  großen 
Kräften  diesen  proportional  ist;  außerdem  hängt  sie  von  der  Länge 
und  dem  Querschnitt  und  von  der  Art  des  Stoffes  ab.  Sie  ist 
der  Länge  direkt  und  dem  Querschnitt  umgekehrt  proportional,  wie 
sich  durch  eine  einfache  Schlußfolgerung  beweisen  läßt.    Teilt 

Lorentz,  Lehrbuch  der  Physik.    T.  26 
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man  nämlich  einen  Stab  durch  eine  gedachte  Ebene  senkrecht 
zur  Länge  in  zwei  gleiche  Teile,  so  ist  wegen  der  Spannung  an 
dem  Querschnitt  jede  Hälfte  ebensogroBen  ausdehnenden  Kräften 
unterworfen  wie  der  ganze  Stab,  aber  die  Längenvermehrung 
jeder  Hälfte  ist  halb  so  groß  als  die  des  ganzen  Stabes. 

Betrachtet  man  dagegen  den  Stab  als  aus  zwei  anderen 
zusammengesetzt,  die  einen  halb  so  großen  Querschnitt  haben, 
so  kann  man  sagen,  daß  jeder  Teil  der  Hälfte  der  ausdehnen- 
den Kraft  ausgesetzt  ist;  die  Dilatation  wird  daher  halb  so 
groß  sein,  als  wenn  eine  dieser  Hälften  ffir  sich  allein  durch 
die  volle  Kraft  ausgedehnt  würde. 

Wenn  P  die  ausdehnende  Kraft,  /  die  ursprüngliche  Länge, 
8  den  Querschnitt  und  u  die  Längenvermehrung  bedeutet,  so 
können  die  mitgeteilten  Gesetze  in  die  Formel 

^  =  c^        (1) 

zusammengefaßt  werden,  in  welcher  G  für  jede  Substanz  einen 
bestimmten  Wert  hat.  Ist  diese  Konstante  bekannt,  so  kann 
man  für  jeden  Stab,  der  aus  dem  betreffenden  Stoflf  besteht, 
die  Ausdehnung  durch  eine  gegebene  Kraft  berechnen. 

Der  reziproke  Wert  von  G  wird  der  Elastixitätskoeffixient 
(oder  Elastizitätsmodul)  genannt.  Bezeichnet  man  diesen  Koeffi- 
zienten mit  E,  so  wird 

woraus  folgt,  daß  für  s  =  1  und  u  =  l,  P=E  sein  müßte.  Hier- 
aus ergibt  sich  die  Definition:  Der  Elastizitätskoeffizimt  ist  die 
Zahl,  welche  die  Kraft  angibt^  welche  einen  Stab  von  der  Einheit 
des  Querschnittes  auf  die  doppelte  Länge  ausdehnen  würde,  wenn 
nämlich  au^ch  bei  sehr  großen  Kräften  zunschen  diesen  und  der  ÄUS' 
dehnung  dasselbe   Verhältnis  bestände,  une  bei  kleinen  Kräften. 

Von  dieser  Definition  aus  kann  man  leicht  wieder  zu  der 
Gleichung  (2)  kommen,  und  es  ist  klar,  daß  man  E  berechnen 
kann,  wenn  u,  P,  l  und  s  gemessen  sind. 

In  der  Tabelle  II  am  Ende  des  Buches  findet  man  für 
einige  Stoflfe  die  Werte  von  E,  in  den  Einheiten  des  C-G-S- 
Systems  ausgedrückt. 

Dieselbe  Tabelle  gibt  auch  in  Dyn  die  Kraft  an,  welche 
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erforderlich  ist,  um  einen  Stab  von  1  qcm  Querschnitt  zu  zer- 
reiBen 

Die  angegebenen  Zahlen  sind  nur  dazu  bestimmt^  an- 
QiUiemd  das  Verhalten  der  verschiedenen  Stoffe  anzugeben. 
i'este  Körper  können  nämlich  durch  geeignete  Bearbeitung  in 
selir  yerschiedene  Zustände  gebracht  werden.  Ein  Stück  Stahl 
z.B.  wird,  wenn  man  es  glühend  macht  und  dann  plötzlich 
abkühlt,  spröde  und  hart,  d.  h.  schwer  zu  ritzen  und  zu  feilen; 
durch  langsame  Abkühlung  dagegen  wird  es  biegsam  und 
weich.  Ähnliche  Unterschiede  bestehen  bei  anderen  Körpern, 
^nd  man  kann  es  als  allgemeine  Regel  ansehen,  daß  die  physika- 
lisdm  Konstanten  eines  festen  Stoffes  mehr  oder  weniger  von  dem 
"Umland  abhängen,  in  den  er  durch  vorhergehende  Bearbeitungen  ge- 
hockt ist, 

über  die  in  diesem  Paragraphen  besprochene  Formver- 
änderung  müssen  wir  übrigens  noch  bemerken,  daß  der  Stab 
lior  dann  in  allen  seinen  Teilen  gleichmäßig  deformiert  wird, 
wenn  die  ausdehnende  Kraft  gleichmäßig  über  die  Endflächen 
verteilt  ist  Bei  einem  Stab,  welcher  im  Vergleich  zur  Länge 
^önn  ist,  tut  allerdings  die  Art  und  Weise,  wie  die  Kräfte 
angebracht  werden,  wenig  zur  Sache,  aber  bei  einem  dicken 
önd  kurzen  Zylinder  werden  Kräfte,  die  in  den  Mittelpunkten 
^er  Endflächen  angreifen,  eine  ganz  andere  Wirkung  haben 
als  Kräfte,  die  über  diese  Flächen  verteilt  sind. 

In  der  Voraussetzung,  daß  die  Kräfte  gleichmäßig  verteilt 
^^nd,  kann  man  Pfs  die  Spannung  im  Stabe  pro  Einheit  des 
Q^^erscknittes  nennen.  Femer  istu/l  die  Ausdehnung  pro  Längen-- 
^^nh&it  Nach  Formel  (2)  ist  der  Elastizitäiskoeffizimt  das  Verhältnis 
^^^chen  diesen  beiden  Größen. 

Die  Formel  kann  auch  dazu  dienen,  um  die  Zusammen- 
^i^ückung  zu  berechnen,  die  ein  Stab  durch  zwei  Kräfte  an 
^^inen  Enden  erleidet.  Die  Beobachtung  hat  nämlich  gelehrt, 
*o^  Kräfte,  die  einem  Stab  eine  gewisse  Verlängerung  geben,  eine 
^bensogroße  Verkürzung  beurirken,  wenn  ihre  Richtung  umgekehrt 
<nrd, 

§  255.  Verandenmg  der  Querdimensionen  bei  einem  Stab, 
[er  in  der  fiichtimg  der  Länge  ausgedehnt  oder  zusammen- 
'Cdruckt  wird.  Mne  Ausdehnung  in  der  Richtung  der  Länge  ist 
lit  einer  Zusammenxiehung  {Kontraktion)  in  jeder  Richtung  senkrecht 

26* 
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%ur  Länge  verbunden,  und  umgekehrt,  eine  Zuaammendrtu^cung  in 
der  RicJUung  der  lAnge  mit  einher  Ausdehnung  senkrecht  xu  dieser. 
Dabei  wird  die  Veränderung  pro  Längeneinheit^  welche  die 
Querdimensionen  erleiden,  gefunden^  indem  man  die  Änderung, 
ebenfalls  pro  Längeneinheit,  der  Länge  des  Körpers  mit 
einem  Bruch  fi  multipliziert,  der  für  jeden  Stoff  einen  be- 
stimmten Wert  hat.  Bei  den  meisten  Körpern  liegt  jct  zwischen 
V,  und  V,. 

Ist  also  bei  einem  Stab  die  Länge  durch  eine  ausdehnende 
Kraft  1  +  5  mal  größer  geworden,  so  werden  die  Querdimen- 
sionen im  Verhältnis  von  1  zu  1  —  ju  ^  verändert  Das  Volum 
wird  (1  +  i)  (1  —  jU(5)*^mal  größer,  wofllr  man,  wenn  S,  wie  ge- 
wöhnlich, sehr  klein  ist,  1  -f-  (1  —  2  ju)  *  schreiben  kann. 

§  250.  Gleichzeitige  Zusammendrückung  in  verschiedenen 
Eiohtungen.  Koeffizient  der  kubischen  Znsammendruckbarkeit 
Wenn  ein  Körper  von  beliebiger  Form  einem  über  die  ganze  Ober- 
fläcJie  gleichgroßen  normalen  Druck  unterworfen  wird,  nehmen 
alle  Dimensionen  in  demselben  Verhältnis  ab,  so  daß  sich  die  Form 
nicht  ändert.  Die  Verkleinerung  der  Dimensionen  sowie  die 
Verkleinerung  des  Volums  ist  dem  äußeren  Druck  proportional. 
Die  Zahl,  welche  die  Veränderung  der  Volumeinheit  bei  einem  äußeren 
Druck  Eins  ausdrücki,  wird  der  Koeffizient  der  Zusammendruckbar' 
keit  geftannt.  Sie  hängt  in  einfacher  Weise  mit  der  Verkleinerung 
der  Dimensionen  zusammen.  Werden  diese  nämlich  im  Ver- 
hältnis von  1  zu  1  —  ^  verändert,  so  ändert  sich  das  Volum 
im  Verhältnis  von  1  zu  (1  —  d]^  oder  im  Verhältnis  von  1  zu 
1  -  3  d\ 

Mit  Hilfe  theoretischer  Betrachtungen  kann  man  den 
Koeffiiienten  der  Zusammendruckbarkeit   aus  den  Größen  E 

K  der  vorhergehenden  Paragraphen  ableiten;  der  Ausdruck 

E' 

tanlich  an,  um  wieviel  die  Volumeinheit  durch  einen  Druck 

Dyn  pro  qcm  kleiner  wird. 

twk  died  lu  beweideu,  betmchten  wir  ein  rechtwinkliges  Pttmllel- 

^  iBit  den  Kanten  (i,  by  r.    Wir  ladi^en  aat"  die  beiden  Seitenflächen, 

-»  Mttkxecht  auf  der  Kante  a  stehen,  einen  äußeren  Druck  p^  wirken, 

■^  iMf  die  Seitenflächen,   senkrecht  zn  b  einen  Draek  p^  und  auf 

'  ^hHle  Pwr  Seitonfliehen  einen  Druck  p^.    Um  die  Foim  an  be* 
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stimmen,   welche  der  Körper  hierdurch  annimmt,  kann  man  von  dem 
folgenden  allgemeinen  Satz  Gehrauch  machen. 

Wenn  auf  einen  Körper  verschiedene  Kräfte  zugleich  unrken,  von 
denen  jede  für  sich  eine  sehr  kleine  Deformation  bewirktf  so  ist  die  Ver^ 
sehidmng  eines  Punktes  die  Resultante  (im  Sinne  von  §  27)  der  Ver- 
sehiebungeny  die  er  durch  jede  der  Kräfte  einzeln  bekommen  würde.  Die 
Verlängerung  einer  Linie  in  dem  Körper  ist  die  algebraische  Summe  der 
Änderungen  dieser  lAnie^  welche  jede  der  verschiedenen  Kräfte  für  sich 
(Mein  hervorbringen  würde.  Nach  §§  254  und  255  würden  nun  durch 
den  Druck  p^  pro  Flächeneinheit  die  Kanten  a,  h  und  c  zunehmen  um 


-5- 

durch  den  Druck  p^  um 

■^''1*. 

■^"l". 

+  "§«. 

-s^ 

+.5^, 

und  durch  den  Druck  p^  um 

+  .1«, 

+''1*. 

-f- 

Wirken  die  drei  Drucke  zugleich,  so  sind  die  Kanten  geworden 

Pi  -  i^iP^.  +  P^) 

*-^'- 

"^^^^"•^6,  usw. 

^                  E            "" 

Hieraus  folgt,   wenn  man  p^ 
Volums 

abc 

=  Ps  «=  Pi    setzt, 

r     3ri-2/i)   1 

L              E       ^^\ 

für  den  neuen  Wert  des 

> 

woraus  sich  für  den  Koeffizienten  der  Zusammendrückharkeit  der  ohen 
angegebene  Wert  ergibt. 

Auch  eine  Flüssigkeitsmasse  kann  unter  dem  Einfluß  eines 
auf  ihre  Oberfläche  wirkenden  normalen  Druckes  im  Gleich- 
gewicht sein,  und  wir  wissen  bereits,  daß  dann  atoch  im  Innern  überall 
ein  gleichgroßer  Druck  herrscht.  Dasselbe  ist  nun  der  Fall  bei  einem 
festen  Körper,  der  in  allen  Richtungen  gleichtnäßig  zusammengedrückt 
mrd.  Die  Teile  desselben,  welche  zu  beiden  Seiten  einer  be- 
liebigen Ebene  liegen,  üben  senkrecht  zu  dieser  Ebene  einen 
Druck  aufeinander  aus,  dessen  Größe  pro  Flächeneinheit  gleich 
der  des  äußeren  Druckes  ist. 

Man  kann  dies  anwenden,  um  die  Deformation  einer  Hohl- 
kugel zu  bestimmen,  die  an  der  Innenseite  und  an  der  Außen- 
seite einem  gleichgroßen  Druck,  z.  B.  vermittelst  einer  Gas- 
masse, ausgesetzt  wird.  Durch  einen  Druck,  der  nur  an  der 
Außenseite  wirkt,  wird  natürlich  das  innere  Volum  verkleinert, 
und   umgekehrt   wird    durch    einen  Druck,    der   nur   an   der 
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Innenseite  wirkt,  das  Volum  vergrößert.  Diese  Volumverande- 
rungen  können  bei  dünnwandigen  Glaskugeln  sehr  bedeutend 
werden.  Man  konnte  nun  denken,  daß  sich  das  Volum  nicht 
ändern  würde,  wenn  an  der  Innenseite  und  an  der  Außenseite 
die  gleichen  Drucke  p  (pro  Flächeneinheit)  wirkten.  Daß  diese 
Meinung  jedoch  nicht  richtig  ist,  ergibt  sich  in  folgender  Weise. 
Es  ist  natürlich  einerlei,  in  welcher  Weise  wir  den  Druck 
auf  die  Innenseite  ausüben.  In  Gedanken  können  wir  dies  in 
der  W^eise  ausführen,  daß  wir  in  den  Hohlraum  einen  Kern 
von  demselben  Stoff  anbringen,  der  so  genau  paßt,  daß  er  mit 
der  Wand  ein  einziges  Ganzes  bildet.  Wird  dann  auf  die 
Außenseite  der  Druck  p  ausgeübt,  so  entsteht  derselbe  auch 
überall  im  Inneren,  und  gegen  die  Wand  wird  wirklich  an 
beiden  Seiten  gleichstark  gedrückt.  Alle  Dimensionen  nehmen 
nun  aber  in  einem  Verhältnis  ab,  welches  aus  dem  Koeffizienten 
der  Zusammendrückbarkeit  berechnet  werden  kann,  und  man 
kommt  zu  dem  Schluß: 

Wenn  eine  Hohlkttgel  {oder  ein  Gefäß  von  beliebiger  Form) 
an  der  Außenseite  und  an  der  Innenseite  einem  Druck  p  ausgesetzt 
ist,  so  wird  das  innere  Volum  um  ebensoviel  kleiner ,  als  ein  in 
den  Hohlraum  passender  Kern  aus  demselben  Stoff  kleiner  werden 
loürde,  wenn  man  auf  diesen  denselben  Druck  wirken  ließe, 

§  257.  Biegung  eines  Stabes.    Der  in  §  168c  besprochene 
und  durch  Fig.  124  dargestellte  Stab    erleidet   eine  Formver- 
änderung, deren  Eigentümlichkeiten  wir  jetzt  leicht  verstehen 
können.    Teilen  wir  den  Stab  in  Gedanken  in  eine  große  An- 
^/..  zahl  von    Fasern   in    der   ßichtung 

^^j  der  Länge,   so    folgt  ohne  weiteres 

aus  dem  früher  gesagten,  daß  die 
oberen  Fasern  ausgedehnt  und  die 
unteren  zusammengedrückt  werden. 
Infolgedessen  nimmt  der  Stab  die 
in  Fig.  216  dargestellte  Form  an. 
Fig.  216.  Unter  der  Biegung  können  wir  dabei 

das  vertikale  Sinken  des  Mittel- 
punktes (Schwerpunktes)  der  freien  Endfläche  verstehen;  wenn 
die  Dimensionen  des  Querschnittes  im  Vergleich  mit  der 
Länge  klein  sind,  so  ist  für  alle  Punkte  der  Endfläche  das 
Sinken  annähernd  dasselbe. 
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Natürlich  ändert  sich  der  Zustand  in  dem  Stab  alhnählich 
von  einem  Punkt  zum  anderen.  Werden  daher  die  Fasern  an 
der  einen  Seite  ausgedehnt  und  an  der  anderen  zusammen- 
gedrückt, so  muß  sich  irgendwo  in  der  Mitte  des  Stabes  eine 
Schicht  von  Fasern  finden,  die  anfangs  in  einer  horizontalen 
Ebene  liegen  und  die  zwar  gebogen  werden,  aber  ihre  Länge 
nicht  ändern;  außerdem  werden  die  Ausdehnungen  an  der  einen 
Seite  und  die  Zusammendrückungen  an  der  anderen  Seite  um 
so  größer  sein,  je  weiter  die  betreffenden  Fasern  von  dieser 
Schicht  entfernt  sind.  In  jeder  Faser  wird  nun  eine  Spannung 
oder  ein  Druck,  senkrecht  zum  normalen  Querschnitt,  hervor- 
gerufen, und  auch  diese  Kräfte  sind  um  so  größer,  je  größer 
der  Abstand  von  der  erwähnten  Schicht  ist.  In  der  Figur  be- 
deuten die  Pfeile  die  Kräfte,  die  von  dem  Teil  Ä  V  des  Stabes 
auf  den  Teil   VB  ausgeübt  werden. 

Vereinigt  man  alle  Kräfte  nach  links  und  ebenso  alle 
Kräfte  nach  rechts,  so  bekommt  man  die  Resultanten,  welche 
in  Fig.  124  mit  S  und  R  bezeichnet  sind.  Der  Abstand  der 
Angriffspunkte  dieser  Kräfte  ist  offenbar  etwas  kleiner  als  die 
größte  Dimension  d  des  Stabes  in  vertikaler  Richtung  und 
kann  also  durch  ed  bezeichnet  werden,  wobei  e  ein  Bruch  ist, 
dessen  Wert  sich  durch  höhere  mathematische  Betrachtungen 
ermitteln  läßt.  Wenn  e  bekannt  wäre,  so  wären  auch  die  Kräfte 
8  und  R  bekannt.  Das  Moment  des  aus  diesen  Kräften  be- 
stehenden Kräftepaares  würde  nämlich  edxR  sein,  und  da 
dies  mit  dem  Kräftepaar  (P,  Q)  in  Fig.  124  im  Gleichgewicht 
sein  muß,  so  findet  man,  wenn  man  den  Abstand  des  Quer- 
schnittes V  vom  Ende  B  mit  x  bezeichnet, 

ea 

Aus  diesem  Resultat  folgt,  daß  die  Spannungen  der  Fasern 
um  so  grösser  werden,  je  weiter  man  sich  vom  freien  Ende  des 
Stabes  entfernt.  Von  A  nach  B  nimmt  die  Ausdehnung  an  der 
Oberseite  und  die  Zusammendrückung  an  der  Unterseite  fort- 
während ab,  und  dasselbe  gilt  von  der  Krümmung  der  Fasern. 
Diese  werden  also  nicht  nach  einem  Kreisbogen  gekrümmt. 

Die  Gestalt  des  Stabes  und  der  Betrag  der  Biegung  können 
durch  theoretische  Betrachtungen,  auf  die  wir  hier  nicht  ein- 
gehen können,  bestimmt  werden.    Ist  /  die  Länge,  so  wird  bei 
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einem  Stab  von  kreisförmigem  Querschnitt  mit  dem  Badins  r 
die  Biegung  durch  die  Formel 

*  =  3  4i (») 

gegeben.    Ist  der  Querschnitt  ein  Bechteck  mit  der  vertikalen 
Seite  d  und  der  horizontalen  Seite  b,  so  wird 

«  =  ^4^^ (4) 

Der  vielfach  vorkommende  Fall  eines  Stabes,  der  (Fig.  217) 
in  zwei  Punkten  a  und  b  unterstützt  und  in  der  Mitte  mit 
einem  Gewicht  P  belastet  ist,  kann  auf  den  Fall  von  Fig.  124 
und  216  zurückgeführt  werden.  Zunächst  üben  die  über  a  und  6 
hervorragenden  Teile  des  Stabes,  wenn  sie  nicht  sehr  lang 
sind,  durch  ihr  Gewicht  keinen  merklichen  Einfluß  auf  die 
Gestalt  des  Stückes  ab  aus.  Es  kommt  also  auf  dasselbe 
hinaus,  als  ob  der  Stab  bei  a  und  b  abgeschnitten  wäre  und 
hier  auf  ihn  Kräfte  ^P  nach  oben  wirkten;  die  Gegenwirkung 
von  jedem  Stützpunkt  muß  nämlich  ^  P  sein.    Betrachtet  man 

ferner  einen  Querschnitt  V 
zwischen  c  und  b,  so  muß  der 
Teil  links  von  diesem  Quer- 
schnitt auf  den  Teil  rechts 
zunächst  mit  einer  Kraft 
1^  P  nach  unten  und  außerdem 
mit  einem  Kräftepaar  {R,  S)  wirken,  welches  mit  dem  Kräftepaar 
{R,  S)  in  Fig.  124  übereinstimmt.  Die  Fasern  sind  hier  an  der 
Unterseite  gestreckt  und  an  der  Oberseite  zusammengedrückt, 
und  die  Krümmung  ist  am  größten  in  der  Mitte.  Jede  Hälfte 
des  Stabes  befindet  sich  in  demselben  Zustand,  als  ob  sie  in  c 
befestigt  wäre  (wo  die  Hälften  aneinander  befestigt  sind)  und 
durch  eine  Kraft  ^  P  in  a  oder  in  b  nach  oben  gebogen  würde. 
Nennt  man  den  Abstand  der  beiden  Stützpunkte  /,  so 
findet  man  also  die  Biegung,  wenn  man  in  den  Formeln  (3) 
und  (4)  l  durch  ^  l  und  P  durch  \  P  ersetzt.  Man  erhält 
hierdurch 

'-T2-E^^ (^) 

oder 
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^enn  in  einem  der  betrachteten  Fälle  s,  l,  P  und  r  oder  b  und  d 
^messen  sind,  so  kann  man  aus  der  Formel  E  ableiten.  Dies 
erfahren  hat  vor  der  Bestimmung  des  Elastizitätskoeffizienten 
18  der  Verlängerung  eines  Drahtes  den  Vorzug,  daß  verhältnis- 
äßig  kleine  Gewichte  schon  eine  sehr  merkliche  Biegung  be- 
rken,  eine  Folge  der  großen  Werte,  die  (Fig.  124)  B  und  S 
nehmen  und  der  beträchtlichen  Biegung,  die  bereits  bei  ge- 
igen Ausdehnungen  und  Zusammenziehungen  der  Fasern 
steht. 

§  258.  Einfluss  der  Eorm  des  Querschnittes.  Man  hat  ge- 
aden,  daß  ein  sehr  dünner  Stab  zwar  einer  Ausdehnung  mit  einer 
nem  Querschnitt  proportionalen  Kraft  entgegenwirkt,  aber 
viel  geringerem  Grade  einer  Krümmung  Widerstand  entgegen- 
;zt.  Wir  können  daher  sagen,  daß  die  Fasern,  deren  Länge 
h  bei  der  Biegung  nicht  ändert,  da  sie  sich  weder  zusammen- 
zsiehen  noch  auszudehnen  streben,  zu  dem  Widerstand,  den 
p  Stab  der  Biegung  entgegensetzt,  überhaupt  nicht  beitragen; 
j  Fasern,  welche  in  der  Nähe  der  soeben  erwähnten  liegen, 
rden  dies  nur  wenig  tun.  Daher  kann  man  den  Stab  aus- 
hlen,  ohne  daß  sein  Widerstandsvermögen  in  demselben  Ver- 
Itnis  wie  sein  Gewicht  abnimmt.  Daher  ist  ferner  bei 
jichem  Gewicht  und  gleicher  Länge  ein  Hohlzylinder  gegen 
le  Biegung  stärker  als  ein  massiver  Zylinder.  Denn  obschon 
beiden  gleichviel  Fasern  enthalten  sind,  liegen  diese  beim 
jten  Körper  durchschnittlich  weiter  über  oder  unter  der  Mitte 
I  beim  letzten  und  müssen  sich  also  bei  demselben  Grade 
r  Biegung  in  der  Länge  mehr  ändern. 

In  ähnlicher  Weise  findet  man,  daß  ein  Stab  von  recht- 

akligem  Querschnitt  sich  weniger  biegt,  wenn     / n 

5   größere  Seite  des  Rechtecks   vertikal  steht,      ^- 
\  dann,  wenn  sich  die  kleinere  Seite  in  dieser 
ßUung  befindet.     Dies  folgt  übrigens  auch  aus 
n  Formeln  (4)  und  (6).   Ebenso  ist  es  leicht  ein- 
sehen, welchen  Vorteil  es  bietet,    wenn  man     C^ ) 

m  Querschnitt  eine  Form  wie  die  in  Fig.  218        Fig.  218. 
gebildete  gibt. 

Auch  für  andere  Formen  des  Querschnitts  als  die  im 
rigen  Paragraphen  behandelten  kann  man  die  Biegung 
3oretisch  bestimmen.     Wenn   es  femer  bekannt  ist,   welche 
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Spannung  ein  Draht  von  dem  Stoffe  i  ans  welchem  der  Stab 
besteht^  aushält,  so  kann  man  auch  berechnen,  welche  Be- 
lastung der  Stab  tragen  kann,  ohne  zu  brechen;  zu  diesem 
Zwecke  muß  man  ermitteln,  wann  die  Spannung  in  den  aas- 
gedehnten Fasern  den  höchsten  Wert  erreicht,  der  zugelassen 
werden  kann. 

Der  Bruch  tritt,  wie  bereits  gesagt  wurde,  in  den  gestrekten 
Fasern  ein,  und  zwar  da,  wo  die  Ausdehnung  am  größten  ist, 
also  in  dem  Stab  von  Fig.  216  am  Ende  links  und  in  dem 
Stab  von  Fig.  219  in  der  Mitte. 

§  259.  Biegung  von  Körpern  von  anderer  Form.  Dasj 
was  bei  einein  ursprünglich  geraden  Stab  die  Biegtmg  ist,  ist  hei 
einem  bereits  gekrümmten  Stab  jede  Änderung  der  Krümmung.  So- 
wohl bei  dem  Stab,  der  in  Fig.  219,  als  auch  bei  demjenigen, 


^^ifT"^ 


Fig.  220. 

welcher  in  Fig.  220  abgebildet  ist,  wird  durch  eine  Belastung 
P  eine  Ausdehnung  an  der  Unterseite  und  eine  Zusammen- 
drückung an  der  Oberseite  entstehen;  bei  dem  ersten  Stab  wird 
hierdurch  die  Krümmung  vergrößert,  bei  dem  zweiten  verkleinert. 
Bei  einem  kreisförmigen  Ring,  der  durch  die  Kräfte  P  in  den 
Punkten  a  und  b  in  die  Form  von  Fig,  221 
gebracht  wird,  nimmt  die  Krümmung  in  a 
und  b  ab,  dagegen  in  o  und  d  zu.  Die 
Fasern  sind  hier  in  a  und  b  an  der  Innen- 
seite, in  c  und  d  an  der  Außenseite  gestreckt. 
Plattenförmige  Körper  können  ähnliche 
Krümmungsänderungen  erleiden.  Wird  z.  B. 
auf  eine  Kugelschale,  die  wie  eine  umge- 
kehrte Schüssel  mit  dem  Rand  auf  einer 
festen  horizontalen  Ebene  liegt,  in  der  Mitte 
ein  Schlag  ausgeübt,  so  kann  an  dieser  Stelle  an  der  Innen- 
seite ein  Bruch  entstehen. 

§  260.    Abscherung.    In  §  168,  c  wurde  bereits  gesagt,  daß 
der  Teil  VB  des  Stabes   von  Fig.  124   den  Teil  A  V  entlang 
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etwas  nach  unten  verschoben  wird,  wodurch  die  tangentiale 
Spannung  Q  entsieht,  ein  Umstand,  den  wir  in  §  257  außer 
Betracht  gelassen  haben,  weil  er  von  untergeordneter  Bedeutung 
ist  In  dem  folgenden  einfachen  Fall  hat  man  es  ausschließ- 
lich mit  einer  Deformation  dieser  Art,  einer  sogenannten 
Ähscherung,  zu  tun. 

Ein  ursprünglich  rechtwinkliges  Prisma  ADD C  (Fig,  222) 
ist  mit  der  Grandfläche  Ä  B  unverrückbar  befestigt;  man 
kann  es  dann  die  Gestalt  ABD' ff  annehmen  lassen,  indem 
man  allen  Punkten  Verschiebungen  nach  rechts  gibt,  die  der 
Höhe  über  ^5  proportional  sind,  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  indem  man  die  unendlich  dünnen  Plättchen,  in 
welche  der  Körper  durch  Flächen  parallel  zu  AB  geteilt  wird, 
übereinander  fortschiebt.  Um  den  neuen  Zustand  hervorzu- 
l)ringen  und  zu  erhalten,  ist  offenbar  ein  System  von  Kräften  F 
Dötig,  die  auf  die  Punkte  der  oberen  Grundfläche  in  der  Richtung 
der  Pfeile  wirken.  Dann  wird  natürlich  der  Körper,  an  welchem 
das  Parallelepiped  befestigt  ist,  auf 
die  Punkte  von  A  B  Kräfte  wie  die 
durch  F'  dargestellten  ausüben. 
J'eruer  ist  es  klar,  daß  die  Kräfte  F 
öoch  nicht  hinreichend  sind,  denn 
^  würden  mit  F'  ein  Kräftepaar 
"üden,  so  daß  der  Körper  nicht  im 
Gleichgewicht   sein    könnte;    in   der  Fig.  222. 

*ftt,  wenn  nur  diese  Kräfte  F  be- 

^^nden,  so  würde  das  Prisma  gebogen  werden  und  würden 
^^So  die  Seitenflächen  rechts  und  links  nicht  eben  und  die 
^l^ere  Grundfläche  nicht  der  unteren  parallel  bleiben.  Will 
^an  eine  reine  Abscherung  bewirken,  so  müssen  auch  auf^C 
^^d  Blf  tangentiale  Spannungen  wirken,  die  aber  für  die 
*^lgenden  Betrachtungen  unwesentlich  sind. 

Daß  die  Teile  des  Körpers,  die  an  beiden  Seiten  eines  hori- 
^^'OntcUen  Durehschniits  liegen ,  tangentiale  Spannungen  nach  rechts 
'^nd  links  aufeinander  ausüben,  ist  leicht  einzusehen. 

Der  Betrag  dieser  Spannungen  oder  der  Kräfte  F  ist  bei  einem 
gegebenen  Parallelepiped  proportional  der  Verschiebung  C  C  und 
kcm/n  mit  Hilfe  eines  Koeffizienten  berechnet  werden,  der  ah  das 
Maß  des   Widerstandes   xu  betrachten  ist,   den  der  Stoff  einer  Ab- 
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scherung  entgegensetzt.    Dieser  Koeffizient  kann  darch  die  Größen 
E  und  fi  von  §§  254  und  255  ausgedrückt  werden. 

Aaf  den  ersten  Blick  kann  es  befremden,  daß  diese  Koeffizienten, 
die  sich  auf  Ausdehnungen  und  Zusammenziebungen  beziehen,  hier  zur 
Anwendung  kommen.  Man  muß  aber  bedenken,  daß  auch  bei  der  Ab- 
scherung ein  Körper  sich  in  einigen  Richtungen  ausdehnt  und  in 
anderen  zusammenzieht.  In  Fig.  222  wird  die  Linie  Ä  D  beim  Über- 
gang in  Ä  D'  länger,  und  die  Linie  B  C  beim  Obergang  in  B  (7  kürzer. 

§  261.  Torsion.  Diese  Veränderung,  welche  bereits  in 
§  189  erwähnt  wurde,  ist  nahe  verwandt  mit  der  Abscherung. 
Man  denke  sich  einen  Zylinder  durch  eine  große  Anzahl  yoq 
Ebenen  senkrecht  zur  Achse  in  unendlich  dünne  Scheiben  ge- 
teilt und  diese  um  die  Achse  gedreht,  und  zwar  so,  daß  der 
Drehungswinkel  allmählich  zunimmt,  wenn  man  von  dem  einen 
Ende  zum  anderen  tibergeht,  so  daß  der  Unterschied  zwischen 
den  Drehungswinkeln  zweier  Durchschnitte  ihrer  gegenseitigen 
Entfernung  proportional  ist.  Dieser  Unterschied,  für  die  beiden 
Endflächen  genommen,  wird  der  Torsionswinkel  für  den  ganxm 
Zylinder  genannt;  dividiert  man  diesen  Winkel  durch  die  Länge, 
so  erhält  man  den  Torsionswinkel  pro  Längeneinheit. 

Da  sich  die  Punkte  des  einen  Scheibchens  über  diejenigen 
des  anderen  verschieben,  so  bedarf  die  Übereinstimmung  mit  der 
Abscherung  des  vorigen  Paragraphen  keiner  Erläuterung  und 
kann  man  leicht  angeben,  welcher  Spannungszustand  in  dem 
Zylinder  entsteht. 

Wir  nehmen  an,  daß  die  Achse  senkrecht  auf  der  Ebene 
der  Zeichnung  steht  und  daß  der  Körper  durch  diese  Ebene 
nach  dem  Kreise  C  (Fig.  223)  geschnitten 
wird,  und  stellen  uns  vor,  daß  das  Ende 
des  Zylinders  über  der  Ebene  der  Figur 
in  bezug  auf  das  andere  Ende  in  der 
Eichtung  der  Pfeile  gedreht  wird.  Was 
über  einem  Element  des  Durchschnittes 
Fig.  223.  bei  a  liegt,  wird  dann  über  den  Stoflf,  welcher 

darunter  liegt,  in  einer  Richtung  senkrecht 
zu  Oa  verschoben  und  übt  also  auf  den  letzteren  Stoff  eine 
tangentiale  Spannung  ab  aus.  Ähnliche  Spannungen,  die  zum 
Teil  in  der  Figur  angedeutet  sind,  bestehen  auch  in  anderen 
Punkten  des  Durchschnittes. 
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Zwei  Kräfte,  wie  die  bei  a  und  o  bilden  ein  Kräftepaar 
Qnd  die  gesamte  gegenseitige  Mntvirkung  der  Teile  des  Stabes  an 
ifeiden  Seiten  des  Durchschnittes  reduziert  sich  infolgedessen  auf  ein 
^nxiges  Kräftepaar.  Dies  muß  nun  im  Gleichgewichtszustand  für  alle 
IhiTchschnitte  senkrecht  zur  Achse  gleichgroß  sein;  dann  ist  näm- 
lich der  Teil,  welcher  zwischen  zwei  Durchschnitten  liegt,  im 
Gleichgewicht,  da  die  Kräftepaare,  die  an  seinen  Grenzflächen 
auf  ihn  wirken,  entgegengesetzt  gerichtet  sind.  Femer  muß 
auch,  wenn  der  Zustand  der  Torsion  bestehen  bleiben  soll,  auf  jedes 
Ende  des  Zylinders  ein  Kräftepaar  gleich  dem  soeben  genannten 
toirken;  wenn  das  eine  Ende  befestigt  ist,  genügt  es  übrigens. 
Wenn  man  auf  das  andere  Ende  ein  Kräftepaar  ausübt. 

Das  Moment  des  Kräftepaares  hängt  vom  Torsionswinkel,  von 
den  Dimensionen  des  Zylinders  und  von  der  Beschaffenheit  des 
Materials  ab.  Dem  Winkel  ist  es  direkt,  der  Länge  umgekehrt  pro^ 
portioncU.  Das  letztere  sieht  man  ein,  wenn  man  den  Zylinder 
in  Gedanken  durch  eine  Ebene  senkrecht  zur  Achse  halbiert; 
auf  jeden  Teil  wirken  dann  an  den  Enden  ebensogroße  Kräfte- 
paare wie  auf  den  ganzen  Zylinder,  aber  für  jeden  Teil  ist 
der  Torsions winkel  die  Hälfte  desjenigen  des  ganzen  Zylinders. 
Wenn  /,  r,  E  und  /x  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  §  255 
'und  §  257,  so  ist  das  Moment  des  betrachteten  Kräftepaares 
gegeben  durch  die  Formel    , 

^-4(l+iu)/* 

Dabei  ist  &  der  in  Bogenmaß  ausgedrückte  Torsions- 
winkel. 

Wie  man  sieht,  hängt  M  in  hohem  Grade  von  r  ab.  Die 
tangentialen  Spannungen  nehmen  nämlich  in  Fig.  223  von  der 
Mitte  nach  dem  Umfang  hin  zu;  wird  der  Durchschnitt  ver- 
größert, so  kommen  nicht  nur  neue  Spannungen  zu  den  bereits 
vorhandenen  hinzu,  sondern  diese  Spannungen  sind  auch  größer; 
außerdem  haben  die  Kräftepaare,  welche  man  erhält,  wenn 
man  sie  zu  je  zweien  zusammenfaßt,  größere  Arme  als  die 
bereits  vorhandenen  Kräftepaare. 

Mit  Rücksicht  auf  diesen  Umstand  hängt  man  zuweilen 
einen  Körper,  der  sich  leicht  in  einer  horizontalen  Ebene 
drehen  soll,  der  aber  zu  schwer  ist,  um  von  einem  dünnen 
Draht  getragen  zu  werden,  an  einem  Bündel  dünner  Drähte 
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anstatt  an  einem  dickeren  Draht  auf.     Jeder  Draht  wird  dann 
für  sich  selbst  tordiert  und  das  Kräftepaar,  welches  erforder-^ 
lieh  ist,  um  4  Drahte  um  denselben  Winkel  zu  tordieren,  ist 
kleiner  als  das  Kräftepaar,  welches  bei  einem  Draht  vom  vier- 
fachen Querschnitt  erforderlich  sein  würde. 

Aus  der  Messung  von  M,  die  z.  B.  in  der  in  §  189  an- 
gegebenen Weise  ausgeführt  werden  kann,  kann  man  J57/(l  +  [m) 
ableiten.  Wird  durch  Versuche  über  die  Ausdehnung  oder  die 
Biegung  eines  Stabes  auch  E  bestimmt,  so  kennt  man  also 
auch  fjL  und  damit  zugleich  (§  256)  den  Koeffizienten  der  Zu- 
sammendrückbarkeit. 

Ebenso  wie  durch  eine  Ausdehnung  kann  durch  eine  zu 
weit  gehende  Abscherung  oder  Torsion  der  Zusammenhang  der 
Teilchen  vernichtet  werden.  Soll  dies  nicht  geschehen,  so  muß 
z.  B.  eine  Treibachse  in  einer  Fabrik  eine  bestimmte  Dicke 
haben;  eine  derartige  Achse  wird  nämlich  an  der  einen  Stelle  i 
durch  eine  Dampfmaschine  gedreht  und  setzt  an  einer  anderen 
Stelle  irgendeine  Maschine  in  Bewegung,  die  der  Drehung  der 
Achse  einen  Widerstand  entgegensetzt;  infolgedessen  wird  die 
Achse  zwischen  diesen  beiden  Stellen  tordiert. 

§  262.  Ereie  Energie  eines  deformierten  Körpers.  Die 
freie  Energie  j  welche  ein  elastischer  Körper  nach  einer  Form- 
Veränderung  hat,  ist  gleich  der  Arbeit,  die  mir  verrichten  mv^sen, 
um  die  Deformation  hei  konstanter  Temperatur  hervorzubringen,  t*^ 
solcher  Weise,  daß  der  Körper,  ohne  in  seinem  Ganzen  eine  rrur^' 
liehe  kinetische  Energie  zu  bekommen,  eine  Reihe  von  OleichgewicMs' 
zuständen  durchläuft  (§  246).  Wollen  wir  z.  B.  einen  Stab,  der 
an  dem  einen  Ende  befestigt  ist,  die  Ausdehnung  u  geben,  ^^ 
durch  die  Gleichung  (2)  von  §  254  ausgedrückt  wird,  so  müssen 
wir  nicht  sofort  die  Kraft  P  ausüben,  die  für  diese  Ausdehnung 
erfordert  wird,  sondern  wir  müssen  in  folgender  Weise  verfahreD« 
Wir  ziehen  zuerst  am  freien  Ende  des  Stabes  mit  einer  seto 
kleinen  Kraft  und  lassen  diese  langsam  auf  den  Betrag  P  steigei*' 
Die  gesuchte  freie  Energie  ip  ist  gleich  der  Arbeit,  welche  die 
von  0  bis  P  zunehmende  Kraft  verrichtet,  während  ihr  An- 
griffspunkt den  Weg  u  durchläuft;  indem  man  diesen  Weg 
in  unendlich  kleine  Stücke  teilt  und  eine  Berechnung  aus- 
führt, die  der  in  §  92  mitgeteilten  ähnlich  ist^  beweist  man, 
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aß  die  Arbeit  gefunden  wird,  wenn  man  den  mittleren  Wert 
er  Kraft,  d.  h.  ^  P,  mit  u  multipliziert.  Man  hat  daher 

Is  ist  leicht  einzusehen^  daß  derselbe  Ausdruck  gilt,  wenn  die 
änge  um  den  Betrag  u  vermindert  wird,  und  daß  auch  bei 
ideren  Volumveränderungen  die  freie  Energie  in  entsprechen- 
)r  Weise  berechnet  werden  kann.  Für  den  Stab  von  Fig.  216 
.  406)  muß  man  das  halbe  Produkt  aus  der  Biegung  und  der 
älastung  nehmen,  für  einen  tordierten  Draht  das  halbe  Produkt 
IS  dem  tordierenden  Kräftepaar  und  dem  Torsionswinkel 
165). 

§  263.  Isotrope  und  anisotrope  Körper.  Bis  jetzt  wurde 
igenommen,  daß  der  StoflF,  aus  welchem  die  Körper  bestehen, 
allen  Eichtungen  dieselben  Eigenschaften  hat.  Diese  Be- 
baffenheit,  die  bei  allen  Flüssigkeiten  und  Gasen  und  mehr 
er  weniger  auch  bei  vielen  festen  Körpern  vorkommt,  heißt 
oirqpie.  Anisotrop  wird  dagegen  ein  Körper  genannt,  wenn 
ö  Eigenschaften  in  der  einen  Eichtung  von  denen  in  der 
deren  verschieden  sind.  Dies  ist  in  erster  Linie  bei  den 
•istallen  der  Fall.  So  werden  z.  B.  in  einem  Kristall  von 
larz  (Bergkristall)  von  der  bekannten  Form  sechsseitiger 
Lulen,  die  durch  sechsseitige  Pyramiden  zugespitzt  sind,  die 
Dleküle  in  einer  den  Säulenkanten  parallelen  Eichtung  in 
zug  aufeinander  anders  angeordnet  sein  als  in  einer  Linie^ 
B  auf  dieser  Eichtung  senkrecht  steht.  Diese  Verschieden- 
it  offenbart  sich  bei  mancher  physikalischen  Erscheinung. 
enn  z.  B.  aus  einem  Stück  Quarz  eine  Platte  geschnitten 
rd,  deren  Seitenflächen  den  Säulenkanten  parallel  laufen, 
zeigt  diese  Platte  in  verschiedenen  Eichtungen  eine  un- 
3iche  Wärmeleitung.  Wird  eine  der  Seitenflächen  mit  einer 
hiebt  Wachs  bedeckt  und  dann  in  einem  Punkt  mit  einem 
bitzten  Stift  erwärmt,  so  schmilzt  das  Wachs  über  eine 
äche,  die  durch  eine  Ellipse  begrenzt  wird,  deren  Mittelpunkt 
r  erwärmte  Punkt  ist.  Bei  einem  isotropen  Körper  würde 
1  kreisförmiger  Fleck  beobachtet  werden. 

Was  die  Erscheinungen  der  Elastizität  betrifft,  so  macht 
5h  die  Anisotropie  eines  Quarzkristalls  dadurch  bemerklich, 
kß  Stäbchen  von  gleichen  Dimensionen,  die  in  verschiedenen 
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Richtungen  aus  dem  Kristall  geschnitten  sind,  in  der 
verschiedene  Formveränderungen  erleiden,  wenn  sie  denselben 
ausdehnenden,  biegenden  oder  tordierenden  Kräften  ausgesetzt 
werden.  Anisotrop  sind  auch  Stoffe,  die,  wie  Holz,  aus  mehr 
oder  weniger  parallelen  Fasern  zusammengesetzt  sind.  EndUch 
zeigt  ein  Körper  auch  dann  in  yerschiedenen  Richtungen  yer- 
schiedene  Eigenschaften,  wenn  er  ursprünglich  isotrop  ist,  aber 
in  einer  Richtung  ausgedehnt  oder  zusammengedrückt  wird. 

Zum  Schluß  bemerken  wir  noch,  daß  „isotrop*'  nicht  mit 
„homogen"  (§  83)  verwechselt  werden  darf.  Die  Kristalle, 
welche  niemals  isotrop  sind,  sind  gerade  die  homogensten 
festen  Körper. 

§  2B4.  Ausdehnung  durch  die  Wärme.  Wenn  man  den 
Einfluß  einer  Temperaturveränderung  auf  die  Form  und  die 
Größe  fester  Körper  ausführlich  untersuchen  wollte,  so  müßte 
man,  um  nur  eins  hervorzuhehen,  untersuchen,  wie  sich  die 
Torsion  eines  Drahtes  ändert,  wenn  er  erwärmt  wird,  während 
ein  konstantes  Kräftepaar  auf  ihn  wirkt  Wir  werden  uns 
aber  hauptsächlich  mit  isotropen  Körpern  beschäftigen,  auf  die 
keine  äußeren  Kräfte  wirken. 

Bei  einer  Erwärmung  nehmen  alle  Dimetisionen  eines  solchen 
Körpers  in  demselben  Verhältnis  zu,  und  die  Zunahme  einer  he- 
liehigen  Linie  in  dem  Körper  oder  des  Volums,  kann  der  Tempe- 
raturerhöhung proportional  gesetzt  werden.  Bei  Abkühlung  auf 
die  ursprüngliche  Temperatur  kehrt  der  Anfangszustand 
zurück. 

Der  Bruch  y  welcher  angibt y  um  welcfien  Teil  der  Länge y  die 
sie  hei  0^  hat,  eine  Linie  in  dem  Körper  hei  jedem  Grad  Tempe- 
ratur erhöhufig  zunimmt y  wird  der  „lineare  Ausdehnungskoeffizient" 
gena?int.  Ebenso  wird  durch  den  ,,kubiscfien  Äusdehnungskoeffir 
zienten""  hestimynt,  inn  welchen  Teil  des  Wertes,  den  es  bei  0®  M 
das    Volum  für  jeden   Grad  zunimmt. 

Bezeichnen  wir  diese  Koeffizienten  bezw.  mit  a  und  /9, 
die  Länge  einer  Linie  in  dem  Körper  bei  0^  mit  l^  und  bei 
t^  mit  /,,  das  Volum  bei  diesen  Temperaturen  mit  Vq  und  v^t 
so  ist,  wie  leicht  zu  beweisen  ist 

l^=l,{l+at), (7) 

i\-Vo{^+ßt. (8) 
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Zwischen  den  beiden  Koeffizienten  besteht  ein  einfacher 
Zusammenhang;  der  kubische  Ausdehnungskoeffixient  ist  nämlich 
das  Dreifache  des  linearen  Ausdehnungskoeffixienten, 

Da  nämlich  beim  Erwärmen  von  0^  auf  f  alle  Dimen- 
sionen \  +  at mal  größer  werden,  wird  das  Volum  {\  +  a tf  mal 
größer.  Weil  a t  sehr  klein  ist,  kann  man  hierfür  1  +  3ai 
schreiben,  so  daß  ß  =  3a  sein  muß. 

E^  genügt  also,  einen  der  Koeffizienten  zu  messen.  Was 
den  linearen  Ausdehnungskoeffizienten  betrifft,  so  kann  dies  in 
der  Weise  geschehen,  daß  man  auf  einem  Stab  oder  einem 
gespannten  Draht  zwei  feine  Marken  anbringt,  den  Abstand 
derselben  mißt,  wenn  der  Körper  von  schmelzendem  Eis  um- 
geben ist,  und  dann  die  kleinen  Verschiebungen  bestimmt, 
welche  die  Marken  erleiden,  wenn  das  Eis  durch  Dampf  von 
siedendem  Wasser  ersetzt  wird.  Die  letztere  Bestimmung  kann 
mit  Hilfe  zweier  Ablesungsmikroskope  ausgeführt  werden. 

Im  folgenden  Kapitel  findet  man  eine  Methode,  die  direkt 
den  kubischen  Ausdehnungskoeffizienten  liefert 

über  die  Ausdehnung  durch  die  Wärme  ist  noch  das 
Steigende  zu  bemerken. 

a)  Wenn  das  Volum  v^  eines  Körpers  bei  t^  gegeben  ist, 
findet  man  für  das  Volum  bei  t'^ 

1  i-ßt' 

Wegen  des  kleinen  Wertes  von  ß  kann  man  hierfür 
Schreiben 

v,^  =  v,[l  +ß{t'-f)]. 

^•h.  man  kann  für  die  Ausdehnung  für  jeden  Grad  ßv^  anstatt 
ß\  nehmen. 

b)  Bei  jedem  Körper  ändert  sich  die  Dichte  v/mgekehrt  pro- 
P^ional  dem  Volitm.  Zwischen  den  Dichten  d^  und  d^  bei  0® 
^^i  i^  besteht  daher  die  Beziehung 

'^'=  i'V (') 

c)  Da  sich  die  Form  eines  Körpers  beim  Erwärmten  nicht  ändert, 
*^  ^mmt  das  Voltrni  eines  inneren  Hohlraumes  in  demselben  Ver- 
'^mis  ioie  der  mit  Stoff  angefüllte  Baum  xu.  Man  kann  also 
^®  Veränderungen  des  inneren  Volums  eines  Glasgefäßes  ver- 

^«'entr,  Lehrbuch  der  Physik.    I.  27 
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mittelst  der  Formel  (8)  mit  dem  kabischen  Ausdehnangskoefil- 
zionten  des  Glases  berechneiL 

d)  Verschiedene  Erscheinungen  bemhen  auf  der  angleichen 
Ausdehnung  verschiedener  Körper.  Wird  z.  B.  ein  Band, 
welches  aus  zwei  aneinander  liegenden  und  zusammengenieteten 
Streifen  vei^schiedener  Metalle  besteht,  erwärmt,  so  krümmt  es 
sich,  und  zwar  so,  daß  das  Metall,  welches  sich  am  stärksten 
ausdehnt,  an  der  konvexen  Seite  liegt.  Dies  ist,  nach  dem  in 
§  257  betrachteten  Fall,  ein  neues  Beispiel  der  Erümmang, 
zu  der  Ungleichheit  der  Länge  der  verschiedenen  Fasern  Ver- 
anlassung gibt.  Ein  drittes  Beispiel  hat  man  in  dem  Verziehen 
von  Holz,  welches  an  der  einen  Seite  mehr  ausgetrocknet  wird 
als  an  der  anderen;  beim  Austrocknen  zieht  es  sich  nämUch 
zusammen. 

e)  Die  Möglichkeit  einen  Platindraht  in  Glas  einzuschmelzen, 
ohne  daß  beim  Abkühlen  eine  Öffnung  entsteht  oder  das  Glas 
zerspringt,  beruht  auf  der  geringen  Verschiedenheit  der  Aus- 
dehnungskoeffizienten der  beiden  Stoffe. 

t*)  Seilt  mh  während  einer  Temperaturveränderung  der  Aus- 
dehnuiig  oder  Zitsammenxiehung  eines  Körpers  ein  Hindernis  ent- 
gegen, so  erleidet  dieses  von  dem  Körper  eine  Kraft,  die  zutaeüen 
sehr  groß  ist. 

Wir  wollen  z.  B.  einen  Stab  betrachten,  der  bei  0®  die 
Länge  /  und  den  Querschnitt  «  hat,  und  die  Kräfte  ermitteln, 
mit  denen  wir  gegen  die  Enden  drücken  müssen,  um  bei  einer 
Erwärmung  auf  t^  die  Ausdehnung  zu  verhindern.  Wir  können 
uns  zu  diesem  Zwecke  vorstellen  (vgl.  §  219),  daß  wir  zuerst 
die  Ausdehnung  ungehindert  stattfinden  lassen  und  dann  bei 
der  konstanten  Temperatur  t  den  Stab  wieder  auf  die  ursprüng- 
liche Länge  zusammendrücken. 

Durch  die  Formel  [2)  findet  man  für  die  dazu  erforder- 
liche Kraft 

K  =  at{\  —  af  s  E; 

es  handelt  sich  nämlich  darum,  einem  Stabe  von  der  Länge 
/(l4-«<)  und  dem  Querschnitt  «1  -!-«:#)*  die  Zosammen- 
drückung  alt  zvl  geben. 

Da  a  ^  klein  ist  kann  man  für  den  gefundenen  Ausdruck 
schreiben 

Ä'  =  atsE: 
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för  E  muß   in   diesem   Ausdruck   eigentlich   der   Mastizitäts- 
koefiizient  bei  ^  genommen  werden. 

Hätte  man  die  Kräfte  K  sofort  bei  der  Erwärmung  an- 
gebracht» so  würde  sich  der  Körper  überhaupt  nicht  ausgedehnt 
haben,  und  wäre  der  Stab  zwischen  zwei  unverrückbare  Hinder- 
nisse eingeschlossen,  so  würde  er  gegen  diese  einen  Druck  =>  K 
ausüben. 

g)  Nicht  alle  festen  Körper  dehnen  sich  beim  Erwärmen 
aas;  ein  Eautschukschlauch  z.  B.,  der  durch  eine  hinreichende 
Belastung  gespannt  ist,  zieht  sich  beim  Erwärmen  stark  zu- 
sammen. 

§  265.  Yerandenmg  der  Temperatur  bei  adiabatischer  Aus- 
dehnung oder  Zusammenziehung  eines  Drahtes.    Wenn  ein  Draht, 
den  man  erst  mit  einer  gewissen  Kraft   gespannt  hat,    durch  Zonahme 
dieser  Kraft   noch    mehr   aasgedehnt   wird    oder  sich  infolge  einer  Ah- 
Bahme  der  Kraft  zusammenzieht,  und  zwar  ohne  daß  ihm  Wärme  zu- 
geführt oder  entzogen  wird,  so  erleidet  die  Temperatur  eine  kleine  Ver- 
änderung, die  in  dem  einen  Fall  die  entgegengesetzte  Richtung  als  im 
anderen  hat.    Wie  es  sich  hiermit  verhält,  oh  z.  B.  die  Ausdehnung  mit 
Steigen  oder  Sinken   der  Temperatur   verbunden  ist,   kann  man  durch 
^ine  thermodynamische  Betrachtung   voraussagen.     Man   kann   nämlich 
^it  dem  Draht   einen  Carnotschen  Kreisprozeß  vornehmen,   bei   dem 
^ine  isothermische  Ausdehnung   bei   der   Temperatur  T  und    eine   iso- 
Öiermische  Zusammenziehung  bei  der  Temperatur  T  vorkommt,  während 
^diabatische  Veränderungen  eingeschaltet  werden,  um  von  der  Temperatur 
^  «a  T'  und  später  wieder  von  T  zu  T  überzugehen.     Wir  wollen  nun 
^^ehmen,  daß  sich  der  Draht,  während  die  spannende  Kraft  konstant 
gehalten  wird,  beim  Erwärmen  ausdehnt;  dann  wird  bei  einer  bestimmten 
^"^e  die  Spannung  um  so  kleiner  sein,  je  höher  die  Temperatur  ist. 
^11  nun  der  Draht  bei  dem  Kreisprozeß  eine  positive  Arbeit  verrichten, 
5^  muß    er   sich   zusammenziehen,    wenn  die  Spannung  groß,    also  die 
"eiüperatur  niedrig,  und  ausdehnen,  wenn  diese  hoch  ist,  d.  h.  T  muß 
*^Öber  als  T'  sein.    Da  aber  bei  jedem  Carnotschen  Kreisprozeß,  wenn 
^^bei  eine  positive  Arbeit  verrichtet  wird,  der  arbeitende  Körper  bei  der 
ochsten  der  beiden  Temperaturen  Wärme  aufnimmt,  muß  die  isothermische 
"Ausdehnung,  denn  dies  ist  die  Veränderung,  welche  bei  der  höchsten 
Temperatur  stattfindet,    unter  Wärmeaufnahme  erfolgen.     Findet  keine 
'yännezufuhr  statt,   so  muß  also  die  Ausdehnung  die  Temperatur  er- 
niedrigen. 

Ebenso  kann  man  beweisen,  daß  bei  einem  Körper,  der  sich  beim 
"7'^wännen  zusammenzieht,  die  Temperatur  durch  eine  adiabatische  Aus- 
dehnung erhöht  wird. 

Die  Beobachtung   lehrt,    daß    sich    ein  Metalldraht  bei  plötzlicher 
^sdehnung  wirklich  etwas  abkühlt,  während  ein  gespanntes  Kautschuk- 
*^^  (§  264,  g)  sich  dabei  erwärmt. 

27* 
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Wir  haben  hier  nur  die  Richtung  der  Veränderung  besprochen. 
Aus  der  Regel  für  den  Wirkungsgrad  bei  einem  Carnotschen  Ereis- 
prozcB  kann  man  eine  Formel  ableiten,  durch  welche  der  Betrag  der 
Temperaturveräuderuug  bei  einer  bestimmten  Änderung  der  Spannung 
abgeleitet  werden  kann.  Diese  Formel,  in  welcher  der  Ausdehnungfl- 
koeffizieut,  die  spezifische  Wftrme  und  das  mechanische  Wärmeäquivalent 
vorkommen,  ist  durch  Messung  der  Erscheinung  bestätigt  worden. 

§  2G6.  Danernde  Znstandsändeningen.  Elastisclie  Vacli- 
Wirkung.  Wenu  die  äutteren  Kräfte,  welche  die  Form  einoB 
festen  Körpers  Yerändern,  eine  gewisse  Grenze  (die  Elastizitäts- 
grenze) überschreiten,  kehrt  der  Körper  nach  Aufhebung  dieser 
Kräfte  nicht  mehr  ganz  in  die  ursprüngliche  Form  zurück; 
die  Teilchen  haben  sich  dann  in  neue  Gleichgewichtslagen  ver- 
schoben. Auf  der  Möglichkeit  einer  solchen  Verschiebung  be- 
ruht das  Schmieden,  Walzen  und  Drahtziehen. 

Auch  durch  Temperaturänderungen  kann  der  Zustand 
eines  Körpers  dauernd  modifiziert  werden,  und  dabei  ist  die 
Geschwindigkeit  der  Temperaturveränderung  zuweilen  von  Ein- 
fluß (§  254). 

Eine  andere  Erscheinung,  die  zuweilen  auf  den  ersten  Blick 
mit  der  soeben  genannten  verwechselt  werden  kann,  ist  die 
elastische  Nachunrkung.  Diese  besteht  darin,  daß  ein  Körper,  nach- 
dem einige  Zeit  äußere  Kräfte,  die  jetzt  gar  nicht  groß  zu  sein 
brauchen,  auf  ihn  gewirkt  haben,  nach  Aufhebung  derselben 
zwar  in  den  Gleichgewichtszustand  zurückkehrt,  aber  dies  nicht 
augenblicklich  tut.  Obgleich  der  größte  Teil  der  Form- 
veränderung in  kurzer  Zeit  verschwindet,  tritt  eine  vollständige 
Rückkehr  in  den  Gleichgewichtszustand  erst  nach  Verlauf  einer 
längeren  Zeit,  zuweilen  nach  vielen  Stunden  ein.  Bei  Instru- 
menten, in  denen  ein  Körper  an  einem  dünnen  Draht  auf- 
.  gehängt  ist,  bemerkt  man  oft  die  Nachwirkung  der  Torsion. 

Man  kann  sich  die  Erscheinung  einigermaßen  durch  die 
Annahme  erklären,  daß  sich  den  Bewegungen,  welche  die  Mole- 
küle bei  der  Rückkehr  in  den  Gleichgewichtszustand  ausführen 
müssen,  ein  innerer  Widerstand  entgegensetzt.  Mit  dieser  Auf- 
fassung steht  es  auch  in  Einklang,  daß  eine  äußere  Kraft  nicht 
sofort,  wenn  sie  auf  den  Körper  zu  wirken  beginnt,  diesem  die 
volle  Formveränderung  erteilt.  Nach  der  ersten  augenblick- 
lichen Deformation  entsteht  noch  eine  weitere  Formveränderung, 
die  eine  längere  Zeit  erfordert. 
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Bei  Thermometern  beobachtet  man  eine  Erscheinung,  die 
mit    der   elastischen   Nachwirkung   in   engem   Zusammenhang 
steht.    Bestimmt  man  nämlich  unmittelbar  nach  der  Anfertigung 
des  Thermometers  die  beiden  festen  Punkte  und  wiederholt  dies 
nach  längerer  Zeit,  so  zeigt  es  sich,  daß  diese  Punkte  auf  der 
Skala  etwas  höher  —   z.  B.  einige  zehntel  Grad   oder  selbst 
mehr  als  ein  Grad  —  gekommen  sind.     Dies  ist  eine  Folge 
davon,  daß  die  Thermometerkugel,  die  beim  Blasen  eine  hohe 
Temperatur  gehabt  hat,  nach  der  ersten  Zusammenziehung  beim 
Abkühlen  noch  eine  langsam  fortschreitende  Kontraktion  erleidet. 
Man  kann   sogar  beobachten,    daß   unmittelbar  nachdem  sich 
das  Thermometer  in  Dampf  von  siedendem  Wasser  befunden 
hat,  der  Gefrierpunkt   nicht  ganz    dieselbe  Lage  hat  als  vor 
der  Erwärmung.     Dies  ist  einer  der  umstände,  die  es  schwierig 
machen,  eine  Temperatur  bis  auf  0,1  ^  genau  zu  messen.   Natür- 
lich kann  man  kleine  Temperatii/nmterschiedej  z.  B.  die,  welche 
bei  kalorimetrischen  Versuchen  vorkommen,  viel  leichter,  selbst 
mit  größerer  Genauigkeit  bestimmen. 

Die  „thermische"  Nachwirkung,  wie  man  die  zuletzt  be- 
sprochene Erscheinung  nennen  kann,  ist  nicht  bei  allen  Glas- 
sorten dieselbe.  Besonders  klein  ist  sie  bei  dem  sogenannten 
Jenaer  Normalglas,  welches  in  letzter  Zeit  viel  zur  Anfertigung 
^Ott  Thermometern  gebraucht  wird. 


li€slekt    I>ie  fetzlere  isl 
tei  vnlmKlKL  ab 


Um 
eiiier  Flüssig' 
macht  man  tot] 
,  z.  B.  kugel- 
eugen  Röht"®! 
Teradim  und»  berot 
worden,  d.  L  mB^ 
wmmdißu  xwei  aufeinander' 
ist     Man   hat  ^^ 
Zv^cb?   eise  Qwiii  flliiiiiUi    is   die  R5hre   gebrael^^ 
eimittelt«  wimiA  StaJarteile  die   Länge   derselben  ei^' 
1%  ipeui  m  sidt  narheinander  «n  verschiedenen  Stell  ^^ 
in  der  Bohre  befindet    Ist  die  betraffsnde  Anzahl  immer  di^' 
selbe,  so  entsprechen  den  reisdiiedeneo  Skalenteilen  gleich* 
Volnme;  im  entgegengesetzten  Falle  kann  man  ans  der  Bec^^* 
acbtong  der  Lange   des   QaecksilberfadeDS   an   verschiedem  ^^ 
Stellen  die  notigen   Daten  ableiten^  um  später  bei  den  d^^' 
nitiven  Versuchen   die   erforderliche  Korrektion  anbringen     ^ 
k5nnen.     Wir  wollen  jedoch  annehmen^  daß  das  Volum  z"«*^' 
sehen   zwei  Teilstrichen  überall  deoselben  Wert  hat    Dies^^ 
kann  man  dadurch  ermitteln,  daß  man  in  die  Röhre  eine  Que^** 
bersäule  bringt,  die  eine  ziemlich  große  Anzahl  von  Skaleu- 
'teilen    einnimmt,    und   das    Gewicht    derselben    bestimmt     i^ 
derselben  Weise   wird    auch,    nachdem    die  Kugel   angebracW 
int,  da«  innere  Volum  dieser  letzteren  einschließlich  des  Teils 
der  R/dire  bis  an  den  untersten  Teilstrich  gemessen. 
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Nachdem  der  Apparat  mit  der  zu  untersuchenden  Flüssig- 
keit gefüllt  ist,  kann  man  die  Zusammendrückbarkeit  der 
letzteren  dadurch  bestimmen,  daß  man  das  ganze  Gefäß  unter 
die  Glocke  einer  Luftpumpe  bringt  und  den  Stand  der  Spitze 
der  Flüssigkeitssäule  abliest,  wenn  die  Glocke  luftleer  gemacht 
Und  wenn  die  Luft  wieder  zugelassen  ist.  Natürlich  muß  da- 
für gesorgt  werden,  daß  sich  dabei  die  Temperatur  nicht 
ändert  Die  Beobachtungen  lehren,  daß  die  Verschiebungen 
der  Spitze  der  Flüssigkeitssäule  den  Änderungen  des  Druckes 
proportional  sind. 

Wir  wollen  annehmen,  die  Flüssigkeitssäule  reiche  bis  zum 
Teilstrich  a  beim  kleinsten  Druck  und  bis  zum  Teilstrich  b, 
nachdem  der  Druck  um  1  Atmosphäre  erhöht  worden  ist;  fx  sei 
der  Koeffizient  der  Zusammendrückbarkeit  der  Flüssigkeit, 
V  der  des  Glases,  aus  dem  das  Gefäß  besteht,  beide  Koeffi- 
zienten im  Sinne  von  §  256  und  für  1  Atmosphäre  als  Einheit 
des  Druckes  genommen.  Versteht  man  im  Falle,  daß  der 
Druck  den  kleinsten  Wert  hat,  welcher  bei  den  Versuchen  vor- 
kam, unter  v  das  Volum  zwischen  zwei  Teilstrichen  und  unter 
Nv  das  Volum  des  Gefäßes  bis  zum  Teilstrich  0,  so  war  beim 
kleinsten  Druck  das  Volum  der  Flüssigkeit  {N  +  a)  v.  Nach- 
her war  es  (N+  b)v{l  --  v)\  das  Gefäß  ist  nämlich  an  der 
Innenseite  und  an  der  Außenseite  demselben  Druck  unter- 
worfen (§  256).     Man  findet  nun 

{N+a)^{N+b){l-v)  a^b  ..         . 

^  = ^^  ^-^ =  ^  +  __  (1  ^  ^) . 

Da  {a^b)l{N  +  a)  ebenso  wie  v  eine  sehr  kleine  Größe  ist, 

kann  man  hierfür  schreiben 

a  —  b 

Wenn  man  die  Volumänderung  des  Gefäßes  nicht  berück- 
sichtigt hätte,  so  würde  man 

^  "  N  +  a 
gefunden  haben.     Man  kann  dies  den  Koeffizienten  der  sehein-- 
baren  Zusammendrückbarkeit  nennen;  man  muß  diesen  also  um  v 
vermehren,  um  den  wahren  Koeffizienten  zu  bekommen. 

Die  Größe  v  kann  aus  Versuchen  über  die  Formver- 
änderangen  eines  Glasstabes  abgeleitet  werden,  allerdings  nicht 
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mit  \/rtt\ji*T  <rfri;iiiiKl«'it,  denn  sogar  wenn  der  Glasstab  ans 
fliTMillii^n  OhiH-^rirte  wie  das  benutzte  Gefäß  besteht,  können 
d'M'li  t\\i\  Ki^«*nH('li:if't(Mi  (h^r  beiden  Gegenstände  wegen  der  ver- 
nrliMilriHM)  liciirbeitiuigen,  die  sie  erfahren  haben,  merklich 
V4  {'«cliiiMlnii  Nrin.  Ist  jedoch  ju  erheblich  größer  als  v,  so  ist 
niiM'  ^i-oi3r  (iciiiiiii^keit  in  der  Bestimmung  dieser  letzteren 
UrJiL^i*  iiirht    ni'itii;. 

^  *J<)s.  Ausdehnung  der  Flüssigkeiten  durch  die  Wärme. 
M  IM  wir  in  <*'  .'V;/  Uhrr  die  Andcrutig  des  Volums  der  festen  Körper 
t/ts,iift  hiiht'H,  ifiit  tfiit  einer  ein x igen  Ausnahme  atich  von  Flüssig- 
ketten,  so  dtiss  iiurh  für  diese  Körper  die  Gleichung  (8)  des 
^ntHtiiittMt  Pilram'apluMi  anwendbar  ist  Wird  fx)m  Ausdehnung^' 
kor''t\ienten  einer  Fiiissitfkeif  gesprorfien,  so  meint  man  immer  den 
\ II .'•  I .\  hen     [ttsdehnunt/skt »*7/» ; ienten . 

iMo  orwaluito  Aufnahme  findet  sich  beim  Wasser.     Nach 

diMu  in  c:$  1   und    t  liosagteu  ist  es  nicht  nötig,  hierauf  näher 

oiu  tt^ohru.    \\u'    luMUtM'kon    nur,    daß   behn    Wasser   von   einem 

i '.  V ; ,  :  •; f . '.  •> ; . ,      ;  te •; .':■'*   ' '; »j«»  »hiherf  Angabe^  leas  gemeint  ist,  nicht 

V\\\  k\w  Vusdoi.nuni:  einer  Flüssigkeit  beim  EIrwärmea 
b\\  ut\toisuohv  :\.  k.r.n  m^u  den  im  vorigen  Paragraphen 
IvNvhiio^x^'.'.on  Vyi\r.\i:  Iw.v.tjou.  Beolachtet  man  den  Stand 
.\oi  Kl;iw.<'KOit  iv.  ,:> '.  K.^hrx^  :»^i  £\kei  Temperaturen,  so  würde 
X.-  ivV  V.;sviv^V-:v.:r^  .ios  Glase«  abgesehen  werden 
V  ,-.  .•  N,'::.  ;'  v:sv",i  r^s^rxivr.üuai  den  Ausdehnungs- 
\,\'  .  ,'  '..'  .',•  y  .N<  ^"v.  :  'v..:^".-.  r\r  *?  g>erinde]ie  Wert 
Uo  ;*.  ,\^-  X  's  .  V  V.:>.-;>.- '.:*.\;>iv.vfri:rr::  ii  seh  d;is  Volum 
s*cn  ,'  .N,,  ...X  \\  V  ,  X.  :  i:Ar.irr:  Li:.  :<:  der  vtim 
\ ,  '^    .  .^  V   .  i;  '  ^•; r  '•■-  >■: '     •■  «^i   _.>f.S«i«m ,    indem 

*x^i..  «  .    ^  X     •    V .      .    .  •.     J*:;^  Srf^l  IT  ***w»ri5ei. 
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einem  Versuch  mit  Quecksilber  zu  benutzen.  Von  dieser  Flüssigkeit 
ist  nämlich  der  wahre  Aiisdehnungskoeffixient  bekannt  und  sobald 
man  auch  den  scheinbaren  Koeffizienten  gemessen  hat,  erhält 
man  durch  eine  Subtraktion  den  kubischen  Ausdehnungskoeffi- 
zienten des  Glases. 

Das  Verfahren,  welches  zuerst  von  Dulong  und  Petit 
angewandt  wurde,  um  den  wahren  Ausdehnungskoeffizienten 
des  Quecksilbers  zu  bestimmen,  beruht  auf  der  Veränderung, 
welche  die  Dichte  einer  Flüssigkeit  beim  Erwärmen  erleidet,  eine 
Veränderung  die  durch  die  Formel  (9)  von  §  264  bestimmt 
wird.  Die  Dichte  von  kaltem  und  warmem  Quecksilber  kann 
man  nämlich  dadurch  vergleichen,  daß  man  zwei  vertikale 
Röhren,  die  oben  offen  und  unten  durch  eine  enge  horizontale 
Röhre  verbunden  sind,  mit  Quecksilber  füllt,  die  eine  Röhre 
mit  schmelzendem  Eis  umhüllt  und  die  andere  auf  eine  be- 
kannte höhere  Temperatur  erwärmt.  Dann  mißt  man  die  Höhe 
der  Flüssigkeitssäulen  in  beiden  Röhren  (vgl.  §  205,  f). 

§  269.  Gewichtsthermometer.  Bei  den  beschriebenen  Ver- 
suchen ergibt  sich  die  scheinbare  Ausdehnung  der  Flüssigkeit 
aus  der  Verschiebung  eines  Flüssigkeitsfadens  über  den  Punkt 
hinaus,  bis  zu  dem  er  bei  der  niedrigsten  Temperatur  reicht. 
Das  Volum  dieser  vorausgeschobenen  Flüssigkeit  ist  bekannt, 
weil  man  im  voraus  das  Gewicht  einer  Quecksilbersäule  ermittelt 
hat,  die  eine  gevnsse  Anzahl  von  Skalenteilen  einnimmt.  Man 
hätte  nun  aber  ebensogut  die  Flüssigkeit,  die  über  einen  festen 
Punkt  hinausgeht,  direkt  wägen  können.  So  kommt  man  auf 
die  Idee  eines  Oewichtsthermometers,  Dies  besteht  aus  einem 
Glasgefäß,  welches  mit  einer  Röhre  versehen  ist,  die  in  eine 
feine  Spitze  ausgezogen  ist.  Um  zunächst  den  Ausdehnungs- 
koeffizienten des  Glases  zu  finden,  bestimmt  man  das  Gewicht  ^^ 
des  Quecksilbers,  welches  das  Gefäß  bei  0®  faßt,  und  das  Ge- 
wicht Pf  derselben  Flüssigkeit,  das  es  bei  der  Temperatur  t 
(z.  B.  100^)  enthält.  (Das  letztere  kann  durch  Wägen  des  Queck- 
silbers geschehen,  welches  beim  Erwärmen  von  0®  auf  t^  aus 
dem  Gefäß  ausfließt.)  Ist  d^  das  spezifische  Gewicht  des  Queck- 
silbers bei  0^  und  cc  der  Ausdehnungskoeffizient  des  Queck- 
silbers, 80  ist  das  Volum  des  Gefäßes  bei  den  beiden  Tem- 
peraturen 
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und  hieraus  kann  der  Ausdehnungskoeffizient  des  Glases  ge- 
funden werden.  Werden  dieselben  Versuche  mit  einem  anderen  llt: 
Gefäfi  wiederholt,  in  welchem  sich  außer  dem  Quecksilber  ein  Ik 
fester  Körper  befindet^  so  kann  man  aus  den  Ergebnissen  den  li* 
Ausdehnungskoeffizienten  dieses  letzteren  ableiten.  In 

Man  sieht  auch  leicht  ein^  daß  man  aus  der  Menge  Qaeck-    |i 
Silber,   die   das  Gefäß  bei   einer   gewissen  Temperatur  fassen 
kann,   diese  letztere  berechnen  kann.    Daher  der  Name  „6e- 
wichtsthermometer". 

§  270.     Folgen  der  Veränderung  der  Dichte,    a)  Man  muß 

auf  diese  Veränderung  in  allen  Fällen  achten,  in  denen  man  einen 

Druck  durch  die  Höhe  einer  Flüssigkeitssäule  messen  will.     Da  die 

Dichte  von  warmem  Quecksilber  kleiner  ist  als  die  von  kaltem 

Quecksilber,  so  ist  z.  B.  die  Höhe  der  Quecksilbersäule  in  zwei 

Barometern,  in  denen  die  Flüssigkeit  yerschiedene  Temperatur 

hat,  ungleich.    Aus  dem  früher  Gesagten  folgt,  daß,  wenn  die 

betreffenden  Temperaturen  0^  und  t^  und  die  Höhen  h^  und  \ 

sind,  die  Beziehung 

h  ^ 

^0  -^  l+at 

besteht.  Mit  Hilfe  dieser  Formel,  in  welcher  cc  der  Aus- 
dehnungskoeffizient des  Quecksilbers  ist,  kann  man  jeden  bei 
i^  beobachteten  Barometerstand  „auf  0^  reduzieren'%  d.  h.  be- 
rechnen, wie  hoch  das  Quecksilber  bei  demselben  Luftdruck 
stehen  würde,  wenn  es  eine  Temperatur  von  0^  hätte. 

b)  Au^ch  bei  jeder  genauen  Bestimmung  des  spezifischen  Oe* 
wichtes  oder  der  Dichte  eines  Stoffes  muß  man  den  Einfluß  der 
Temperatur  berücksichtigen.  Wenn  z.  B.  ein  Stück  Kupfer  in  der 
Luft  p  Gramm  und  unter  Wasser  q  Gramm  wiegt  und  wenn 
die  Temperatur  bei  der  letzteren  Wägung  t^  ist,  so  hat  bei 
dieser  Temperatur  das  Kupfer  dasselbe  Volum  wie  eine  Menge 
Wasser  von  p  —  q  Gramm  (vom  Gewichtsverlust  in  der  Luft 
wollen  wir  hier  absehen),  ein  Volum,  welches  man  mit  Hilfe  einer 
Tabelle  (am  Ende  des  Buches)  ermitteln  kann.  Wir  können 
also  auch  finden,  wieviel  Gramm  ein  Kubikzentimeter  Kupfer 
bei  t^  wiegt;  wollen  wir  hieraus  das  Gewicht  eines  Kubik- 
zentimeters bei  0®  ableiten,  so  müssen  wir  den  Ausdehnungs- 
koeffizienten des  Kupfers  kennen  und  die  Gleichung  (9)  von 
§  264  anwenden. 
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§  271.  Habere  Betrachtung  der  Ansdehnnng  von  festen 
Körpern  und  Flüssigkeiten.  Vergieichnng  verschiedener  Thermo- 
meter. Wenn  man  (§  219)  die  Temperaturen  mit  einem  Luft- 
thermometer mißt  und  dann  die  Ausdehnung  von  festen  Körpern 
Und  Flüssigkeiten  einer  genauen  Untersuchung  unterwirft,  so 
zeigt  sich,  daß  für  keinen  dieser  Körper  das  in  §§  264  und 
268  Gesagte  vollkommen  richtig  ist;  die  Ausdehnungen  für  auf- 
einanderfolgende gleiche  Temperaturerhöhungen  sind  etwas  von- 
einander verschieden.  In  den  meisten  Fällen  kann  man  von 
diesen  kleinen  Abweichungen  absehen,  aber  wenn  es  auf  große 
Genauigkeit  ankommt,  ist  eine  Formel  von  der  Form 

v,^v,{l+at) (1) 

nicht  mehr  zu  gebrauchen.  Man  kann  aber  (vgl  §  4)  die 
Volumvermehrung  eines  jeden  festen  oder  flüssigen  Körpers 
durch  eine  empirische  Formel  von  der  Gestalt 

v,==v^{l+at  +  ßt^  +  at^)       ....     (2) 

ausdrücken.  Während  also  die  Oase  bei  ihrer  Ausdehnung  alle 
nahezu  dasselbe  Gesetz  befolgen,  nämlich  in  dem  Sinne,  daß  bei  der- 
selben Temperaturerhöhung  sich  das  Volum  bei  allen  in  demselben 
Verhältnis  ändert,  hält  die  Ausdehnung  einer  Flüssigkeit  oder  eines 
festen  Körpers  nicht  gleichen  Schritt  mit  der  Ausdehnung  eines 
Gases. 

Eine  Folge  hiervon  ist  eine  merkwürdige  Erscheinung, 
welche  man  beobachtet,  wenn  man  ein  gewöhnliches  Queck- 
silberthermometer mit  einem  Luftthermometer,  z.  B.  dem  in 
§  218  erwähnten,  vergleicht.  Da  von  beiden  die  festen  Punkte 
in  der  bekannten  Weise  bestimmt  worden  sind,  zeigen  sie 
natürlich  sowohl  in  schmelzendem  Eis  als  auch  in  Dampf  von 
siedendem  Wasser  dieselbe  Anzahl  von  Graden  an.  Bei 
zwischenliegenden  Temperaturen  ist  dies  jedoch  nicht  der  Fall 
Um  dies  einzusehen,  wollen  wir  für  einen  Augenblick  die 
Ausdehnung  des  Glases  außer  Betracht  lassen.  Wenn  nun 
das  Luftthermometer  bei  einer  gewissen  Temperatur  50^  an- 
zeigt, d.  h.  wenn  die  Luft,  von  0^  an  gerechnet,  gerade  die 
Hälfte  der  gesamten  Ausdehnung,  die  sie  bis  zu  100^  erleidet, 
vollendet  hat,  so  hat  das  Quecksilber  noch  nicht  die  Hälfte 
seiner  gesamten  Volumvermehrung  vollendet  und  steht  also 
noch  nicht  auf  50^. 
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In  einem  (^uecksilberthermometer  hat  man  es  eig 
mit  der  scfieinharm  Ausdehnung  des  Quecksilbers  in  Glas  za 
tun.  Hierdurch  wird  die  Beantwortung  der  Frage,  wie  hoch  ein 
solches  Thermometer  stehen  wird,  wenn  das  Luftthermometer 
50®  zeigt,  noch  etwas  verwickelter.  Es  zeigen  sogar  zwei  Ousch- 
stlberUierniofneter  y  die  aus  versctiiedenen  Olassorten  bestehen^  fM 
detiselhen  Gang,  da  die  Glassorten  hei  der  Ausdehnung  niehi  das- 
selbe  Gesetz  befolgen.  Der  Unterschied  in  den  Angaben  eines 
Luftthermometers  und  eines  Quecksilberthermometers  kann 
zwischen  0^  und  100®  ein  bis  zwei  Zehntel  eines  Grades  be- 
tragen; über  100®  werden  die  Abweichungen  noch  größer. 

In  vielen  Fallen  kann  man  von  den  ungleichen  Angaben  ver- 
schiedener Thermometer  absehen.  Bei  genauen  Untersuchungen 
werden,  wie  bereits  gesagt  wurde  (§  219),  die  Temperaturen  in 
Graden  des  Luftthermometers  ausgedrückt.  Dann  haben  für 
jeden  festen  oder  flüssigen  Körper  die  Koeffizienten  ß  und  y 
in  rler  Forrri^il  ^2,  bestimmte  Werte.  Diese  Werte  würden  ganz 
arid^'T«  w^jrdfjn,  wenn  man  t  in  Graden  eines  Quecksilberthermo- 
UM'XfTH  au. sd rückte. 

§  272.  Verdampfung  von  Elüssigkeiten.  TiffaximuTn  der 
Spannkraft  eines  Dampfes.  Wir  sahen  bereits  in  §  236,  wie 
eine  Flüssigkeit  in  einem  Raum,  den  sie  nicht  ganz  ausfüllen 
kann,  ganz  oder  teilweise  in  Dampf  übergeht,  und  wie  bei  ge- 
gebener Temperatur  der  Dampf  eine  bestimmte  Spannung  und 
auch  eine  bestimmte  Dichte  haben  muB,  um  mit  der  Flüssig- 
keit im  Gleichgewicht  zu  sein;  wir  machten  uns  femer  eine 
Vorstellung  von  der  Art  und  Weise,  wie  dies  Gleichgewicht 
zustande  kommt. 

Den  „Gleichgewichtsdruck*'  p  nannten  wir  den  Druck  des 

gesättigten  Dampfes.     Man  nennt  ihn  auch   oft  das  Maximum 

der  Spannung,   wozu  man  in    der  folgenden  Weise  gekommen 

ist     Wenn  man  eine  gewisse  Menge  Dampf,  die  anfangs  einen 

kleinen  Druck  ausübt,  bei  der  gewählten  konstanten  Temperatur 

zusammendrückt,  so  verdichtet  sich  der  Dampf  von  selbst  zu 

einer  Flüssigkeit,  sobald  der  Druck  einen  gewissen  Betrag  p' 

erreicht  hat-     Wie  groß  dieser  ist,  hängt  von  Umständen  ab, 

auf    die   wir    später   noch   zurückkommen;   in  jedem  Fall  ist 

jedoch  p'  nur  wenig  vom  Gleichgewichtsdruck  p  verschieden, 

so   daß  mau    annäherungsweise  sagen  kann,   daß  der  letztere 
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der   größte   Druck   ist,    den    der   Dampf   bei    der   gewählten 
Temperatur  ausüben  kann. 

In  demselben  Sinne,  in  welchem  man  von  dem  Maximum 
der  Spannkraft  spricht,  kann  man  auch  sagen,  daß  der  ge- 
sättigte Dampf  ein  Maximum  der  Dichte  hat. 

Um  die  Verdampfung  zu  beobachten  und  die  Spannkraft 
des  gesättigten  Dampfes  bei  nicht  zu  hohen  Temperaturen  zu 
messen,  kann  man  die  Flüssigkeit  über  das  Quecksilber  eines 
Barometers  emporsteigen  lassen ;  der  Dampf  ist  gesättigt,  sobald 
noch  etwas  unverdampfte  Flüssigkeit  übrigbleibt  Die  Spann- 
kraft des  Dampfes  leitet  man  aus  der  Höhe  ab,  um  welche 
das  Quecksilber  herabgedrückt  wird.  Wenn  man  nun  die  ganze 
Barometerröhre  mit  einem  Erwärmungsmantel  umgibt,  so  be- 
obachtet man,  daß  die  Spannkraß  des  gesättigten  Dampfes  schnell 
mit  der  Temperatur  zunimmt,  und  wenn  man  auf  die  MeDge  der 
Flüssigkeit  achtet,  die  man  in  die  Röhre  bringen  muß,  um 
einen  bestimmten  Raum  „mit  Dampf  zu  sättigen",  so  zeigt  es 
sich,  daß  dies  auch  mit  der  Dichte  des  gesättigten  Dampfes  der 
Fall  ist.  Ein  bestimmter  Raum  kann  u/m  so  mshr  Dampf  ent- 
halten, je  höher  die  Temperatur  ist. 

Natürlich  kann  man  mit  der  Barometerröhre  nicht  weiter 
gehen  als  bis  zu  derjenigen  Temperatur,  bei  welcher  das 
Maximum  der  Spannkraft  gleich  dem  Atmosphärendruck  ist. 
Um  bei  höheren  Temperaturen  zu  arbeiten,  muß  man  sich 
anderer  Hilfsmittel  bedienen. 

Von  dem  Einfluß  der  Temperatur  kann  man  sich  leicht 
Rechenschaft  geben.  Ist  zuerst  die  Flüssigkeit  mit  dem  Dampf 
im  Gleichgewicht  und  erhöht  man  dann  die  Temperatur,  so 
werden  mehr  Moleküle  eine  so  große  Geschwindigkeit  be- 
kommen, daß  sie  aus  der  Flüssigkeit  fortfliegen  können.  Erst 
nachdem  der  Dampf  eine  größere  Dichte  bekommen  hat,  wird 
von  neuem  Gleichgewicht  bestehen. 

Man  hat  auch  die  Verdampfung  in  einem  Raum  unter- 
sucht,* der  bereits  Luft  oder  ein  anderes  Gas  enthält,  und  ge- 
funden, daß  in  einem  solchen  Raum  der  Dampf  schließlich  dieselbe 
Dichte  bekommt  une  in  einem,  anfangs  leeren  Raum,  Da  nun  ein 
Gemenge  zweier  Gase  einen  Druck  ausübt  gleich  der  Summe 
der  Drucke,  die  jeder  der  Bestandteile  in  demselben  Volum 
und  bei  derselben  Temperatur  ausüben  würde,  wirkt  im  Gleich- 
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^ewichtszustaiid  auf  die  Wände  außer  dem  Druck,  den  das 
Gas  ursprünglich  ausübte,  die  Spannkraft  des  gesättigten 
Dam])fes.  Der  einzige  Einfluß  des  Gases  auf  die  VerdampfoDg 
besteht  darin,  daß  es  bewirkt,  daß  diese  langsamer  staüfindä.  Die 
aus  der  Flüssigkeit  kommenden  Moleküle  können  nicht  mehr 
ungestört  auf  große  Entfernungen  fortfliegen,  sondern  stoßen 
alsbald  mit  Gasteilchen  zusammen;  die  Schicht  unmittelbar 
über  der  Flüssigkeit  wird  zwar  schnell  mit  dem  Dampf  ge- 
sättigt, aber  die  weitere  Verbreitung  dieses  letzteren  muß  durch 
eine  langsame  Diffusion  stattfinden. 

Aus  den  mit^^eteilten  Betrachtungen  kann  man  ableiten, 
daß  das  Maximum  der  Spannkraft  über  einer  tvässerigen  Salxlösung 
kleiner  ist  als  über  reinem  Wasser,  Die  Salzteilchen  ziehen 
nämlich  die  Wasscrmoleküle  an  und  wirken  daher  der  Dampf- 
bildung entgegen^  während  sie  das  Zurückhalten  Ton  Molekülen, 
die  wieder  in  die  Flüssigkeit  kommen,  befördern.  Wir  werden 
auf  diesen  (Tegenstand  noch  zurückkommen. 

Auch  gewisse  feste  Körper  können  unzersetzt  verdampfen 
oder,  indem  sie  dissoziiert  werden,  einen  gasförmigen  Bestand- 
teil a})gel)(^n.  Über  Eis  oder  über  einem  kristallwasserhaltigen 
Salz  hat  der  Wasserdampf  ein  bestimmtes  Maximum  der  Spann- 
kraft, und  dasselbe  ist  der  Fall  mit  der  Kohlensäure,  die  bei 
hoher  Temj)eratur  aus  Kulziumkarbonat  entweicht. 

§  273.  Sieden.  Lki  dieser  Erscheinimg  entwickeln  sich,  wie 
man  weiß,  Dampf  blauen  im  Innern  der  Flüssigkeit  oder  an  dm 
Wänden  des  Gefäßes\  diese  Blasen  steigen,  ivährend  sie  größer 
werden,  an  die  Ober/ltiche  empo-r.  Das  Entstehen  eines  kleinen 
Dampf bläschcns  hängt  vom  Zusammentreffen  günstiger  Um- 
stände ab,  aber  es  ist  klar,  daß  ein  solches  Bläschen  nur  dann 
bestehen  und  größer  werden  kann,  wenn  der  Dampf  einen 
Druck  ausüben  kann,  welcher  gleich  demjenigen  ist,  der  in 
der  umgebunden  Flüssigkeit  herrscht.  Wäre  dies  nicht  der 
Fall,  so  würde  das  Dampf bläschen  durch  die  Flüssigkeit 
zusammengodrüt^kt  werden  und  wieder  verschwunden  sein,  noch 
ehe  es  sichtbar  geworden  wäre. 

Wenn  von  dem  Druck,  den  die  Flüssigkeit  durch  ihr  Ge- 
wicht ausübt,  abgesehen  werden  kann,  also  in  einer  nicht  zu 
tiefen  Masse,  können  einynal  gebildete  Dampf  blasen  bei  derjenigen 
Temperatur  bestehen  bleiben,  bei  welcher  das  Maximum  der  Spamh 
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kraft  des  Dampfes  gleich  dem  äußeren  Druck  ist,  der  durch  ein 
Oas  oder  bereits  anwesenden  Dampf  auf  die  Flüssigkeit  ausgeübt 
füird.  Diese  Temperatur  wird  der  Siedepunkt  der  Flüssigkeit 
genannt.  In  Wirklichkeit  muß  oft  aus  einer  später  zu  be- 
sprechenden Ursache  etwas  weiter  erhitzt  werden,  ehe  das 
Sieden  anfängt.  Ein  in  den  entweichenden  Dampf  eingetauchtes 
Thermometer  zeigt  aber  eine  dem  wahren  Siedepunkt  ent- 
sprechende Temperatur  an.  Das  Gefäß  eines  solchen  Thermo- 
meters wird  nämlich  mit  einer  dünnen  Flüssigkeitsschicht  be- 
deckt und  bekommt  die  Temperatur,  bei  welcher  diese  Flüssig- 
keit im  Gleichgewicht  mit  Dampf  von  dem  Druck  ist,  der  in 
dem  umgebenden  Raum  herrscht 

Aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  Gesagten  kann  man 
schließen,  daß  der  Siedepunkt  einer  Salzlösung  höher  ist  als  der 
des  reinen  Wassers, 

§  274.  Verdampfongs  wärme.  Bei  jeder  Verdampfung  einer 
Flüssigkeit  verschwindet  eine  gewisse  Menge  Wärme;  im  be- 
sonderen uH)llen  unr  unter  „Verdampfungswärme^^  die  Wärme- 
menge verstehen,  die  wir  einem  Gramm  Flüssigkeit  zuführen  müssen, 
um  diese  in  gesättigten  Dampf  von  derselben  Temperatur  zu  ver- 
wandeln. Man  bestimmt  diese  Größe  dadurch,  daß  man  die 
Wärme  mißt,  welche  umgekehrt  entwickelt  wird,  wenn  der 
gesättigte  Dampf  zu  Flüssigkeit  verdichtet  wird. 

Die  Verdampfungswärme  dient  zum  Teil  dazu,  wm  die  innere 
Energie  des  Stoffes  zu  erhöhen;  in  der  Tat  ist  im  Dampf  die 
potentielle  Energie,  welche  die  Moleküle  in  bezug  aufeinander 
haben,  größer  als  in  der  Flüssigkeit  und  hat  vielleicht  auch 
die  kinetische  Energie  nicht  denselben  Wert. 

Aber  außerdem  findet  beim  Übergang  in  Dampf  eine  be- 
deutende Volum  Vermehrung  statt;  die  Verdampfung  ist  also 
nur  möglich,  wenn  ein  Kolben,  unter  dem  sich  die  Flüssigkeit 
befindet,  oder  eine  Gas-  oder  Dampfmasse,  die  auf  sie  drückt, 
verschoben  wird.  Bei  dieser  Verschiebung  verrichtet  der  Dam'pf  eine 
gewisse  äußere  Arbeit  und  au^ch  hierfür  muß  eine  geunsse  Menge 
Wärme  verbraucht  werden^  die  in  der  gesamiten  Verdampfungswärme 
einbegriffen  ist. 

Um  die  betreffende  äußere  Arbeit  zu  berechnen,  muß  man 
den   Druck   des   Dampfes   in   Dyn  pro  qcm   mit  der  Volum- 
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yermehrung  in  cbcm  multiplizieren;  das  Volum  pro  Gramm  ist 
f&r  eine  Anzahl  von  Dämpfen  bekannt,  da  man  ein  bestimmtes 
Volum  des  gesättigten  Dampfes  direkt  gewogen  hat 

Betrachten  wir  als  Beispiel  1  g  Wasser  von  100®.  Das 
Volum  des  gesättigten  Dampfes  ist  bei  dieser  Temperator 
1640  cbcm,  das  der  Flüssigkeit  etwas  mehr  als  1  cbcm,  und 
der  Druck  des  Dampfes  1  Atm.  oder  1,014  x  10"  Dyn  pro  qcm. 
Die  äußere  Arbeit  beträgt  daher  1660  X  10®  Erg,  entsprechend 
40  Kalorien.  Die  gesamte  Verdampfungswärme  beträgt  537 
Kalorien;  daher  haben  497  Wärmeeinheiten  dazu  gedient»  nm 
die  innere  Energie  zu  yergrößem. 

Bei  121^  ist  die  Spannkraft  des  gesättigten  Dampfes  154  cm 
Quecksilber  oder  2,05  X  10®  Dyn  pro  qcm,  etwas  mehr  als 
zwei  Atmosphären.  Das  Volum  von  1  g  Wasser  ist  dann 
noch  immer  wenig  mehr  als  1  cbcm,  das  eines  Grammes  ge- 
sättigten Dampfes  beträgt  830  cbcm,  die  Verdampfungswärae 
522  Kalorien.  Man  findet  für  den  Unterschied  zwischen  der 
inneren  Energie  eines  Grammes  Wasser  und  eines  Grammes 
gesättigten  Dampfes  bei  dieser  Temperatur  481  Kalorien;  er 
ist  etwas  kleiner  als  bei  100®. 

Auf  die  Analogie,  hinsichtlich  der  äußeren  Arbeit,  zwischen 
den  jetzt  und  den  in  §§  230  und  231  besprochenen  Erschei- 
nungen braucht  wohl  nicht  besonders  hingewiesen  zu  werden. 
Auch  über  den  Mechanismus,  durch  den  bei  der  Verdampfung 
Wärme  verschwindet,  können  wir  uns  kurz  fassen.  Man  muß 
sich  vorstellen,  daß  es  die  Moleküle  mit  den  größten  Ge- 
schwindigkeiten sind,  die  eine  Flüssigkeit  beim  Verdampfen 
verliert;  wird  keine  Wärme  zugeführt,  so  muß  sie  sich  hierdurch 
notwendigerweise  abkühlen.  Was  den  gebildeten  Dampf  betriflft, 
so  werden  die  Teilchen  in  diesem  nicht  mehr  die  große  kinetische 
Energie  haben,  die  sie  vorher  in  der  Flüssigkeit  hatten;  sie  sind 
nämlich  beim  Verlassen  derselben,  wie  wir  sehen  werden,  an- 
ziehenden Kräften  ausgesetzt  gewesen,  welche  die  Geschwindig 
keit  verkleinert  haben.  Außerdem  werden,  wenn  der  Dampf 
einen  Kolben  fortbewegt,  die  gegen  denselben  stoßenden  Teilchen 
mit  kleineren  Geschwindigkeiten  zurückkehren,  und  an  diesem 
Verlust  an  kinetischer  Energie  wird  auch  die  Flüssigkeit  teil- 
nehmen, da  diese  in  fortwährender  Wechselwirkung  mit  dem 
Dampf  steht. 


I 
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Die  Abkühlung  bei  der  Yerdampfang  einer  Flüssigkeit 
ohne  Wärmezufuhr  findet  bekanntlich  'manchmal  Anwendung. 

Bei  der  Verdichtung  von  Dampf  x/u  Flüssigkeit  wird  ebenso- 
viel Wärme  entvnckeU  als  heim  umgekehrten  Übergang  verbraucht  vnrd. 

Es  verdient  beachtet  zu  werden,  daß,  da  ein  Gramm 
Wasser,  wenn  es  bei  der  konstanten  Temperatur  von  100^  in 
Dampf  übergeht  und  dabei  einen  Kolben  langsam  fortbewegt, 
eine  Arbeit  von  1660  X  10®  Erg  (40  cal.)  verrichtet,  die  „freie 
Energie"  um  diesen  Betrag  abnehmen  muß  (vgl.  §  246).  Während 
also  die  „innere  Energie"  des  Dampfes  größer  ist  als  die  der 
Flüssigkeit,  gilt  das  Umgekehrte  von  der  freien  Energie. 

§  275.  Hutzeffekt  einer  Dampfinaschine.  Wenn  man  bei 
der  durch  Fig.  212  (§  241)  dargestellten  Dampfmaschine  die 
Spannkräfte  (in  Dyn  pro  qcm)  im  Kessel  und  im  Kondensator 
mit  py^  und  p^  bezeichnet  und  das  vom  Kolben  durchlaufene 
Volum  V  ccm  beträgt,  so  ist  die  Arbeit  bei  einem  Kolben- 
schlag (|?j  — /?2)  V  Erg.  Die  Wärmemenge,  welche  dem  Dampf- 
kessel mitgeteilt  werden  muß,  ist  aber  viel  größer,  als  dieser 
Arbeit  entspricht.  Diese  Menge  ist  sogar  größer  als  p^v I E 
{E  das  mechanische  Äquivalent  der  Wärmeeinheit),  denn  außer 
dieser  Anzahl  von  Kalorien  müssen  wir  noch  Wärme  zuführen, 
um  die  innere  Energie  zu  liefern,  die  der  Dampf  mehr  hat 
als  die  Flüssigkeit  Bei  der  Verdichtung  des  Dampfes  im 
Kondensator  kommt  nun  die  zuletzt  genannte  Wärmemenge 
wieder  vollständig  zum  Vorschein  und  außerdem  noch  die 
Menge  p^v/E,  welche  der  Geschwindigkeitsvermehrung  der 
Moleküle  beim  Anprallen  gegen  den  nach  unten  gehenden  Kolben 
entspricht 

Sind  die  absoluten  Temperaturen  7^=273  +  144  =  417®, 
T^=  273  +  20  =  293^  so  ist  ^^=  4,05  X  10«  (4  Atm.),  p^=^ 
2,4  X  10*.  Um  ein  Gramm  Wasser  aus  dem  Kondensator  auf 
die  Temperatur  des  Dampfkessels  zu  erhitzen  und  es  dann  in 
Dampf  zu  verwandeln,  sind,  da  die  Verdampfungswärme  unter 
den  angenommenen  umständen  505  cal.  beträgt,  629  cal.  er- 
forderlich. Das  Volum  von  1  g  gesättigtem  Wasserdampf,  im 
Dampfkessel  [gebildet,  ist  440  ccm.  Hieraus  folgt,  daß  die 
verrichtete  Arbeit  pro  Gramm  Dampf 

(405  -  2)  X  10*  X  440  =  18  X  lO^Erg 

Lorentz,  Lehrbuch  der  Physik.    I.  28 


ii»rri«!L  wicio»  iubi  uuisiesl  «im.  iad  ümr  7'  ,  ierri^eföhrten 

I«3*  5ar3e&ES  -smsr  ^LEkiinmffiL  TmösnciflirsL  ki^onsdies 
Mj»!nmH^  Gjs  rT:s!iifflL  xisl  iiubl  m^wfftTmrmjm»??  T^cxpentmei 
^:zäx  vir-ie  T  -  T.  T  =  -tl*  —  iJHF»  4:1Z  =  I2-fc  417,  also 
u^siLiir  K  '  ,  iigrrngffi.  Kkl  ±iififc  liHriüjrdL  Jen  Satz  be- 
ffäSTtn  öid  £i»r  yTCz^^rfer:  irmuffr  ctfnTtrr  iscL  lu»  er  bei  ein» 
Tr-fr-TTTi-n*»»!  i3i^*iiirniz*a  TfmThnTft  «hol  -i^pa»;.  Es  Terdient  J 
;-!0;4!2.  TjgmtJRHr:  la  -vsrsei.  lad  n&  ILmashuL,  six'  wdche  sidi 
Fat  2I:i  iianari^  ämj  iedr  fcäieeacs^  sen.  '«ricäe.  In  Wirklich- 
k^si;  kszx  nda  -Hntfn  -ra^  EriiiasL  STSaasSaki  erradieiL 

4er  TtMTftswiSxz.  «^-hul  <rt?^  zl  -sbiiaiL  Z7*jizL*igr  miter  eiDem 
Kolr^ai  riai»  FLi.ä&£32Ci  :»2rzjfift  ri*  xeil  Tsl  in  Dmmpf  über- 
^£u:£c^  EK.  »:  cii  33.  >jSf-äi£w^:i:ssrx$5akZLd  besteht,  so 
kaz^  lE^A  -ijrses  STsiäiL  siztsi  Cir2:«5«<cC!Qi  KreisprozeB 
^1  24.S;  ittr:rL3Li*:bai  jfcäsea  xni  i:-*  F:r!EicI  l  toh  §  249  an- 
wei:ie:i-  In^i-rsi  nar  3.11:  Äzzaiji.  tiiuä  äe  Tempermtoien  T^ 
und  Tj  UT-enüch  ▼^ni^  t  :  i..fizÄZ?ifr  xö^ciiiedeii  änd,  ist  man 
zn  eLLcEi  TicLt2»5tL  San  ÄJekonzi-rE-  I^  s^jELÜcb.  T  die  absolute  J 
Temperatsr,  p  die  I^acLy^^riiiii^  weiche  Größe,  wie  wir  be- 
reits wissen,  eine  ¥zzjs:dozL  ti-c  T  is*.  «/  «  F  d&s  Verhältnis 
zwischen  gieichzeiögen  imendlizh.  kleinen  Zanahmen  der  beiden 
Größen,  v^  das  Volum  der  Masseneiiiei:  Flüssigkeit,  r,  das  der 
Masseneinheit  Dämpf,  r  die  Verdamptangswärme,  endlich  i^das 
mechanische  WärmeäqniTalenL  dann  ist: 

4^  =  ^^^^- (3) 

a  T        J  t.  —  ti 

Diese  Beziehung  ist  durch  zahlreiche  Messungen  bestätigt 
worden.  Betrachten  wir  z.  B.  Wasser  von  100®.  Dann  ist 
v^=  1642  ccm,  1^=  1  ccm  and  7=  373.  Um  dp I dT  aus 
den  Beobachtungen  zn  finden,  bemerken  wir,  daß  bei  lOÖ 
p  =  1,0139  X  10«  und  bei  101  ^p  =  1,0507  x  10«  ist  Könnte  man 
annehmen,  daß  über  ein  Intervall  von  einigen  Graden  die  Zu- 
nahmen des  Dmckes  den  Temperaturerhöhungen  proportional 
sind,  80  würde  c?p/rfr=  ;i,0507  -  1,0139)  x  10«=  36800  sein. 
Zieht  man  aber  den  Druck  bei  99^  von  dem  bei  100®  ab,  so 
erhält  man  35800,  so  daß  obige  Annahme  nicht  ganz  richtig 
ist.     Der  wirkliche  Wert  von  dpjdT  bei  100®  ist  36300. 
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Substitaiert  man  dies  nebst  den  anderen  angegebenen 
Zahlen  in  der  Formel,  und  setzt  man  r=537,  so  findet  man 
E  =  415  X  10^  Dies  Resultat  ist  eine  merkwürdige  Bestätigung 
der  Gleichung  (1)  von  §  249.  DaB  es  von  dem  früher  für  E 
gegebenen  Wert  etwas  abweicht,  kann  Beobachtungsfehlem 
zugeschrieben  werden. 

Ein  Kreisprozeß,  der  aus  zwei  unendlich  kleinen  isothermischen 
uod  zwei  ebenfalls  unendlich  kleinen  adiabatischen  Veränderungen  be- 
steht, und  bei  dem  wir  annehmen,  daß 
stets  sowohl  Flüssigkeit  als  Dampf  an- 
wesend bleibt,  kann  in  derselben  Weise 
wie  der  Kreisprozeß  eines  Gases  graphisch 
iargestellt  werden.  Man  bekommt  dann 
^g.  224,  die  hinsichtlich  der  Buchstaben- 
>ezeichnung  mit  Fig.  215  (S.  381)  überein- 
stimmt. Die  Linien  Ä  B  und  C  D  sind  hier 
gerade  und  horizontal,  da  bei  einer  Aus-  0 
lehnung  oder  Zusammendrückung  bei  kon-  Fig.  224. 

)tanter  Temperatur  der   Druck  sich    nicht 

indert.  Die  adiabatische  Linie  B  ö  läuft  auch  jetzt  nach  unten,  denn 
wenn  das  Volum  vergrößert  wird,  ohne  daß  von  außen  Wärme  zugeführt 
wird,  so  wird  die  Temperatur  sinken  und  also«  der  Druck  abnehmen. 
Obgleich  die  Linie  krumm  ist,  können  wir  den  unendlich  kleinen  Teil 
derselben,  den  wir  nötig  haben,  als  gerade  betrachten.  Dasselbe  gilt 
von  der  Linie  Ä  D. 

Die  äußere  Arbeit  wird  durch  den  Inhalt  des  Vierecks  AB  OD 
dargestellt,  welches  als  ein  Parallelogramm  aufgefaßt  werden  kann,  also 
iurch  das  Produkt  von  Ä  B  und  B  E,  wenn  wir  B  E  senkrecht  auf  0  V 
sieben. 

Nun  ist  AB  die  Volumvermehrung  bei  der  isothermischen  Aus- 
iehnung,  die  wir,  da  sie  unendlich  klein  ist,  d  v  nennen  wollen,  und  B  E 
st  der  Unterschied  der  Werte,  die  der  Druck  p  bei  den  Temperaturen 
7\  und  Tj  hat.  Diese  sind  unendlich  ,wenig  voneinander  verschieden; 
wir  wollen  ihre  Differenz  mit  d  T  bezeichnen  und  unter  dp  die  derselben 
entsprechende  Veränderung  des  Druckes  verstehen.    Die  Arbeit  wird  dann 

W  =  dpdv . 

Ist  also  E  das  mechanische  Wärmeäquivalent,  so  ist  die  in  mechanische 
Energie  umgesetzte  Wärmemenge 

dpdv 

'E~~ (^^ 

Anderseits  könnea  wir  einen  Ausdruck  für  Qi  aufstellen.  Zu 
diesem  Zwecke  berechnen  wir,  wieviel  Wasser  bei  der  durch  Ä  B  dar- 
gestellten Ausdehnung  verdampft.  Wenn  1  g  gesättigter  Wasserdampf 
bei  der  dann  bestehenden  Temperatur  das  Volum  Vi  und  1  g  Wasser 
das  Volum  v^  einnimmt,   so  würde,    wenn  1  g  Wasser  verdampft,   das 

28* 


486  Achtes  KapiteL  [§  27' 

Yolnm  um  v^—  v,  znnehmai.     Es  hat  aber  um  dv  zngenommen  und  ei 
sind  also  ^^ 

Grramm 

Vj  —  Vj 

Waaser  verdampft.     N^men  wir  nim  die  yerdampfangswärme  r,  ao  wirc 

ft=-^^ (5 

Das  Verhältnis  von  (4)  und  (5)  ist  der  Nutzeffekt.  Anderseits  kum 
man  diesen,  wenn  man  !Z\  —  I^  durch  d  T  und  T^  durch  T  ersetzt,  aus- 
drücken durch 

dT 

T 
Man  kommt  so  zu  der  oben  mitgeteilten  Beziehung  (3). 

§  277.  ZTHMurnnwnhrnng  zwiaehea  Sekmelzpimkt  und  Braet 

Wir  betrachten  jetzt  das  Gleichgewicht  zwischen  einem  festea 
Körper  und  der  Flüssigkeit^  die  aus  ihm  durch  Schmelzea 
entsteht,  und  nehmen  zunächst  an,  daß  sich  das  System  unter 
einem  gegebenen  Druck  beändet  Die  beiden  Phasen  könnea 
dann  nur  bei  einer  bestimmten  Temperatur  T,  die  man  dea 
Gefrierpunkt  oder  St^melxpunkt  nennte  nebeneinander  bestehen. 
Für  Wasser  und  Eis  ist  unter  dem  Druck  einer  Atmosphäre 
diese  „Grleichgewichtstemperatur*'  0^;  dies  ist  also  die  Temperar 
tur  Yon  schmelzendem  oder  feuchtem  Eis. 

Der  Schmelzpunkt  T  ist  also  eine  Funktion  des  Druckes  f, 
ähnlich  wie  die  Temperatur,  bei  welcher  Wasser  und  Dampf 
miteinander  im  Gleichgewicht  sein  können,  von  dem  Druck 
abhängt.  Ebenso  wie  man  nun  in  diesem  letzteren  Fall  sagen 
kann,  daß  umgekehrt  der  Druck  (Damp&pannung)  von  i& 
Temperatur  abhängt^  kann  man  auch  für  das  aus  dem  festen 
Körper  und  der  Flüssigkeit  bestehende  System  sagen^  daß  bei 
gegebener  Temperatur  das  Gleichgewicht  nur  bei  einem  gani 
bestimmten  Druck  bestehen  kann.  Das  Gleichgewicht  ist  also 
dem  zwischen  Wasser  und  Dampf  sehr  ähnlich,  und  diese 
Ähnlichkeit  geht  so  weit,  daß  für  die  Beziehung  zwischen  dem 
Druck  p  und  dem  Schmelzpunkt  T  (absolute  Temperatur)  eine 
Formel  gilt,    die  genau  mit  der  Gleichung  (3)   abereinstiiamt 

Diese  Formel  können  wir  in  der  Grestalt 


dT=    ^^--'  dp 


schreiben. 
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EUerin  ist  t;^  das  Volum  der  MasseDeinheit  des  festen 
boflfes,  Vg  das  Volum  der  Masseneinheit  der  Flüssigkeit  und  r 
ie  Schmelzwärme  (§  136). 

Nach  dieser  Gleichung  entspricht  jeder  Zunahme  des 
ruckes  {dp  positiv)  eine  Erhöhung  oder  Erniedrigung  des 
chmelzpunktes  (d  T  positiv  oder  negativ)  je  nachdem  v^  > 
ier  <  v^  ist.  Es  kommt  also  auf  die  Veränderung  des  Volums 
3im  Schmelzen  an. 

Viele  Stoffe  dehnen  sich  beim  Schmelzen  aus,  und  diese 
hmelzen  unter  erhöhtem  Druck  erst  hei  einer  höheren  Tempera^ 
r.  Wasser  dagegen  dehnt  sich  aus,  wenn  es  gefriert;  das 
>lum  nimmt  dann  ungefähr  um  9®/^  zu  (wobei,  wie  sich  bei 
älen  Erscheinungen  zeigt,  eine  große  Ej'aft  ausgeübt  werden 
nn).  Im  Zusammenhang  hiermit  steht  nun,  daß  der  Gefrier» 
nkt  von  Wasser  bei  Erhöhung  des  Druckes  erniedrigt  wird. 

Für  Wasser  und  Eis  ist  T=  273,  v^  =  1,09,  v^  =  1,00, 
=  79;  man  findet  also 

6?T=  -  7  X  10-» 6^;?. 
Nimmt  man  nun  an,  daß  die  Proportionalität  der  Gefrier- 
nktserniedrigung  mit  der  Druckvermehrung  auch  noch  gilt, 
inn  diese  letztere  eine  Atmosphäre,  d.  h.  eine  Million  Dyn  pro 
m  beträgt,  so  findet  man  für  die  Gefrierpunktserniedrigung 
i  einer  Druckerhöhung  von  1  Atmosphäre 

7  X  10-»  X  10^0  =  0,007  Grad. 

Dieses  Resultat  ist  durch  die  Beobachtung  in  befriedigen- 
r  Weise  bestätigt  worden. 

Wir  können  jetzt  auch  ohne  Mühe  einsehen,  daß  wirklich, 
3  bereits  erwähnt  wurde,  bei  dem  System  Wasser,  Eis  zu 
[er  Temperatur  (die  übrigens  nur  sehr  wenig  von  0®  ver- 
deden  sein  kann)  ein  bestimmter  Druck  gehört.  Es  läßt  sich 
B.  zeigen,  daß  der  Druck  in  einem  Gemisch  von  Eis  und 
isser,  das  wir  genau  auf  0®  halten,  von  selbst  gleich  einer 
mosphäre  wird,  wenn  man  das  System  sich  selbst  überläßt, 
'aasgesetzt,  daß  die  Umstände  nicht  so  beschaffen  sind,  daß 
iweder  sämtliches  Wasser  erstarrt  oder  sämtliches  Eis  schmilzt, 
nken  wir  uns  nämlich  das  Gemisch  in  ein  Gefäß  von  un- 
änderlichem  Volum  eingeschlossen,  das  es  zwar  vollständig 
'üllt,  aber  in  dem  es  einen  kleineren  Druck  als  eine  Atmo- 
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Sphäre  ausübt,  so  würde  die  Temperatur,  die  wir  auf  0®  ein- 
stellen, etwas  niedriger  sein  als  der  Gefrierpunkt,  der  dem 
wirklich  bestehenden  Druck  entspricht.  Es  würde  also  etwas 
Wasser  gefrieren  und,  da  sich  hierbei  der  Stoff  ausdehnt, 
wird  die  Flüssigkeit  zusammengedrückt  und  der  Druck  erhöht 
werden. 

In  derselben  Weise  wird  auch,  wenn  die  Temperatur  ein 
wenig  von  0^  verschieden  ist,  ein  solcher  Druck  entstehen, 
daß  die  Temperatur  wieder  der  Schmelzpunkt  unter  diesem 
Druck  ist. 

Aus  der  besonderen  Eigenschaft  des  Eises,  die  wir  hier 
kennen  lernten,  können  verschiedene  Erscheinungen  erklärt 
werden.  Wenn  man  z.  B.  einen  dünnen  Kupferdraht  um  ein 
Stück  Eis  von  0^  schlägt,  ähnlich  wie  ein  Seil  um  eine  Rolle, 
und  an  die  Enden  Gewichte  hängt,  so  schneidet  der  Draht 
durch  das  Eis  hindurch,  aber  über  dem  Draht  wird  neues  Eis 
gebildet,  so  daß  der  Block  zum  Schluß  ein  Ganzes  geblieben  ist 

Hiervon  kann  man  sich  in  folgender  Weise  Rechenschaft 
geben.  Wir  denken  uns  den  Draht  von  einer  äußerst  dünnen 
Wasserschicht  umgeben,  die  ihn  von  dem  Eise  trennt.  In 
jedem  Punkte  der  Fläche,  in  welcher  diese  Schicht  das  Eis  be- 
rührt, wird  nun  die  Temperatur  entstehen,  die  dem  vorhandenen 
Druck  entspricht;  da  dieser  letztere  an  der  Unterseite  des 
Drahtes  höher  ist  als  an  der  Oberseite,  so  wird  die  Temperatur 
unten  niedriger  sein  als  oben.  Es  findet  daher  durch  den 
Draht  eine  Wärmeleitung  von  oben  nach  unten  statt  und  dies 
hat  zur  Folge,  daß  fortwährend  an  der  Unterseite  Eis  schmilzt 
und  an  der  Oberseite  Wasser  gefriert,  wodurch  die  genannte 
Temperaturverteilung,  wenn  sie  einmal  entstanden  ist,  be- 
stehen bleibt. 

§  278.  ZuBammendrückung  von  Wasserdampf  bei  konstanter 
Temperatur.  Wir  kehren  jetzt  zu  den  Dämpfen  zurück  und 
wollen  die  Verdichtung  derselben  zu  Flüssigkeit  näher  be- 
trachten. Denken  wir  uns  ein  Gramm  Wasserdampf,  welches 
unter  einem  Kolben  in  einem  Zylinder  fortwährend  auf 
einer  Temperatur  von  100®  gehalten  wird.  Wir  heben  zu- 
erst den  Kolben  so  hoch,  daß  der  Dampf  einen  sehr  kleinen 
Druck  ausübt,  und  drücken  ihn  dann  nach  innen.  Anfangs 
hat  der  Dampf  aUe  Eigenschaften   eines   Gases    und  befolgt 
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ziemlich  genau  das  Boylesche  Gesetz;  bei  weiterer  Zusammen- 
drückuDg  beobachtet  man  jedoch  immer  größere  Abweichungen 
von  diesem  Gesetz. 

Man  kann  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Volum  und 
dem  Druck  durch  eine 
Kurve    A  B    (Fig.  225)  p 
darstellen,    wenn   man 
die  Werte  des  Volums 
durch     die     Abszissen 
und    die    des  Druckes 
durch     die    Ordinaten 
angibt  (vgl.  §  242).  Die 
Linie,  welche  man  dann 
erhält     {isothermische 
Ldnie\  nähert  sich  nach 
rechts  asymptotisch  der 
Abszissenachse  OF  und 
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sendet  im  Punkt  B,  der  durch  seine  Lage  das  Volum  und  den 
Druck   darstellt,  wenn  der  Dampf  gesättigt  geworden  ist. 

Da  die  Dichte  des  gesättigten  Dampfes  experimentell  be- 
stimmt ist,  können  wir  angeben,  wieviel  der  Körper  vom 
Boy  leschen  Gesetz  abweicht.  Zu  diesem  Zwecke  bemerken 
wir,  daß  bei  kleinen  Dichten  die  Avoga drosche  Regel  an- 
wendbar ist,  so  daß  die  relative  Dichte  des  Dampfes  in  bezug 
auf  Wasserstoff  durch  das  halbe  Molekulargewicht  angegeben 
wird,  also  =  9  ist.  Wenn  man  beachtet,  daß  die  Masse  von 
1  ccm  Wasserstoff  bei  0^  und  760  mm  Druck  0,0000896  g 
beträgt,  findet  man,  daß  z.  B.  bei  einem  Druck  von  1  mm 
Quecksilber  das  Volum  des  betrachteten  Gramms  Wasserdampf 

^^^^Se  =  1.287  X  10»  ccm 

ist.  Wenn  nun  das  Boylesche  Gesetz  genau  befolgt  würde,  so 
müßte  das  Volum  des  gesättigten  Wasserdampfes  7  60  mal  kleiner 
sein,  d.  h.  gleich  1690  ccm.  Es  ist  aber  nur  1640  ccm, 
d.h.  um  37o  kleiner. 

Im  Vergleich  mit  Wasserstoff  von  derselben  Temperatur 
und  Spannung  ist  die  Dichte  des  gesättigten  Dampfes  nicht 
mehr  9,  sondern  9,3. 
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Wasserdampf  unter  einem  Druck  von  1  mm  Quecksilber  jetzt 
beträgt' 

'''V^Ll^r''^  =  1.360  X  10«  ccm. 

9  X  0,0000896  ' 

Würde  das  Boylesche  Gesetz  befolgt,  so  müßte  der  ge- 
sättigte Dampf  mit  seiner  Spannkraft  von  1539  mm  einen 
Kaum  von 

h^^^A^  ^  884  ccm 

1539 

einnehmen. 

Das  wirkliche  Volum  ist  aber  833  ccm,  d.  h.  ungefähr 
um  G%  kleiner.  Die  Dichte  des  gesättigten  Dampfes  im  Ver- 
gleich mit  Wasserstoff  von  derselben  Temperatur  und  Spannung 
ist  jetzt  9,6. 

Aus  diesen  Zahlen  geht  hervor,  daß  die  Abweichung  vom 
Boyl eschen  Gesetz  bei  121®  größer  ist  als  bei  100®,  was 
allerdings  zu  erwarten  war,  da  bei  der  ersteren  Temperatur 
die  Dichte  des  gesättigten  Dampfes  am  größten  ist. 

umgekehrt  werden  bei  Temperaturen  unter  100®  die  Ab- 
weichungen kleiner  und  kann  man  von  ihnen  z.  B.  zwischen 
0®  und  20®  absehen.  Infolgedessen  kann  man  leicht  berechnen 
wieviel  Wasserdampf  in  einem  gewissen  Volum  Luft  z.  B.  bei 
15®  anwesend  sein  kann.  Man  sucht  in  einer  Tabelle  das 
Maximum  der  Spannkraft  bei  dieser  Temperatur  auf,  berechnet 
wieviel  Gramm  Wasserstoff  der  gegebene  Baum  enthalten 
würde,  wenn  dieses  Gas  bei  15®  unter  einen  Druck  gleich 
diesem  Maximum  gebracht  würde,  und  multipliziert  das  Resultat 
mit  9,  der  relativen  Dichte  von  Wasserdampf  in  bezug  auf 
Wasserstoff. 

§  279.  Iso thermische  ZuBammendrückung  von  Kohlensäure. 
Wenn  man  Kohlensäuregas  in  eine  dickwandige  Glasröhre  ein- 
schließt und  durch  Einpressen  von  Quecksilber  zusammendrückt^ 
80  beobachtet  man  bei  nicht  zu  hohen  Temperaturen  ähn- 
liche Erscheinungen  wie  diejenigen,  welche  für  Wasserdampf 
beschrieben  wurden.  AB  CD  (Fig.  226)  ist  die  Isotherme  der 
Kohlensäure  für  13,1®;  A' B'  CD'  für  21,5®.  Das  Maximum  der 
Spannkraft  des  Kohlensäuredampfes  ist  bei  diesen  Tempera- 
turen ungefähr  47  und  65  Atmosphären. 
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p:in  Blick  auf  Fig.  225  lehrt,  dafi  bei  121'>  der  Untenchied 
in  den  Kigenscbaften  von  Wasser  und  gesättigtem  Wasserdampf 
kleiner  ist  als  bei  100^  was  bereits  hinsichtlich  der  inneren 
Knergie  in  §  274  hervorgehoben  ¥mrde.  Bei  noch  höheren 
Teuifieraturen  wUrde  der  Unterschied  noch  kleiner  werden. 

Fig.  226  lehrt  uns,  daß  bei  der  Kohlensäure  Ton  13,1® 
die  KigenKchaften  der  Flüssigkeit  und  des  gesättigten  Dampfes 

jy  noch  weniger  yoneinander 

\\\X'  verschieden   sind   als  bei 


.^  Wasser,  selbst  Yon  121^ 

'  \      ^  Das  Volum  der 


O 


'    iir^'^-< 

>c:^^ 

^^^^^^^' 

A 

^  Jt^  Kohlensäure   ist    nämlich 

>C  ungefähr  ^/^    des  Volums 

'  i?r^^^:>:N^  des  Dampfes.     In  der  Tat 

gleicht  die  flüssige  Kohlen- 
säure mehr  einem  Gas  als 
das  Wasser;  sie  ist  in 
viel  höherem  Grade  zu- 
sammendrückbar.   Ander- 

y 

Pig.  226.  söi^     nähern      sich    die 

Eigenschaften  des  ge- 
Hätti^itui  DaniplüH  mehr  als  beim  Wasserdampf  den  Eigen- 
Mühafteu  einer  Flüssigkeit,  wie  aus  der  großen  Abweichung 
vom  Boyleschen  Gesetz  hervorgeht  Das  Produkt  aus  Druck 
und  Volum  sinkt  während  des  Zusammendrückens,  das  durch 
die  Linie  AB  dargestellt  wird,  auf  beinahe  ^/s  des  ursprüng- 
lichen Betrages. 

§  280.  Xritiiche  Temperatur.  Bei  21,b^  sind  die  Dichten 
der  flüHsigon  Kohlensäure  und.  des  gesättigten  Kohlensäure- 
dampfes  einander  noch  mehr  angenähert  als  bei  13,P,  und  es 
liegt  die  Krage  nalie,  ob  vielleicht  bei  noch  höheren  Tempe- 
raturen der  Unterschied  ganz  verschwindet  Dies  ist  in  der 
Tftt  der  Fall.  Wenn  die  Temperatur  auf  30,9 <>  gestiegen  ist, 
besteht  kein  ITnterschied  mehr  zwischen  dem  gesättigten  Dampf 
md  der  Flüssigkeit;  aus  den  Erscheinungen  beim  Zusammen- 
drucken ftUlt  dann  der  durch  die  gerade  Linie  B  C  dai^stellte 
Till  weg;  der  Stoff  zerfällt  nicht  mehr  in  einen  dampf- 
ftrmigen  und  einen  flüssigen  Teil,  sondern  auf  die  dnrdi 
AB   dargestellte    Zusammendrackung    folgt    unmittelbar    die 
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durch  CD  dargestellte.  Die  Isotherme  für  30,9^  läuft  nur 
noch  in  einem  einzigen  Punkt  E  horizontal. 

Auch  bei  jeder  Temperatur  über  30,9®  bleibt  die  Kohlen- 
säure beim  Zusammendrücken  homogen;  auf  eine  solche  Tempe- 
ratur bezieht  sich  die  Line  LL, 

Die  Temperatur,  über  der  ein  Stoff  beim  Zusammendrücken 
immer  homogen  bleibt,  unrd  die  „kritische  Temperatur*'  genannt. 
Während  unter  derselben  der  Körper  sich  in  zwei  Phasen  von 
verschiedener  Dichte  spalten  kann,  die  nebeneinander  bestehen 
können  und  von  denen  die  eine  „i^lüssigkeit"  und  die  andere 
„Dampf '  genannt  wird,  besteht  dieser  Unterschied  über  der 
kritischen  Temperatur  nicht  mehr;  man  kann  dann  je  nach 
dem  Gedanken,  von  dem  man  sich  leiten  läßt,  dem  Stoff  den 
einen  oder  den  anderen  Namen  geben. . 

Wird  z.  B.  Kohlensäuregas  bei  35®  stark  zusammengedrückt, 
so  ist  man  geneigt  zu  sagen,  daß  es  stets  ein  Gas  bleibt,  da 
man  keine  Abscheidung  einer  flüssigen  Schicht  oder  von 
Tröpfchen  beobachtet.  Aber  schließlich  ist  doch  eine  Dichte 
und  infolgedessen  ein  Lichtbrechungsvermögen  entstanden,  wie 
sie  bei  Flüssigkeiten  vorkommen ;  ein  Beobachter,  welcher  das 
Glasgefäß  betrachtet,  in  welchem  die  stark  verdichtete  Kohlen- 
säure enthalten  ist,  wird  also  meinen,  daß  er  es  mit  einer 
Flüssigkeit  zu  tun  habe.  Übrigens  hätte  die  Kohlensäure  auch 
auf  einem  anderen  Wege  in  denselben  Zustand  gebracht  werden 
können.  Man  hätte  nämlich  mit  flüssiger  Kohlensäure  von 
etwa  21,5^  anfangen  und  diese  bei  konstantem  Volum  auf  35^ 
erwärmen  können.  Man  würde  dann  nichts  Besonderes  ge- 
schehen sehen  und  geneigt  sein,  noch  immer  von  einer  Flüssig- 
keit zu  sprechen. 

Der  Unterschied  im  Verhalten  von  Wasser  und  von 
Kohlensäure  hängt  damit  zusammen,  daß  bei  Wasser  die 
kritische  Temperatur  viel  höher  liegt  Man  hat  sie  auf  400^ 
geschätzt. 

§  281.  Verdichtung  von  Gasen  zu  Flüssigkeiten.  Will 
man  ein  Gas  in  den  flüssigen  Zustand  bringen,  d.  h.  will  man 
eine  flüssige  Schicht,  Tröpfchen  oder  auch  nur  einen  Nebel 
entstehen  sehen,  so  ist  es  nach  dem  Vorhergehenden  nötig,  dfls 
Gas  unter  die  kritische  Temperatur  abzukühlen.  Bei  Sauer- 
stoff ist  diese  letztere  -118^  bei  Wasserstoff  -  238®.    Hierin 
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U^  d«r  Onuid^  daB  diese  Kteper  liage  Zeit  aUeo  Venncließ, 
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la  den  leisten  Jahrea  hat  man  im  Haucht  Ingen  akdriger 
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Wir  bemerken  hierbei ,  daß  flüssige  Kohlensäure^  unter 
den  Atmosphäxendruck  gebracht,  fest  wird,  bevor  die  Grleich- 
gewichtstemperatur  erreicht  ist. 

Auf  dem  zweiten  der  genannten  Hilfsmittel  beruht  die 
Kaskadenmethode  zur  Erzielung  niedriger  Temperaturen,  die 
u.  a.  im  Laboratorium  von  Kamerlingh  Onnes  zu  Leiden 
angewandt  wird.  Man  benutzt  hier  Methylchlorid,  Äthylen  und 
Sauerstoff,  mit  welchen  Stoffen  stufenweise  die  niedrigen  Tempera- 
turen hervorgebracht  werden.  Methylchlorid  kann  bei  gewöhn- 
licher Temperatur  durch  Zusammendrücken  flüssig  gemacht 
werden.  Mit  Hilfe  einer  Saug-  und  Druckpumpe  läßt  man  die 
entstandene  Flüssigkeit  unter  niedrigem  Druck  verdampfen 
und  verdichtet  den  Dampf  wieder  zu  Flüssigkeit,  die  nach  dem 
Gefäß,  in  dem  die  Verdampfung  stattfindet,  zurückströmt.  In 
der  verdampfenden  Flüssigkeit,  die  sich  auf  —70^  abkühlt,  liegt 
nun  eine  Röhre,  in  welcher  sich  Äthylen  unter  einem  Druck  von 
8  Atmosphären  befindet.  Dieses  Gas,  dessen  kritische  Temperatur 
10**  ist,  wird  dann  flüssig  und  kann  durch  Verdampfen  unter 
niedrigem  Druck  wieder  eine  viel  niedrigere  Temperatur 
(—130^  liefern.  Eine  Pumpe  sorgt  wieder  für  das  Absaugen 
und  Zusammendrücken  dieses  Gases.  Schließlich  liegt  in  dem 
Gef&ß,  in  welchem  das  Ätylen  verdampft,  eine  Röhre  mit  Sauer- 
stoff (krit.  Temp.  —118®)  unter  hohem  Druck.  Der  Sauerstoff 
wird  in  dieser  Röhre  flüssig,  und  durch  Verdampfen  der 
Flüssigkeit  unter  einem  Druck  von  3  mm  kann  eine  Tempera- 
tur von  ungefähr  —240®  erreicht  werden. 

Mit  flüssigem  Wasserstoff,  der  unter  niedrigem  Druck  ver- 
dampft>  hat  man  eine  Temperatur  von  —258®  erreicht. 

Die  Sang-  und  Druckpumpen,  welche  bei  der  beschriebenen  Methode 
gebraucht  werden,  können  als  die  Umkehrung  von  kalorischen  Maschinen 
betrachtet  werden.  Kehrte  man  z.  B.  die  in  Fig.  212  (§  241)  dargestellte 
Dampfmaschine  um  (§  248),  so  würde  die  Temperatur  in  dem  Gefäß, 
in  welchem  bereits  die  niedrigste  Temperatur  herrscht,  noch  weiter 
Binken. 

§  282.  Theorie  von  van  der  Waals.  Wir  haben  bei  der 
Besprechung  der  kinetischen  Gastheorie  (§  220)  angenommen, 
dafi  sich  die  Moleküle  nicht  merklich  anziehen  und  daß  sie 
im  Vergleich  mit  den  Zwischenräumen  sehr  klein  sind.  Es  ist 
aber  War,  daß  beim  Zusammendrücken  eines  Gases  die  an- 
siehenden Kräfte  immer  mehr  in  den  Vordergrund  treten  werden 
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und    ilaU    auch,    wenn   die  Teilchen   eine   gewisse   Ausdehm 
Imboik,  ihr  Uesniutvolutn  endlich  nicht  mehr  dem  vom  Gas  eii 
genoiumt^uen  Valum  gegenüber  yernachlässigt  werden  kann*  Dun 
BerÜckaichÜKung  di         '    iden  Umstände  ist  es  van  der  Waali 
gelungen^    von   ver-  ueo    in    den  letzten  Paragraphen  & 

wUhntou  Tatsachen   eine  Erklärung  zu  geben    und    außerdem 
tu  fielen  anderen  wiclM*  hlüssen  zu  kommen.    Wir  könoeii 

dieeo  Theorie  hier   nn  standig  behandeln^   sondern  diu 

auf  einige  wichtige  Punkte  hinweisen. 

Wie  bert*its  erw&lint  wurde  (§  278),  werden  die  bei  Wasser- 

danipf  uud  KoUenaHtire  beobachteten  Abweichungen  vom  Boyle 

iAen  Oesetx  durch  die  raoiekutare  Anziehung  erklärt;  diese  M 

tur  KolfSi  daß  die  Zuaaniiiieiidrückbarkeit  größer  ist,  als  es  da? 

liesetx  verlan|tU     Auch  die  Verdichtung  zu  einer  Flüssigkeit 

muß  h1$  eine  Folge  der  Annelinng  betrachtet  werden.    Dagegi 

\%i  e»  der  Autdehnung  der  Moleküle   zuzuschreiben ,   daß  das 

Volum  de^  Waaeers»  wenn  der  Druck  um  1  Atmosphäre  erhdlil 

wird,  um  nicht  mehr  als  1/20  OOO  des  ursprünglichen  Betrages 

abniuMut«  und  daß  dieser  EoefBaient  bei  Erhöhung  des  Druckes 

fortwalireud  kleiner  wird*  so  dafi>  wie  Amagat  nachgewiesen 

hat,    eiue    Erhöhung  um    1  Atm^    wenn    der  Druck    bereits 

«HOOO  Atm.    betrügt,    nur    nodi   eine  Volum  Verminderung   roii 

1/IUOOUior  Folge   hat  (das  Volum  ist  dann  */j^  des  Volam^ 

bei  einem  Dmok   ton  I  AUa-X     Es  ist   klar^   daß,    wenn  die 

Moleküle  selbst  ei&   tterkliehes  Vofaun  einnehmen   und  nicfal 

odt^r  n^uig  tiKammendrUckbar  sind,  aich  der  höchste  erreich* 

bare  l^rfi^k  Ha»  i'^ef^miToluRi  nicht  unter  einr  gewisse  Grenze 

bfittg*  ttttnuiidttrte  ZiraauHWidrückharkett  bei 

It^^^'  — '^    tu  baaerimi^  w^an  man  aber  der 

^  t4  aad  abo^  wean  sa&  ee  so  neiuieD 

V  %s  sa  ton  hat.     Bei  Wassetstd^  bei 

hwBch  ist,  bat  sdbal  W 
j  d^rXeikheo  einen  llbef- 

.3ilictiin 
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OfiOl  mm  bemerkbar   sind.     Alle  Teilchen,    welche  auf   ein  be- 
stimmtes Molekül  P  wirken  können,  liegen  also  innerhalb  einer 
gewissen  äußerst  kleinen  um  P  als  Mittelpunkt  beschriebenen 
Kugel.   Liegt  nun  das  Teilchen  P 
im     Innern     einer    Flüssigkeits- 
masse (Fig.  227),    so    fällt   diese 
Kugel,   die    Wirkungssphäre,  ganz 
in   die  Flüssigkeit.     Da  sie,  wie 
wir  annehmen  wollen,  gleichmäßig 
mit    Stofif   gefüllt  ist,    heben  sich 
aUe  auf  P  mirkenden  Anziehungen  Fig.  227. 

einander  auf. 

Anders  verhält  es  sich  mit  einem  Molekül  0,  welches  in 
einer  Entfernung  kleiner  als  der  Radius  q  der  Wirkungssphäre 
von  der  Oberfläche  S  S  liegt  Von  der  um  ein  solches  Teilchen 
beschriebenen  Wirkungssphäre  liegt  nämlich  ein  Teil  a  b  c  außer- 
halb S  S.  Wäre  auch  dieser  Teil  mit  Flüssigkeit  gefüllt,  so 
würden  sich  alle  auf  Q  wirkenden  Kräfte  einander  aufheben,  da 
aber  jetzt  a  b  c  leer  ist,  wirkt  auf  Q  eine  resultierende  Kraft, 
die  in  der  Richtung  der  Normalen  zur  Oberfläche  nach  innen, 
d.  L  nach  der  Seite  der  Flüssigkeit  gerichtet  ist.  Dies  gilt 
von  allen  Teilchen  in  einer  Schicht  von  der  Dicke  q  (die  so- 
genannte Orenxschicht)  zwischen  S  S  und  der  Fläche  S'  S.'  Folg- 
lich: während  auf  Teilchen  im  Innern  der  Flüssigkeit  keine  resul- 
Herende  Kraft  udrkt,  toerden  alle  Moleküle  in  der  Grenzschicht  in 
emer  Eiohtung  senkrecht  zmr  Oberfläche  nach  innen  gezogen, 

TaVl  demselben  Schluß  kommt  man  auch,  wenn  man  anstatt 
einer  Flüssigkeit  ein  Gas  mit  merkbarer  molekularer  An- 
KiehuBg  betrachtet 

Die  Anwendung  auf  den  Gegenstand,  mit  dem  wir  uns  so- 
eben beschäftigten,  ist  sehr  naheliegend.  Soll  ein  in  Bewegung 
befindliches  System  von  Molekülen  in  einem  begrenzten  Raum 
eingeschlossen  bleiben,  so  müssen  die  Teilchen,  sobald  sie  an 
die  Oberfläche  desselben  gekommen  sind,  wieder  nach  innen 
getrieben  werden.  Die  dazu  erforderliche  Kraft  ist  bei  einem 
idealen  Gas  ohne  molekulare  Anziehung  der  durch  eine  Wand 
ausgeübte  Druck.  Ziehen  sich  aber  die  Moleküle  an,  so  wird 
auch  hierdurch  die  Grenzschicht  nach  innen  getrieben  und  ist 
daher-  ein  kleinerer  äußerer  Druck  nötig,  um  den  Körper  in  dem 


448  Achtes  Kapitel  [§  282 

ihm  angewiesenen  Yolom  zu  halten.  In  dem  Maße,  wie  nun 
die  Dichte  größer  wird,  nimmt  auch  die  Kraft  zu,  mit  der  die 
Grenzschicht  nach  innen  gezogen  wird,  und  die  Theorie  lehrte 
daß  es  Fälle  geben  muß,  in  denen  diese  Kraft  sogar  mt^  als 
hinreichend  ist,  um  eine  Ausdehnung  des  Stoffes  zu  verhindern. 
Dann  muß  noch  durch  äußere  Kräfte  an  der  Oberfläche  des 
Körpers  gezogen  werden,  es  muß  also  ein  negativer  Druck  be- 
stehen, wenn  nicht  durch  die  Anziehung  das  Volum  kleiner 
werden  soll.  Diesen  Fall  eines  negativen  Druckes  lernten  wir 
bereits  in  §  205,  f)  kennen. 

So  gibt  die  Theorie  von  van  der  Waals  von  vielen  Eigen- 
schaften, nicht  allein  von  Gasen  und  Dämpfen,  sondern  auch 
von  Flüssigkeiten  Rechenschaft.    Sie  wirft  auch  Licht  auf  die 
Bedingungen,  unter  denen  ein  Stoff  aus  dem  einen  Aggregat- 
zustand in  den  anderen  übergeht   Sie  lehrt,  daß  unterhalb  einer 
gewissen  Temperatur  zwei  Zustände  von  verschiedener  Dichte 
unter  demselben  Druck  möglich  sind,  von  denen  man  den  einen 
gasförmig  und  den  anderen  flüssig  nennen  kann,  und  daß  über 
dieser  Temperatur  der  Stoff  beim  Zusammendrücken  homogen 
bleibt;  kurzum,  sie  erklärt  das  Bestehen  einer  kritischen  Temperatur, 
Wie  hoch   diese  ist,   hängt  sowohl   von   der  molekularen 
Ausdehnung   als   auch   von    der  Größe   der   molekularen  An- 
ziehung   ab,    und   im    allgemeinen    bestimmen    diese    beiden 
Faktoren  viele  Einzelheiten  in  dem  Verhalten  eines  Körpers, 
umgekehrt   kann   man   nun   auch  aus   experimentellen  Daten 
■einen  Schluß  ziehen  auf  das  Volum  der  Teilchen  und  den  Be- 
trag der  Anziehung. 

So  hat  man  gefunden,  daß  die  Kraft,  mit  der  die  Grenz- 
schicht von  Wasser  nach  innen  gezogen  wird,  gleich  einem 
Druck  auf  die  Oberfläche  von  ungefähr  10000  Atm.  ist,  also 
für  1  qcm  der  Oberfläche  nahezu  gleich  einem  Gewicht  von 
10000  kg.  Man  muss  sich  vorstellen,  daß  in  einer  Flüssigkeit 
wie  Äther  von  0®  ungefähr  der  dritte  Teil  des  gesamten 
Raumes  wirklich  von  den  Molekülen  eingenommen  wird,  in 
Luft  bei  0^  und  760  mm  Druck  ist  dies  mit  nicht  mehr  als 
1/2000  des  gesamten  Volums  der  Fall. 

Von  der  Größe  der  Gasteilchen  hängt,  wie  bereits  früher 
bemerkt  wurde,  auch  die  Länge  des  Weges  ab,  den  ein  Molekül 
durchlaufen  kann,  ohne  mit  einem  anderen  zusammenzustoßen. 
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^^a  Messungen  über  Diffussion,  Wärmeleituog  und  innere 
^^il)ung  kann  also  auch  etwas  über  die  Änsdehnung  der  Mole- 
küle gefunden  werden»  Eine  nähere  Untersuchung  lehrt,  daß 
^^  die  gesamte  OberHäche  der  Moleküle  eines  Gases  ist,  die 
.man  auf  diese  Weise  kennen  lernen  kann, 
^ft  Ist   aber  von  einer  Anzahl   gleichgroßer  Kugeln  das   ge- 

^^^mte  Volum  und  die  gesamte  Obertiäehe  bekannt,  so  kann 
^öa.D  durch  eine  einfache  Berechnung  die  Anzahl  dieser  Körper 
^Tkd  die  Größe  jedes  einzelnen  bestimmen»  Wenn  man  diese 
ß^rechnnng  auf  die  Gasmoleküle  anwendet,  kommt  man  zu  den 
folgenden  Schätzungen.  Für  die  Anzahl  der  Moleküle  in 
l  Cibcm  Luft  bei  O''  und  76cm  eine  Zahl  von  20  Ziffern;  für 
*i^n  mittleren  Abstand  zweier  aufeinanderfolgender  Moleküle 
^o  X  10'"'^  cm,  für  die  Dicke  der  Moleküle  ungefähr  ^/^^dh^ev 
L*Mnge  und  endlich  für  die  Masse  eines  Atoms  W'asaerstofF 
i  0-2*  Gramm, 

§  283.  Freie  Energie  einer  PLüsBigkeitBoberfäche.  Die 
anziehenden  Kräfte  zwischen  den  Molekülen»  die  in  der  Theorie 
^OQ  van  der  W^aals  eine  so  wichtige  Rolle  spielen,  haben 
^^ch  in  vielen  Fällen  einen  Eintluß  auf  die  Form  einer  Flüssig- 
*^«it8mas8e.  Wie  es  sich  hiermit  verhält,  kann  man  aus  der 
^^heorie  der  freien  Energie  (§  247)  ableiten* 

Auf  ein  Teüchenj  welches  sich  anfangs  an  der  Oberliüche 
^lUer  Flüssigkeit  befindet  und  sich  dann  auf  irgendeiner  Linie  L 
^^ig,  227)  nach  innen  bewegt,  wirkt,  solange  es  sich  noch  in 
^^v  Grenzschicht  SS'  betiudet,  eine  Kraft  nach  innen,  die  eine 
Positive  Arbeit  verrichtet,  aber  bei  der  weiteren  Bewegung 
^^ben  sich  die  Anziehungen,  welche  auf  das  Teilchen  wirken, 
^^iiander  auf  und  es  wird  daher  keine  Arheit  mehr  verrichtet, 
^ieraus  folgt,  daß  das  Molekül,  sobald  es  unter  S'  gekommen 
^^t,  immer  dieselbe  Energie  der  Lage  in  bezug  auf  die  anderen 
^^^ilchen  hat,  einerlei  wo  es  sich  befindet,  aber  daß  es  in  der 
Grenzschicht  eine  größere  potentielle  Energie  hat,  und  sswar 
**i«  größte,  wenn  es  in  der  Oberdäche  6'  liegt  Da  dasselbe 
j^H  ^^n  jedem  Molekül  gilt,  muß  die  gesamte  Energie  der  Lage, 
^P  "Welche  die  Teilchen  infolge  ihrer  gegenseitigen  Anziehung 
)/f  hab^u^  um  so  größer  sein,  je  mehr  Teilchen  in  der  Grenzschicht 
»  *^gen,  also  je  größer  die  OberHäche  der  Flü^igkeitsmasse  ist, 
|L     l^iese  OberHäche  kann  bei  einer  gegebenen  Menge  je  nach  der 

^H  Lorentz,  Lehrbuch  di^r  Vhyaik.    I.  29 
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grand.  Wenn  auf  solche  Häutchen  auch  keine  anderen  äußeren 
Kräfte  wirken,  so  nimmt  die  freie  Energie,  von  der  oben  die 
Bede  war,  ab;  das  Häutchen  zieht  sieh  zusammen j  so  daß  die 
Oberfläche  so  klein  als  möglich  wird.  Bei  ebenen  Häutchen,  die 
man  in  einem  Bähmchen  von  Eisendraht  erzeugen  kann,  läßt 
sich  dies  zeigen,  indem  man  einen  mit  den  Enden  zusammen- 
geknüpften dünnen  Faden  auf  das  Häutchen  legt  und  dieses 
dann  innerhalb  des  Fadens  durchsticht.  Das  Häutchen  außer- 
halb des  Fadens  zieht  sich  soviel  zusammen  als  der  Faden 
es  zuläßt  und  spannt  diesen  zu  einem  Kreis. 

Die  hierbei  wirksame  Kraft  nennt  man  die  Spannung  des 
Häutchens;  die  Größe . derselben  hängt  in  einfacher  Weise  mit 
der  Kapillaritätskonstanten  £f  zusammen.  Es  sei  abcd  (Fig.  228) 
ein  zweimal  in  einer  Ebene  umgebogener  Eiseodraht  und  ef 
ein  verschiebbarer  Draht,  der  mit  dem  ersten  ein  Rechteck 
bildet,  in  welchem  man  ein  Häutchen  er- 
zeugen kann.  Läßt  man  nun  diesen  Draht, 
den  man  z.  B.  mit  der  Hand  festhält,  sehr 
langsam  von  e' f  nach  ef  gehen,  so  daß 
die  Oberfläche  (die  beiden  Seiten  zusammen- 
gerechnet) der  Flüssigkeit  um  2ee'  X  ef 
abnimmt,  und  bleibt  hierbei  die  Temperatur  pjg,  228. 

konstant,  so  verrichtet  (§  246)  das  Häutchen 
eine  Arbeit  2ee'  x  ef  x  H.  Anderseits  ist  die  Arbeit,  wennÄ' 
die  Kraft  bedeutet,  mit  der  das  Häutchen  den  Draht  ef  nach 
innen  zieht,  ee'  x  K,  So  findet  man  Ä'=  2efx  H  und  für 
die  Kraft,  mit  welcher  das  Häutchen  auf  die  Längeneinheit 
des  Drahtes  wirkt,   die  Spannung  pro  Längeneinheit   . 

>S  =  2J?    ........     (7) 

c)  Der  Eisendraht  oder  die  Drähte,  zwischen  denen  ein 
Häutchen  gebildet  wird,  können  eine  solche  Form  haben,  daß 
das  Häutchen  nicht  eben  sein  kann;  e^  nimmt  aber  stets,  wenn 
an  beiden  Seiten  das  umgebende  Gas  denselben  Druck  ausübt,  die 
Gestalt  an,  bei  welcher  die  OberftäGhe  so  Mein  als  möglich  ist.  Bei 
^iner  Verschiebung  verrichten  nämlich  die  betreffenden  Drucke 
keine  Arbeit;  die  freie  Energie,  die  im  vorigen  Paragraphen 
betrachtet  wurde,  muß  also  wieder  ein  Minimum  werden. 

Ist  -z.  B.  das  Häutchen  zwischen  zwei  gleichgroßen  hori- 
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zontftlen  kreisförmigen  Ringen  gebildet,  deren  Mittelpunkte  über- 
einander liegen,  so  nimmt  es  nicht  die  Gestalt  eines  Zylinders 
an,  weil  durch  «ine  Einschnürung  in  der  Mitte  die  Oberfläche 
noch  kleiner  werden  kann. 

Es  Yerdient  bemerkt  zu  werden,  daß  die  Größe  S  nicht 
allein  die  Kraft  bestimmt,  mit  der  das  Iföutchen  an  dem  Eisen- 
draht e  f  (Fig.  228)  zieht,  sondern  auch  die  Kraft,  die  es  auf 
jeden  Körper  ausübt,  mit  dem  es  in  BerühruBg  ist,  und  ebesso 
diejenige,  mit  welcher  der  eine  Teil  des  Häutchens  auf  den 
anderen  wirkt  Man  kann  nämlich  in  Gedanken  das  Häutchen 
nach  einer  beliebigen  Linie  durchschneiden;  was  auf  der  einen 
Seite  dieser  Linie  liegt,  zieht  an  dem  anderen  Teil,  und  zwar 
in  der  Richtung  senkrecht  zu  dieser  Linie,  und  diese  Wirkung 
ist  pro  Längeneinheit  gleich  S. 

Da  diese  Kraft  aus  Wirkungen  auf  sehr  kleine  Ent- 
fernuDgen  entspringt  und  man  einen  kleinen  Teil  eines  ge- 
krümmten Häutchens  als  eben  betrachten  kann,  besieht  in  einem 
gekrümmten  Häutchen  dieselbe  Spannwng  wie  in  einem  ebenen. 

d)  Bei  einem  kt^elßrmigen  Häuichen,  z,  B,  bei  einer  an  eine 
Röhre  angeblasenen  Seifenblase  zeigt  sich  die  Spannung  dadurch^ 
daß  die  Blase,  wenn  die  Röhre  am  Ende  offen  bleibt,  nach  und  nach 
kleiner  wird.  Schließt  man  die  Röhre,  so  schreitet  die  Zu- 
sammenziehung  fort,  bis  die  Luft  in  der  Blase  auf  einen 
gewissen  Grad  zusammengedrückt  ist. 

In  der  Theorie  dieser  Erscheinung  muß  man  anf  den  Unterschied 
des  Druckes  auf  der  Innenseite  und  der  Außenseite  achten.  Man  kann 
jedoch  davon  zunächst  noch  absehen,  wenn  man  Formveränderungen 
(z.  B.  Übergang  eines  Ellipsoids  in  eine  Kugel)  betrachtet,  bei  denen 
sich  das  Volum  nicht  ändert.  Die  Arbeit  der  äußeren  Drucke  ist 
nämlich  dann  gleich  Null  (§  207).  Unter  allen  Formen  von  demselben 
Inhalt  wird  also  die  Seifenblase  diejenige  annehmen,  bei  welcher  die  Ober- 
fläehe  ein  Minimum  ist,  d.  h,  die  Kugelform. 

Es  sei  nun  R  der  Radius  der  Kugel  und  der  Druck  innerhalb  des 
Hitttchens  sei  um  p  größer  als  an  der  Außenseite.  Nimmt  dann  bei 
*'iier  unendlich  kleinen  umkehrbaren  und  isothermischen  Zusammen^ 
dhung  der  Radius  um  d  ab,  so  ist  die  Verminderung  der  Oberfläche 
b  IT  jR  Ä  und  die  des  Volums  4  n  Ä«  ö  .  Für  die  Vermmdexung  der  freien 
tergie  kann  man  also  schreiben  16nJRHd  vxnd  für  die  durch  das 
jAtchen  verrichtete  Arbeit  4  tt  Ä»  p  ö  .  Wenn,  mau  diese  Ausdrücke 
inander  gleichsetzt,  so  findet  man 

p-^ ^*^ 
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eine  Beziehung,  die  man  «ach  in  folgender  Weise  aus  der  Betrachtung 
der  Spannung  ableiten  kann. 

Wir  stellen  uns  vor,  daß  Gleichgewicht  vorhanden  ist;  der  Druck 
der  Luft  muß  dann  an  der  Innenseite  p  mehr  betragen  als  an  der  Außen- 
seite. Denkt  man  sich  die  Blase  durch  eine  Ebene,  die  durch  den 
Mittelpunkt  geht,  durchgeschnitten,  so  besteht  auf  dem  Umfang  zwischen 
den  beiden  Teilen  eine  Spannung  2nR  S .  Diese  Kraft  muß  gleich  der- 
jenigen sein,  welche  die  eine  Hälfte  von  der  anderen  zu  trennen  strebt 
und  die  nach  §  203  gleich  nJR^p  ist.  Mit  Berücksichtigung  der  Formel  (7) 
kommt  man  auf  (8)  zurück. 

Man  kann  den  Druck  p  mit  einem  Manometer  bestimmen  und  hat 
dabei  gefunden,  daß  er  dem  Radius  R  umgekehrt  proportional  und  un- 
abhängig von  der  Dicke  des  Häutchens  ist.  Daraus  folgt,  daß,  wie  auch 
die  mitgeteilte  Theorie  erfordert,  die  Spannung  unabhängig  von  der 
Dicke  ist 

Dieses  Resultat  erscheint  auf  den  ersten  Blick  befremdend,  da  bei 
einem  dicken  Häutchen  auf  beiden  Seiten  eines  Durchschnittes  mehr 
Moleküle  liegen,  die  einander  anziehen,  als  bei  einem  dünnen  Häutchen. 
Man  muß  aber  bedenken,  daß  die  Spannung  die  gesamte  Kraft  zwischen 
den  Teilen  des  Häutchens  auf  beiden  Seiten  des  Durchschnittes  ist  Diese 
Teile,  ebenso  wie  im  allgemeinen  die  Massen  auf  beiden  Seiten  einer 
durch  eine  Flüssigkeit  gelegten  Ebene,  ziehen  sich  nicht  nur  einander 
an,  sondern  üben  außerdem  einen  Druck  aufeinander  aus,  in  einer  Weise, 
von  der  das  in  §  227  Gesagte  eine  Vorstellung  geben  kann.  Daß  nun 
die  betrefifende  gesamte  Kraft  unabhängig  von  der  Dicke  des  Häutchens 
werden  kann,  kann  man  durch  die  folgende  Betrachtung  erläutern. 

In  §  282  sahen  wir,  daß  jedes  Teilchen  in  der  Grenzschicht  nach 
innen  gezogen  wird;  hieraus  entspringt  für  jedes  Element  der  Schicht, 
wie  pq  m  Fig.  227,  eine  gewisse  Kraft  iV,  und  im  Gleichgewichtszustand 
maß  der  Druck  im  Inneren  der  Flüssigkeit  den  äußeren  Druck  um  einen 
gewissen  Betrag  übertrefien.  Es  sei 
nun  (Fig.  229)  A  B  C  D  Qm  senkrechter 
Durchschnitt  durch  ein  Flüssigkeits- 
häutchen,  und  die  Dicke  desselben  be- 
trage mehr  als  2  ^ ,  so  daß  die  gesamte 
Masse  in  zwei  Grenzschichten  AB  ab 
Und  C Dcd  und  einen  zwischen  diesen 
beiden   liegenden    Teil    zerfällt.    P  Q  Fig.  229. 

stelle   eine   Ebene  vor,    die   auf   der 

Ebene  der  Zeichnung  und  auf  A  B  senkrecht  steht,  und  richten  wir 
unsere  Aufmerksamkeit  sowohl  auf  den  Druck  als  auf  die  Anziehung, 
die  die  Teile  des  Häutchens  auf  beiden  Seiten  dieser  Ebene  auf- 
einander ausüben. 

Man  kann  beweisen,  daß  für  alle  Elemente  der  Trennungsfläche, 
die  zwischen  p  und  q  liegen,  der  Druck,  der,  wie  wir  sahen,  im  Inneren 
des  Häutchens  entsteht,  gerade  die  Anziehung  zwischen  der  Flüssigkeit 
auf  beiden  Seiten  dieser  Elemente  aufhebt;  aber  mit  einem  Element  von 
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Pp  oder  Q  q  verbfilt  es  sich  anders.  Sowohl  der  Druck  als  die  An- 
ziehung sind  hier  kleiner  als  zwischen  p  und  g,  aber  von  p  nach  P  oder 
von  q  nach  Q  nimmt  der  Druck  mehr  ab  als  die  Anziehung;  far  ein 
Element  von  Pp  unmittelbar  bei  P  ist  der  Druck  gleich  dem  Druck 
der  äußeren  Luft,  wovon  wir  bei  dieser  Betrachtung  absehen,  aber 
zwischen  dem  Stoff  rechts  und  links  von  diesem  Element  besteht  noch 
eine  sehr  merkliche  Anziehung. 

Durch  dies  alles  kommt  man  zu  dem  Schluß,  daß  nur  die  Elemente 
zwischen  P  und  p  und  zwischen  Q  und  q  etwas  zu  der  erwähnten  resul- 
tierenden Kraft  beitragen.  Man  mvß  die  Spannung  in  den  beiden  Qrmxr 
schichten  suchen  f'nd  kann  sehließen,  daß  die  Oröß6  dieser  Kraft  unab- 
hängig von  der  Dicke  der  xuischen  diesen  Schichten  Hegenden  Flüssig- 
keit ist. 

Erst  wenn  die  Dicke  eines  Häntchens  unter  2  q  sänke,  wurde  die 
Spannung  kleiner  werden.  Die  Seifenblasen,  bei  denen  man  gefunden 
hat,  daß  p  dem  Radius  B  umgekehrt  proportional  ist,  hatten  also  alle 
eine  Dicke  größer  als  2  q. 

Es  wird  nun  auch  klar  sein,  daß  bei  jeder  Flüssigkeitsmasse  eine 
Spannung  in  der  Grenzschicht  [Oberflächenspannung)  besteht  und  daß 
diese  halb  so  gioß  ist  als  die  Spannung  eines  Häutchens. 

Für  die  in  diesem  Paragraphen  besprochenen  Versuche 
benutzt  man  vorzugsweise  eine  Flüssigkeit  (z.  B.  ein  Gemisch 
von  Seifenlösung  und  Glyzerin),  die  Häutchen  von  großer  Be- 
ständigkeit gibt.  Aber  auch  verschiedene  andere  Flüssigkeiten 
können  Häutchen  bilden.  Bekannt  sind  z.  B.  die  Blasen,  welche 
durch  die  mitgeführte  Luft  entstehen,  wenn  Regentropfen  in 
Wasser  fallen. 

Bei  schäumenden  Flüssigkeiten  hat  man  Gelegenheit, 
Systeme  einer  großen  Anzahl  von  Häutchen  zu  beobachten, 
wie  man  sie  vermittelst  einer  Seifenlösung  und  geeigneter 
Eisendrahtfiguren  auch  in  einfacherer  Form  erhalten  kann. 

In  jedem  System  dieser  Art  stoßen  immer  drei  Häutchen  in  der- 
selben Kante  zusammen,  und  zwar  unter  Winkeln  von  120 ^  Das  letztere 
ist  eine  Folge  davon,  daß  jedes  Häutchen  dieselbe  Spannung  hat.  Auf 
die  kleine  Flüssigkeitsmasse  nämlich,  die  in  unmittelbarer  Nähe  eines 
Elementes  der  Kante  liegen,  wirken  drei  Spannungen  in  der  Richtung 
der  Linien,  in  denen  die  Häutchen  durch  eine  auf  der  Kante  senkrecht 
stehende  Ebene  geschnitten  werden.  Drei  gleiche  KrSfte,  die  auf  den- 
selben Punkt  wirken,  können  aber  nur  dann  im  Gleichgewicht  sein, 
wenn  sie  miteinander  Winkel  von  120^  bilden. 

§  285.  Freie  Energie  der  Grenzfläche  zwischen  einer 
Flüssigkeit  und  einem  festen  Körper.  Im  Vorhergehenden  war 
nur  die  Rede   von    einer   „freien"  Flüssigkeitsoberfläche   oder 
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eigentlich  von  einer  Oberfläche,  in  welcher  die  Flüssigkeit  mit 
einem  Gas  oder  mit  ihrem  Dampf  in  Berührung  ist  Berührt 
sie  über  eine  gewisse  Ausdehnung  einen  festen  Körper,  so 
werden  die  Teilchen,  welche  in  einer  sehr  geringen  Entfernung 
Ton  diesem  Körper  liegen,  durch  denselben  nach  außen  gezogen, 
während,  wie  wir  bereits  sahen,  die  Flüssigkeit  sie  nach  innen 
zieht  Überwiegen  diese  letzteren  Kräfte,  so  ist  noch  immer 
die  Energie  der  Lage  (berechnet  in  bezug  auf  die  zweierlei  an- 
ziehenden Kräfte)  für  die  Teilchen  in  einer  dünnen  Grenz- 
schicht größer  als  für  die  Moleküle  im  Inneren  der  Flüssigkeit. 
Das  Gegenteil  ist  der  Fall,  wenn  die  Anziehung  der  festen 
Körper  die  gegenseitige  Anziehung  der  Flüssigkeitsmoleküle 
übertrifft 

Durch  diese  Betrachtungen  ist  man  zu  der  folgenden  An- 
nahme gekommen: 

Es  sei  O  die  freie  OberHäche  einer  Flüssigkeitsmasse  und 
0'  die  Oberfläche,  längs  der  sie  einen  festen  Körper  berührt. 
Dann  kann  (wenn  man  sich  auf  eine  bestimmte  Temperatur 
beschränkt)  die  freie  Energie  ausgedrückt  werden  dvroh 

iff=C+  H0  +  K0\ (9) 

worin  C  einen  konstanten  Wert  hat  und  der  Koeffizient  K  in 
einigen  Fällen  positiv  und  in  anderen  negativ  ist.  Überläßt  man 
das  System  sich  selbst,  so  wird  die  Summe  der  beiden  letzten 
Glieder  ein  Minimum.  Es  ist  klar,  daß,  wenn  K  negativ  ist 
und  das  dritte  Glied  überwiegt,  ^  abnehmen  kann,  wenn  0' 
größer  wird,  selbst  wenn  gleichzeitig  auch  O  etwas  größer 
würde.  Dann  wird  die  Flüssigkeit  sich  über  den  festen  Körper 
ausbreiten,  mit  anderen  Worten,  sie  wird  ihn  „benetzen". 
Daß  z.  B.  Wasser  sich  über  eine  gut  gereinigte  Glasplatte  aus- 
breitet, ist  der  starken  Anziehung,  die  das  Glas  ausübt,  zuzu- 
schreiben; ist  die  Platte  fettig,  so  wird  sie  nicht  benetzt,  weil 
das  Fett  das  Wasser  dazu  nicht  genug  anzieht 

Durch  Quecksilber  wird  bekanntlich  eine  Glasplatte  nicht 
benetzt;  sogar  nimmt  diese  Flüssigkeit  auf  einer  gut  gereinigten 
Platte  die  Form  eines  Tropfens  an.  Die  mehr  oder  weniger 
kugelförmige  Gestalt  ist  dann  die  'Folge  der  gegenseitigen  An- 
ziehung der  Quecksilbermoleküle,  während  die  Schwerkraft  eine 
Abplattung  des  Tropfens  und  eine  Vergrößerung  der  Berührungs- 
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iWiche  mit  dem  itlas  bewirkt  Übrigens,  auch  wenn  die  Schwer- 
kraft nicht  bestände,  würde  die  Berührung  üher  eine  gewisse  Aua^ 
dehnung  bestehen  bleiben  und  das  Quecksilber  sich  nicht 
an  dem  Glas  zurückziehen.  Auf' die  Schhtßfolgeraüg,  durch' 
piche  sich  dies  ans  der  Formel  (9)  ableiten  läßt,  können  wi 
hier  nicht  cingeheOj  und  wir  bemerken  nur  noch,  daß  in  all 
Füllen»  in  denen  sich  ein  fester  Körper  und  eine  Flüssigkeit 
berühren  und  in  denen  nicht  eine  vollständige  Ausbreitung 
Btattßndet,  das  Gleichgewicht  dadurch  gekennzeichnet  wird,  daß 
die  freien  Oberflächen  unter  einem  bestimmten  ^  von  der  Bi 
Achatienheit  der  Körper  abhängenden  Winkel  [Randwinkd] 
linmenstoßen. 

Will    man    die  Gleichgewichtslagen  in   denjenigen   Fällei 
tintersuchen,  in  denen  auch  die  Schwerkraft  einen  merklichei 
KnitluB  hat«  so  muß  man  bedenken,   daß  außer  den  von  d 
Größe  der  Oberflävhen  abhängigen  Teilen  auch  noch  die  poten^ 
tielle  Energie  gegenüber  der  Schwerkraft  zur  gesamten  frei 
Energie  —  die  ein  Minimum  werden  muß  —  gehört, 

§  S86,  Steigen  und  Srnken  m  KaplUarTÖlireii.  fr«w  nm 
mm  <^fi»rökt9  \HQmnimkm  odsr  AkQ^iOorröfav)  tu  vertäükr 
aMhüV  ^^  ^^  wOmm  SM$  im  Wasatr  tmg^ißmekl  mni  sa 
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gesamte  freie  Energie  ein  Minimum  ist,  und  dabei  verdient  be- 
merkt zu  werden,  daß,  wenn  bereits  vorher  die  ganze  Innen- 
wand benetzt  ist,  sich  an  der  Berührungsfläche  des  Wassers 
ind  der  Röhrenwand  nichts  ändern  kann,  und  also  ebensowenig 
in  der  dieser  Berührungsfläche  entsprechenden  freien  Energie, 
anders  verhält  es  sich  mit  der  freien  Oberfläche  der  Flüssig- 
keit. Diese  besteht  nämlich  aus  dem  Meniskus  und  der  Ober- 
läche  der  darüber  liegenden  Wasserschicht;  da  nun  die  letztere 
beim  Steigen  des  Meniskus  verkleinert  wird,  so  werden  die 
Kiolekularkräfte  der  Flüssigkeit  fortwährend  bestrebt  sein,  ein 
weiteres  Steigen  derselben  zu  bewirken.  Die  Schwerkraft  ist  die 
Ursache^   daß  eine   bestimmte  Höhe  nicht  überschritten  wird. 

Denken  wir  uns  für  einen  Augenblick,  die  Mitte  des 
Ueniskus  liege  gleichhoch  mit  der  äußeren  Oberfläche  der 
Flüssigkeit  S,  und  bezeichnen  wir  für  diesen  Fall  die  ge- 
samte freie  Energie  mit  Ä.  Ist  dann  die  Flüssigkeit  auf  eine 
3öhe  h  emporgestiegen,  so  hat  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
im  2  7trh  abgenommen,  wenn  wir  nämlich  den  inneren  Radius 
ier  Röhre  mit  r  bezeichnen  und  uns  die  Oberfläche  der  äußeren 
[("lüssigkeit  so  ausgedehnt  vorstellen,  daß  sich  die  Höhe  der- 
jelben  nicht  merklich  ändert  Abgesehen  von  der  Schwerkraft 
lat  sich  also  die  freie  Energie  der  Flüssigkeit  um  2nrhH 
vermindert  Anderseits  hat  die  potentielle  Energie  gegenüber 
1er  Schwerkraft  um  einen  Betrag  zugenommen,  für  den  man 
\nr^h^8  findet  (vgl.  §  206),  wenn  man  das  spezifische  Ge- 
richt der  Flüssigkeit  mit  s  bezeichnet  und,  womit  man  bei 
mgen  Röhren  keinen  nennenswerten  Fehler  begeht,  das  Ge- 
richt der  Säule  und  die  Lage  des  Schwerpunktes  so  berechnet, 
ils  ob  sie  oben  durch  die  Ebene  mn  begrenzt  wäre. 

Da  nun  die  gesamte  freie  Energie 

A-  2nrhH+  \%r'^h^s 
st,  fragt  es  sich  nur,  für  welchen  Wert  von  h  dieser  Ausdruck 
nn  Minimum  ist.     Dieser  Wert,    die   wirkliche   Steighöhe,   ist 
§§  11  und  41) 

Ä  =  -?^ (10) 

Daß  wirklich  die  Steighöhe  dem  Radius  der  Röhre  umgekehrt 
yrqportional  ist,  ist  durch  die  Beobachtung  bestätigt  worden, 
klan  ersieht  zugleich  aus  der  Formel,  wie  man,  wenn  r  und  s 
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bekannt  sind,  aus  der  Steighohe  die  Kapillaritätskonstante  ab- 
leiten kann.  Soll  man  auf  diese  Weise  gute  Resultate  be- 
kommen, so  ist  es  nötig,  die  Flüssigkeit  erst  auf  eine  größere 
Höhe  in  der  Röhre  emporzusaugen,  um  die  Innenwand  gut  zu 
benetzen. 

Aus  der  Beobachtung  der  Steighöbe  ergibt  sich,  daß  die 
Konstante  H  für  Wasser  größer  ist  als  für  Alkohol.  Hieraus 
kann  man  die  folgende  Erscheinung  erklären.  Läßt  man  auf 
die  Mitte  einer  dilnnen  Wasserschicht  in  einer  Schale  einen 
Tropfen  Alkohol  fallen,  so  bewegt  sich  die  Flüssigkeit  sofort 
von  der  Mitte  nach  außen.  Dabei  wird  die  Oberfläche  der 
alkoholhaltigen  Flüssigkeit  in  der  Mitte  größer,  aber  die  daraus 
entstehende  Vergrößerung  der  freien  Energie  wird  übertroffen 
von  der  Verminderung,  welche  die  Folge  der  Zusammenziehung 
der  ringförmigen  Wasseroberfläche  ist.  Unter  günstigen  um- 
ständen wird  der  Boden  der  Schale  in  der  Mitte  vollständig 
trockengelegt. 

Man  kann  die  Schlußfolgerung,  welche  zu  der  Formel  (10) 
geführt  hat,  noch  etwas  anders  einkleiden.  Ist  nämlich  die 
freie  Energie  ein  Minimum  geworden,  so  wird  sie  sich  bei 
einer  weiteren  unendlich  kleinen  Verschiebung  nicht  ändern 
(§§  41  und  156).  Wir  wollen  annehmen,  die  Verschiebung 
bestehe  in  einem  Steigen  des  Meniskus  um  den  Abstand  ö. 
Dann  nimmt  dabei  die  eigene  freie  Energie  der  Flüssigkeit 
um  2nröH  ab.  Die  Energie  der  Lage  gegenüber  der  Schwer- 
kraft nimmt  dagegen  um  nr^h'Ss  zu,  wenn  man  mit  h'  die 
mittlere  Höhe  der  Punkte  des  Meniskus  bezeichnet  Man  kann 
sich  nämlich  vorstellen,  daß  das  keine  Ge- 
wicht nr^ös,  welches  über  den  ursprüng- 
lichen Stand  des  Meniskus  gekommen  ist, 
von  der  OberHäche  der  Flüssigkeit  S  an 
emporgehoben  worden  ist.  Indem  man  die 
beiden  gefundenen  Ausdrücke  einander gleich- 

setzt,   findet  man  wieder   die  Formel  (10), 

wenn  man,  was  bei  sehr  engen  Röhren  ge- 
Fig.  231.  stattet  ist,  h'  durch  die  Höhe  des  tiefsten 

Punktes  des  Meniskus  ersetzt. 
Die    letztere  Ableitung    der  Formel  gilt   auch,   wenn  die 
Röhre  nur  an  der  Stelle,  wo  sich  der  Meniskus 'befindet^  den 


/ 
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kleinen  Radius  r  (Fig.  281)  aber  weiter  unten  eine  beliebige 
größere  Weite  hat.  Sobald  die  Flüssigkeit  (z.  B.  durch  Saugen) 
d&n  engen  Teil  hc  erreicht  hat^  steigt  sie  ebenso  koch  als  in  einer 
Höhre,  die  überall  den  Durchmesser  von  bc  hat. 

Wir  wollen  nicht  ausführlich  über  Flüssigkeiten  sprechen, 
die  sich  nicht  über  die  Röhrenwand  ausbreiten.  Bei  diesen 
ist  in  engen  Röhren  der  Meniskus  ein  Kugelsegment,  dessen 
Form  durch  den  Randwinkel  bestimmt  wird.  Die  Theorie  lehrt 
femer,  daß,  wenn  der  Menisktcs  die  hohle  Seite  nach  oben  kehrt, 
die  Flüssigkeit  in  der  Kapillarröhre  höher  steht  als  außerhalb  der- 
selben. Das  Gegenteil  ist  der  Fall,  wenn  die  hohle  Seite  des  Menis^ 
kus  nach  unten  gekehrt  ist.  So  beobachtet  man  bei  Quecksilber  in 
einer  Kapillarröhre  eine  Depression. 

Der  Höhenunterschied  xunschen  dem  Meniskus  und  der  Ober- 
fläche der  äußeren  Flüssigkeit  ist  in  beiden  Fällen  dem  Radius  der 
Röhre  umgekehrt  proportional,  solange  man  es  mit  demselben  festen 
Stoff  und  derselben  Flüssigkeit  zu  tun  hat  und  man  sich  auf  sehr 
enge  Röhren  beschränkt 

Die  Erklärung  des  niedrigen  Standes  des  Quecksilbers  in 
einer  Kapillarröhre  liegt  auf  der  Hand.  Bei  dieser  Flüssigkeit 
überwiegen  die  eignen  anziehenden  Kräfte  gegenüber  den- 
jenigen, welche  von  einer  Glaswand  ausgehen;  sie  streben  die 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  so  klein  als  möglich  zu  machen 
und  also  den  dünnen  Quecksilberfaden  in  einer  Kapillarröhre 
ans  dieser  zurückzuziehen. 

Schließlich  bemerken  wir  noch,  daß  ähnliche  Höhen- 
diiferenzen  wie  zwischen  der  Flüssigkeit  in  der  Röhre  von 
Fig.  230  und  der  Oberfläche  S  auch  bei  U-formigen  Röhren 
bestehen,  deren  Schenkel  verschiedene  Durchmesser  haben. 
Quecksilber  steht  im  engen  Schenkel  am  tiefsten  und  Wasser, 
im  weiten. 

Auch  wenn  bereits  andere  Ursachen  eine  Höhendifi'erenz 
hervorbringen  haben,  üben  die  Molekularkräfte  immer  noch 
einen  Einfluß  aus.  Infolgedessen  steht  das  Quecksilber  in 
einem  Gefäßbarometer  etwas  tiefer  als  es  sonst  der  Fall  sein 
würde,  und  zwar  um  so  mehr,  je  enger  die  Röhre  ist.  Um 
diesem  Umstand  Rechnung  zu  tragen,  muß  man  beim  Ablesen  die 
Höhe  der  Spitze  des  Meniskus  bestimmen  und  bei  genauen 
Messungen  eine  Korrektion  anbringen. 
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Um  einigerinaBen  eine  Vorstellang  von  dem  Aiechanismus  der  be- 
sprochenen Erscheinangen  zu  geben,  betrachten  wir  noch  einmal  den  Fall, 
aof  den  sich  Fig.  280  bezieht,  jedoch  mit  der  Annahme,  daß  sich  die 
Flflssigkeit  nicht  über  die  Röhrenwand  ausbreitet  Wir  nehmen  an,  die 
Röhre  sei  am  unteren  Ende  durch  eine  horizontale  Ebene  ü  abgeschnitten. 
Wir  verlängern  den  in  der  Röhre  anwesenden  Flässigkeitszylinder  bis  an 
die  horizontale  Ebene  V  und  vergleichen  die  Flüssigkeitsmasse  abcdmi 
der  gleichbreiten  Säule  a'  b'  cf  d',  die  bis  zu  derselben  Tiefe  reicht.  Es 
ist  klar,  daß  auf  die  letztere  Säule  die  umgebende  Flüssigkeit  zwischen 
den  Ebenen  S  und  V  keine  Kraft  in  vertikaler  Richtung  ausübt;  sie 
wird  also  ganz  durch  die  Flüssigkeit  unterhalb   V  getragen. 

An  der  Fläche  c  d  sind  die  Umstände  dieselben  wie  an  e'  df.  Auf 
die  Säule  ab  c  d  wird  also  durch  die  Flüssigkeit  unterhalb  Feine  Kraft 
gleich  dem  Gewicht  von  a'  b'  cf  d'  nach  oben  ausgeübt  Mit  dem  Ge- 
wichtsüberschuß von  a  b  c  d  müssen  die  Kräfte  im  Gleichgewicht  sein, 
mit  denen  die  Röhrenwand  und  die  umgebende  Flüssigkeit  zwischen 
{7  und  F  auf  die  Säule  wirken.  Sind  diese  Kräfte,  positiv  gerechnet, 
wenn  sie  nach  oben  gerichtet  sind,  Ki  und  E^,  ist  ferner  h  die  mittlere 
Steighöhe,  a  die  Fläche  des  Querschnitts  der  Röhre,  und  8  das  spezifische 
Gewicht,  so  ist  die  Gleichgewichtsbedingung 

ÄCT5   =   Äi  +  Äj (11) 

Die  Kraft  Ki  ist  aus  den  vertikalen  Komponenten  aller  Kräfte  zu. 
sammengesetzt,  mit  denen  die  Röbrenwand  auf  die  in  a  b  cd  liegenden 
Flüssigkeitsteilchen  wirkten.  Da  jedoch  Moleküle  wie  f  und  g  durch  die 
Wand  in  horizontaler  Richtung  angezogen  werden,  braucht  man  nur  auf 
Teilchen  wie  h  zu  achten,  die  in  der  unmittelbaren  Nähe  des  inneren 
Umfanges  des  unteren  Endes  liegen.  Es  ist  nicht  schwer  einzusehen,  daß 
die  Kraft  Ki  wirklich  nach  oben  gerichtet  ist,  und  daß  ihr  Wert  pro- 
portional der  Länge  L  des  soeben  genannten  Umfanges  ist,  so  daß  man 

Ä^i   —  n  L 
setzen  kann. 

Was  K^  betrifft,  so  bemerken  wir,  daß  der  Teil  kecd  der  be- 
trachteten Säule  durch  die  gleich  hoch  liegende  Flüssigkeit  zwischen 
ü  xxudi  F weder  nach  oben  noch  nach  unten  gezogen  werden  kann;  wir 
haben  es  also  nur  mit  den  Kräften  zu  tun,  mit  denen  die  um  den  Zylinder 
und  unterhalb  U  liegende  Flüssigkeit  auf  die  untersten  Teilchen  von 
a  h  k  e  wirkt  Die  Kraft  K^  ist  also  nach  unten  gerichtet  und  kann 
durch 

ausgedrückt  werden,  so  daß  aus  (11)  folgt 

0-  s 
Ist  der  Querschnitt  ein  Kreis  mit  dem  Radius  r,  so  wird  dies 
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§  287.  Xräfte,  die  auf  feste  Körper  wirken,  a)  Werden 
zwei  gat  gereinigte  Glasplatten  in  vertikaler  Stellung  in  ge- 
ringer Entfernung  voneinander  in  Walser  eingetaucht,  so  daß 
sie  daraus  hervorragen  und  die  Flüssigkeit  in  dem  Zwischen- 
raum wie  in  einer  Kapillarröhre  emporsteigt^  so  wird  die  eine 
Platte  nach  der  anderen  hingezogen.  Dies  hängt  damit  zu- 
sammen, daß  bei  einer  Annäherung  die  gesamte  Oberfläche 
der  ^Flüssigkeit  klmner  werden  kann,  so  daß  die  freie  Energie 
des  Systems  abnimmt. 

b)  Ein  dünnes  Metallplättchen  kann,  wenn  die  Oberfläche 
fettig  ist  und  also  nicht  durch  Wasser  benetzt  wird,  auf  dieser 
Flüssigkeit  schwimmen.  Man  kapn  dabei  bemerken,  daß  es 
etwas  einsinkt,  aber  die  Flüssigkeit  schließt  sich  nicht  über 
dem  Plättchen;  die  Oberfläche  läuft  von  dem  unteren  Rand 
des  Plättchens  schief  nach  außen  und  nach  oben.  Die  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  ist  jetzt  größer  als  wenn  sie  eine  durch- 
laufende horizontale  Ebene  geblieben  wäre  und  sie  würde 
kleiner  werden,  wenn  sich  das  Plättchen  etwas  nach  oben  be- 
wegte. Aus  den  molekularen  Wirkungen  muß  also  eine  Kraft  ent- 
springen, die  das  Plättchen  nach  oben  treibt  und  die  zusammen 
mit  dem  gewöhnlichen  hydrostatischen  Druck  gegen  die  Grund- 
fläche den  Körper  trägt. 

•  Wir  konstruieren  (in  Gedanken)  einen  geraden  Zylinder,  dessen 
obere  Grundfläche  gleichhoch  mit  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  außer- 
halb der  Einsenkung  liegt,  während  die  untere  Grundfläche  vollständig 
in  der  Flüssigkeit  liegt  und  der  Mantel  den  schwimmenden  Körper  in 
ziemlich  großem  Abstand  umringt.  Wendet  man  den  Satz  an,  daß  da» 
gesamte  Gewicht  von  allem,  was  in  diesem  Raum  liegt,  durch  die  Kräfte 
im  Gleichgewicht  gehalten  werden  muß,  mit  denen  die  umgebende 
Flüssigkeit  auf  diese  Stoff'masse  wirkt,  so  kann  man  beweisen,  daß  der 
Raum,  der  infolge  der  Anwesenheit  des  festen  Plättchens  nicht  mit 
Flüssigkeit  gefüllt  ist,  eine  Menge  derselben  enthalten  könnte,  die 
ebensoviel  wiegt  wie  der  schwimmende  Körper. 

Durch  eine  ähnliche  Schlußfolgerung  kann  man  die  scheinbare 
Gewichtsverminderung  eines  teilweise  untergetauchten  Körpers  finden, 
wenn  man  dabei  die  Hebung  oder  Senkung  der  Flüssigkeit  berücksichtigt^ 
die  an  der  Oberfläche  derselben  beobachtet  wird. 

§  288.  Zwei  einander  berührende  Flüssigkeiten.  Auch 
die  Moleküle  zweier  verschiedener  Flüssigkeiten  üben  eine 
Anziehung  aufeinander  aus,  und  wenn  diese  groß  genug  ist, 
so  bilden  sie,  miteinander  in  Berührung  gebracht,  ein  homogenes 
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Gemisch.  In  vielen  anderen  Fällen  ist  die  Anziehung  hierzu 
zu  klein  und  auch  nicht  groß  genug,  um,  wie  bei  Wasser  uBd 
Äther,  zu  bewirken,  daß  sich  die  eine  Flüssigkeit  in  der 
anderen  etwas  löst,  aber  doch  hinreichend,  um  zu  bewirken, 
daß  sich  die  eine  auf  der  anderen  zu  einer  d&nnen  Schiebt 
ausbreitet  (Öl  und  Wasser),  ebenso  wie  sich  Wasser  auf  einer 
reinen  Glasoberfläche  ausbreitet. 

§  289.  Einfluß  der  Krümmung  einer  Plüssigkeitsoberfläche 
auf  die  Dampüspannung.  Aus  dem  in  §  286  Besprochenen 
kann  durch  Anwendung  des  Prinzips^  daß  ein  sich  selbst  über- 
lassenes  System  einen  Gleichgewichtszustand  annimmt  (§  235) 
ein  interessanter  Schluß  gezogen  werden.  Wir  wollen  an- 
nehmen, ein  Gefäß  mit  Wasser  A  (Fig.  232),  in  welches  eine  enge 
Glasröhre  B  mit  dem  unteren  Ende  eingetaucht  ist,  sei  mit  einer 
Glocke  bedeckt,  die  im  übrigen  nur  Wasserdampf  enthält,  und 
das  ganze  System  werde  auf  konstanter  Temperatur  gehalten. 
In  der  Bohre  hat  dann  die  Flüssigkeit 
eine  gekrümmte,  nach  oben  konkave 
Oberfläche  C  und  einen  höheren  Stand 
als  in  dem  Gefäß.  In  den  Punkten  E 
und  C,  der  Mitte  des  Meniskus,  wird 
dann  der  Dampf  Spannungen  annehmen, 
die  ungleich  sind;  wenn  nämlich  die 
Spannung  p  m  E  die  Spannung  p'  in 
C  nicht  um  einen  Betrag  überträfe, 
der  dem  Gewicht  der  Dampfsäule  D  E 
entspricht,  so  würde  der  Dampf  im 
Fig.  232.  ganzen     nicht    im    Gleichgewicht    sein 

(§  204),  was  doch  der  Fall  sein  muß. 
Es  muß  aber  auch,  sowohl  in  E  als  auch  in  C,  Gleichgewicht 
sein  zwischen  dem  Dampf  und  der  Flüssigkeit.  Da  nun  die 
Wand  von  der  Mitte  des  Meniskus  zu  weit  entfernt  ist,  um 
hier  direkt  einen  Einfluß  auf  den  Austausch  von  Molekülen 
auszuüben,  liegt  es  nahe,  sich  vorzustellen,  daß  der  kleinere 
Wert  der  Gleichgewichtsspannung  in  G  der  Form  der  Oberfläche 
zuzuschreiben  ist.     So  kommen  wir  zu  dem  Schluß: 

Die  Gleichgewichtsspannung  oder  das  Maximum  der  Spannung 
ist  bei  einer  konkaven  Oberfläche  kleiner  als  'bei  einer  ebenen 
Oberfläche. 
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Wenn  man  eine  Röhre  betrachtet,  die  nicht  von  der 
Flüssigkeit  benetzt  wird,  so  findet  man  in  derselben  Weise, 
daß  die  OUwhgeunchtsapannung  bei  einer  konvexen  Oberfläche  größer 
ist  als  bei  einer  ebenen. 

Es  ist  leicht,  den  Wert  von  p—p  zu  berechnen.  Ist  der 
Radius   der  Röhre   r  cm,   so   ist  die  Steigröhre   des  Wassers 

ungefähr  — — cm.  Werden  nun  jt?  und  p' in  Zentimetern  Queck- 
silber ausgedrückt,  und  sind  S  und  s  die  spezifischen  Gewichte 
von  Quecksilber  und  Wasserdampf,  so  hat  man 

f  ,.      0,145  o 

Setzt  man  die  Dichte  des  Wasserdampfes  in  bezug  auf 
Luft  gleich  0,62,  so  findet  man 

_   0,00129x0,62;? 
*  ""        76  (1+  at)      ' 

also,  da  aS  =  13,6  ist, 

/,  11  X 10-8       1\ 

Für  100«  ist  jt?  =  76,  also: 

.        „ß            6X10-« 
p  =lb  —   — ^ . 

Die  Formel  gilt  nun  für  jede  kugelförmige  Oberfläche, 
wenn  man  für  r  den  Radius  derselben  nimmt,  der  im  Fall 
von  Fig.  232  gleich  dem  Radius  der  Röhre  ist.  Die  ent- 
sprechende Formel  für  eine  konvexe  Oberfläche  erhält  man 
dadurch,  daß  man  dem  letzten  Glied  das  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen gibt. 

§  290.  Überaättigte  Dämpfe.  Als  wir  in  §  235  eine 
Definition  der  Spannkraft  des  gesättigten  Dampfes  oder  des 
Maximums  der  Spannkraft  (§  272)  gaben,  nahmen  wir  still- 
schweigend an,  daß  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  eben  oder 
wenig  gekrümmt  sei.  In  diesem  Fall  beträgt  bei  100°  C.  das 
Maximum  der  Spannkraft  des  Wasserdampfes  76  cm  Queck- 
silber. Wir  wollen  uns  jetzt  vorstellen,  daß  man  Wasserdampf 
von  100°  noch  etwas  weiter  als  bis  zu  dieser  Spannung  zu- 
sammengedrückt habe,  daß  z.  B.  der  Druck  76,1  cm  betrage, 
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und  wir  wollen  annehmen,  daB  durch  irgendeine  Ursache  in 
diesem  Dampf  ein  Wasserkügelchen  von  0,00001  cm  Badios 
entstanden  sei.  Nach  dem  Gesagten  würde  die  Gleichgewichts- 
spannung  an  der  Oberfläche  dieses  Eügelchens  76,6  cm  be- 
tragen, und  da  dies  mehr  ist  als  die  Spannung,  die  der  Dampf 
wirklich  hat,  so  wird  das  Kügelchen  verdampfen.  Noch  kleinere 
Kügelchen  würden  dies  ebenfalls  tun.  Es  ist  aber  klar,  daß 
solche  kleine  Tröpfchen,  wenn  sie  sofort  wieder  verdampfen 
würden,  gar  nicht  entstehen.  Daher  tvird  die  Büdung  von 
Tröpfchen,  d.  h.  die  Bildung  eines  Nebels,  nicht  staU finden,  wem 
mich  der  Druck  des  Wasserdampfes  über  dem  gewöhnlichen  Maximum 
der  Spannkraft  liegt. 

Allerdings  wird  der  Dampf  unter  diesen  Umstanden 
kondensiert,  wenn  er  mit  einer  ebenen  oder  wenig  gebogenen 
Wasserfläche,  also  z.  B.  mit  einer  feuchten  Glasplatte  in  Be- 
rührung ist.  Auch  auf  einer  trockenen  Platte  kann  er  sich 
verdichten,  wobei  die  von  dem  Glas  ausgehenden  Anziehungs- 
kräfte wirksam  sind.  Auch  kleine  im  Dampf  schwebende 
Stäubchen  und  andere  Teilchen,  über  die  wir  später  sprechen 
werden,  können  die  Kerne  einer  Kondensation  werden.  Man 
hat  nachgewiesen,  daß  sich  der  Dampf  nicht  zu  einem  Nebel 
verdichtet,  wenn  die  Luft  frei  von  solchen  Kernen  ist  Wir 
bemerken  hierbei,  daß  der  Staub  zurückgehalten  wird,  wenn 
man  die  Luft  durch  einen  Pfropf  Watte  strömen  läßt. 

Ein  Dampf,  der  eine  größere  Spannung  hat  als  das  ge- 
wöhnliche Maximum,  wird  oft  übersättigt  genannt,  so  daß 
man  dann  von  ungesättigtem,  gesättigtem  und  übersättigtem 
Dampf  spricht.  Man  denke  aber  nicht,  daß  in  dem  Wesen 
des  übersättigten  Dampfes  etwas  Besonderes  ist,  wodurch 
er  sich  von  dem  gesättigten  oder  noch  mehr  verdünnten 
unterscheidet.  Ein  Unterschied  zwischen  diesen  Fällen  wird 
erst  beobachtet,  wenn  der  Dampf  mit  Flüssigkeit  in  Be- 
rührunpj  kommt. 

§  291.  Sie  de  verzag.  Aus  dem  Einfluß  der  Krüm/mung  auf 
die  Dampfspannung  kann  man  ferner  ableiten,  daß  ebenso  wie 
Tröpfchen  in  einer  Dampfmasse  auch  Dampfblasen  in  einer  Massig- 
keit nicht  leicht  entstehen.  Wir  wollen  z.  ß.  annehmen,  Wasser, 
welches  einem  Druck  von  76  cm  ausgesetzt  ist,  sei  auf  101^ 
erwärmt.     Die  Gleichgewichtsspannung  im  Falle  einer  ebenen 
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)berflache  würde  dann  78,8  cm  sein.  Aber  im  Inneren  eines 
)ampfblä8chens,  dessen  Radius  kleiner  als  2xlO~®  cm  ist, 
rorde  die  Gleichgewichtsspannong  kleiner  als  76  cm  sein.  Da 
Lun  der  Dampf  durch  den  äußeren  Druck  auf  die  Spannung 
'6  cm  zusammengedrückt  wird,  würde  er  sich  an  der  Wand 
les  Bläschens  verdichten.  Auch  kleinere  Bläschen  würden, 
^enn  sie  vorhanden  wären,  verschwinden  und  werden  daher 
)ffenbar  gar  nicht  entstehen. 

Es  können  sich  allerdings  Dampfblasen  an  den  Wänden 
les  Gefäßes  bilden,  ebenso  an  einem  in  das  Wasser  gelegten 
Uietalldraht  oder  an  Staubteilchen,  die  im  Wasser  schweben; 
auch  in  Luftblasen,  die  durch  das  Entweichen  der  gelösten 
Luft  entstehen,  kann  das  Wasser  verdampfen.  Sind  aber  solche 
^nstige  Umstände  nicht  vorhanden,  so  kann  man  die  Flüssig- 
keit, ohne  daß  sie  siedet,  über  den  gewöhnlichen  Siedepunkt 
3rhitzen,  bis  schließlich  die  Dampf  blasen  unter  heftigem  Stoßen 
entstehen. 

§  292.  Erstes  Erscheinen  einer  neuen  Phase.  Einige 
indere  Fälle  haben  mit  dem  soeben  besprochenen  große  Ähn- 
ichkeit.  Wasser  kann  z.  B.  sehr  gut  einige  Grad  unter  0^  ab- 
gekühlt werden,  ohne  daß  es  gefriert;  es  befindet  sich  dann, 
me  man  zu  sagen  pflegt,  im  Zustand  der  Unterkühlung  [Über- 
Schmelzung),  Es  kann  aber  bei  diesen  niedrigen  Tempera- 
turen nicht  in  Gegenwart  von  Eis  bestehen;  das  kleinste 
Stückchen  Eis,  welches  man  hineinwirft,  bewirkt,  daß  ein  Teil 
ier  Flüssigkeit  gefriert,  wobei  durch  die  freiwerdende  Wärme 
iie  Temperatur  genau  auf  0^  steigt,  die  einzige  Temperatur, 
3ei  welcher  (unter  dem  gewöhnlichen  Atmosphärendruck)  Eis 
md  Wasser  nebeneinander  existieren  können. 

Aus  diesem  und  ebenso  aus  den  vorhergehenden  Beispielen 
3rgibt  sich,  wie  das  erste  Erscheinen  einer  neuen  Phase  ganz  andere 
Umstände  erfordert  als  die  Zunahme  einer  bereits  vorhandenen 
Menge  derselben.  In  Wasser  von  -—5^  nimmt  ein  Stückchen 
Eis  sicher  zu,  aber  deshalb  entsteht  noch  kein  EiskristäUchen 
m  Wasser.  Welche  Bedingungen  für  das  letztere  nötig  sind, 
st  uns  nicht  ganz  bekannt;  man  hat  allerdings  gefunden,  daß 
nan  das  Wasser  am  besten  unter  0^  abkühlen  kann,  ohne  daß 
js  gefriert,  wenn  man  es  vor  plötzlichen  Bewegungen  be- 
«rahrt.    Bei  einer  Bewegung  kann  nämlich  die  Flüssigkeit  leicht 

Lorentz,  Lehrbuch  der  Physik.    I.  80 
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mit  Eis,   welches  sich   über   der  Oberfläche  des  Wassers  an 
der  Gefäßwand  gebildet  hat,  in  Berührung  kommen. 

Mit  dem  Wasser  unter  0^  kann  man  eine  sogenannte  über- 
sättigte Lösung  eines  festen  Stoffes  vergleichen^  d.  h.  eine  LösuDg, 
welche  stärker  ist  als  diejenige,  welche  mit  dem  festen  Stoß 
im  Gleichgewicht  sein  kann.  Zwischen  diesen  beiden  Lösungen 
und  einer  noch  mehr  verdünnten,  einer  ungesättigten ^  besteht, 
was  die  Lösung  an  sich  betriöt,  kein  wesentlicher  unterschied; 
sie  verhalten  sich  nur  verschieden,  wenn  sie  mit  dem  festen 
Körper  in  Berührung  kommen.  Die  kleinste  Menge  desselben 
hat  eine  Abscheidung  des  festen  Körpers  aus  einer  tibersättigten 
Lösung  zur  Folge. 

§  293.  Imbibition  und  Osmose.  Wir  wollen  nun  zum 
Schluß  einige  Eigenschaften  von  Lösungen  und  namentlich 
von  verdünnten  Lösungen  besprechen.  Um  die  in  vieler  Hin- 
sicht wichtigen  Resultate,  die  man  hierüber  erhalten  hat,  zu 
verstehen,  ist  es  nötig,  mit  einer  merkwürdigen  Eigenschaft 
gewisser  fester  Körper  bekannt  zu  sein.  Viele  derselben  sind 
porös,  d.  h,  mit  feinen  Kanälchen  versehen,  in  denen  sie  eine 
Flüssigkeit  aufsaugen  können.  Diese  Erscheinung  ist  eine  Folge 
der  Ausbreitung  der  Flüssigkeit  über  die  Wände  der  Poren 
und  mit  dem  Aufsteigen  in  Kapillarröhren  vergleichbar.  Aber 
auch  Körper  wie  Leim,  die  gar  keine  Poren  zeigen,  können 
Wasser  aufnehmen,  wobei  sie  oft  merklich  anschwellen;  die 
Wassermoleküle  finden  hier  Platz  zwischen  denen  des  festen 
Körpers  und  bilden  mit  diesen  einen  neuen  homogenen  Körper. 
Bei  dieser  Imbibition  können  auch  feste  Stofi'e,  die  im  Wasser 
gelöst  sind,  aufgenommen  werden. 

Wenn  nun  eine  feste  Wand,  die  das  Imbibitionsvermögen 
besitzt,  zwei  Flüssigkeiten  voneinander  trennt,  so  können  sich 
diese  durch  die  Wand  hindurch  miteinander  vermengen  (Oswosej. 
Dabei  werden  oft  die  verschiedenen  Bestandteile  in  sehr  un- 
gleichem Maße  durchgelassen.  Ein  Stück  Pergamentpapier 
z.  B.,  welches  an  der  einen  Seite  mit  reinem  Wasser  und  an  der 
anderen  mit  einer  Lösung  in  Berührung  ist,  läßt  einige  gelöste 
Stoffe  (Kristalloide),  z.  B.  Salze,  durch,  versperrt  dagegen  anderen 
[Kolloiden),  z.  B.  Eiweiß,  den  Durchgang  mehr  oder  weniger. 
Man  kann  hiervon  Gebrauch  machen,    um  die   ersteren  Sub- 
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inzen  von  den  letzteren  zu  trennen,  eine  Operation,  die  man 
j  DicUyse  bezeichnet. 

Auch  zwischen  den  Geschwindigkeiten,  mit  denen  ein  ge- 
)ter  Stoff  und  das  Lösungsmittel  selbst  durch  eine  Wand 
hen,  besteht  oft  ein  großer  Unterschied. 

§  294.  Osmotischer  Druck.  Wenn  dieser  Unterschied  so 
dt  geht,  daß  der  gelöste  Stoff  überhaupt  nicht  durchgelassen 
rd,  wollen  wir  von  einer  halbdurehlässigen  Wand  sprechen, 
m  hat  diese  u.  a.  dadurch  hergestellt,  daß  man  eine  poröse 
»nzelle,  die  durch  Entfernung  der  Luft  aus  den  Poren  gut 
t  Wasser  getränkt  war,  in  eine  Lösung  von  gelbem  Blut- 
igensalz  stellte,  während  sie  mit  einer  Lösung  von  Kupfer- 
Ifat  gefüllt  war.  Jedes  Kanälchen  wird  dann  durch  eine 
3ine  Zwischenwand  von  Ferrocyankupfer  abgeschlossen,  und 
3se  Wand  besitzt  die  genannte  Eigenschaft. 

In  die  Öffnung  der  so  zubereiteten  Tonzelle  wird  nun 
le  vertikale  und  am  oberen  Ende  offene  Glasröhre  wasser- 
3ht  befestigt,  so  daß  ein  hohes  Gefäß  entsteht,  von  dem  die 
mzelle  den  unteren  Teil  bildet.  Umgibt  man  dann  die  Ton- 
lle  mit  reinem  Wasser  und  füllt  man  sie  mit  irgendeiner 
>sung,  z.  B.  einer  Rohrzuckerlösung,  so  zeigt  sich,  daß  Wasser 
die  Tonzelle  eindringt,  während  der  Zucker  nicht  austreten 
nn.  Die  Flüssigkeit  steigt  nämlich  in  der  Röhre,  aber  da- 
rch  entsteht  eine  Druckerhöhung  in  dem  Gefäß,  die  nach 
liger  Zeit  mit  den  Kräften,  welche  das  Wasser  nach  innen 
iiben,  im  Gleichgewicht  ist. 

Die  Druckdifferenz,  die  schließlich  ztoischen  den  Flüssigkeiten 
f  beiden  Seiten  der  halbdurchlässigen  Wand  besteht,  nennt  man 
n,  „osmotischen  Druck''  der  Lösung, 

Wieviel  Wasser  nun  durch  die  Wand  hindurchgedrungen 
i,  hängt  von  den  Umständen  ab.  Hätte  man  die  Tonzelle, 
Lchdem  man  sie  mit  der  Zuckerlösung  gefällt  hatte,  oben  ge- 
hlossen,  so  würde  bereits  der  Durchgang  von  sehr  wenig 
asser  den  Druck  hinreichend  erhöht  haben,  um  ein  weiteres 
ndringen  zu  verhindern. 

Daß  auch  an  beiden  Seiten  von  halbdurchlässigen  Wänden 
iderer  Art  unter  denselben  Umständen  ein  Druckunterschied 
itsteht,  ist  zu  erwarten  und  auch  tatsächlich  beobachtet 
)rden.     Aus   dem  am   Anfang   von  §  235  Gesagten   kann   man 

30* 
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nun  ableiten,  daß  der  osmotische  Druck  unabhängig  von  den  be- 
sonderen Eigenschaften  der  hdlhdurchlässigen  Wand  ist,  die  man 
benutzt. 

Denkt  man  sich  nämlich  (Fig.  283)  eine  Eöhre  B,  deren 
Wand  ganz  undurchlässig  ist  und  die  durch  halbdurchlässige 
Platten  P  und  Q  von  verschiedene  Art  abgeschlossen  ist,  mit 
einer  Lösung  gefüllt  und  in  horizontaler  Lage  in  reines  Wasser 
eingetaucht^  so  sieht  man  leicht  ein,  daß,  wenn  der  osmotische 
R  Druck  für  die  Platte  P  nicht  ebenso- 

groß   wie    für    die    Platte    Q  wäre, 
kein  Gleichgewicht  entstehen  könnte. 


n 


Y\g,  233.  Würde  z.  B.  bei  P  eine  größere  Druck- 

diflFerenz  für  das  Gleichgewicht  erfor- 
dert als  bei  Q,  so  vrürde  die  Flüssigkeit  fortwährend  durch? 
nach  innen  und  durch  Q  nach  außen  strömen  und  außerhalh 
der  Röhre  wieder  nach  P  zurückkehren.  Da  jedoch  immer 
einige  Seibung  vorhanden  ist,  ist  dies  unmöglich. 

§  295.     Gesetz    von   van't  Hoff.     Bei     sehr    verdünnten 
Lösungen  wird  die  Größe  des  osmotischen  Druckes  durch  eine 
Regel  bestimmt,  die  man  van't  Hoff  zu  verdanken  hat    Um 
diese    zu   verstehen,    muß   man   sich  an  das  Avogadrosche 
Gesetz  (§  223)  erinnern,  nach  welchem  bei   einer  bestimmten 
Temperatur   durch  eine   gegebene  Anzahl  von  Gasmolekiilen, 
die  in  einem  bestimmten  Raum  enthalten  sind,  immer  derselbe 
Druck  ausgeübt  wird,    einerlei   mit  welchem  Gas    man    es  zu 
tun  hat.     Der  osmotische  Druck  einer  Lösung  ist  nun  gleich  dem 
Druck,  den  ein  Gas  hei  derselben  Temperatur  ausüben  loürde,  wenn 
es  in   der   Volumeinheit  soviel  Moleküle  enthielte  j    als  Moleküle  des 
gelösten  Stoffes  in  der  Volumeinheit  anwesend  sind. 

Man  hat  z.  B.  gefunden,  daß  der  osmotische  Druck  einer 
einprozentigen  Rohrzuckerlösung  bei  15^  C.  gleich  0,68  Atm. 
ist.  In  einem  Liter  dieser  Lösung  sind  10  g  Rohrzucker 
enthalten,  und  da  das  Molekulargewicht  des  Rohrzuckers  342 
ist,  so  würde  eine  Menge  Wasserstoff,  die  ebensoviel  Moleküle 
enthält,  10/171  g  betragen.  In  einen  Raum  von  1  Liter 
gebracht,  würde  diese  letztere  Gasmasse  bei  15^  C.  einen  Druck 
von  0,69  Atm.  ausüben. 

Wir  müssen  hierbei  bemerken,  daß  viele  Abweichungen 
vom  Gesetz  von  van't  Hoff  beobachtet  worden  sind;  wir  wollen 
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jedoch  in  den  zunächst  folgenden  Paragraphen  davon  ab- 
sehen. 

§  296.  Moleknlarbewegnng  eines  gelösten  Stoffes.  Wie 
st  die  merkwürdige  Gleichheit  zu  erklären,  welche  durch  das 
Besetz  von  van't  Hoff  ausgedrückt  wird?  Wir  wissen,  daß  der 
Druck  eines  Gases  durch  die  Stöße  der  Moleküle  hervor- 
gebracht wird  und  daß  das  Avogadrosche  Gesetz  seinen 
Grund  darin  hat,  daß  die  Moleküle  verschiedener  Gase  bei 
derselben  Temperatur  dieselbe  mittlere  kinetische  Energie  haben. 
Es  würde  nun  alles  begreiflich  sein,  wenn  angenommen  werden 
dürfte:  1.  daß  der  osmotische  Druck  durch  die  Stöße  der 
Teilchen  des  gelösten  Stoffes  gegen  die  halbdurchlässige  Wand 
erzeugt  wird,  2.  daß  die  Wirkung  dieser  Stöße  in  derselben 
Weise  wie  der  Druck  eines  Gases  durch  die  kinetische  Energie 
der  Moleküle  bestimmt  wird,  und  3.  daß  die  mittlere  kinetische 
Energie  eines  Moleküls  des  gelösten  Stoffes  ebensogroß  ist  wie 
die  eines  Gasmoleküls  bei  derselben  Temperatur. 

Es  gibt  vieles,  was  für  die  letztere  Annahme  spricht. 
Theoretische  Betrachtungen,  auf  die  wir  hier  nicht  eingehen 
können,  haben  zu  dem  ßesultat  geführt,  daß  die  mittlere 
kinetische  Energie  eines  Moleküls  in  dem  einen  Aggregat- 
zustand ebensogroß  ist  wie  in  dem  anderen,  wenn  sie  nur  bei 
derselben  Temperatur  verglichen  werden.  Obgleich  bei  diesen 
Betrachtungen  noch  Schwierigkeiten  bestehen  bleiben,  bilden 
sie  doch  eine  kräftige  Stütze  für  die  dritte  Hypothese,  wenn 
es  nötig  ist,  diese  zur  Erklärung  der  Größe  des  osmotischen 
Druckes  heranzuziehen. 

Daß  ferner  dieser  Druck  durch  die  Stöße  der  Teilchen 
des  gelösten  Stoffes  verursacht  wird,  kann  allerdings  schwer- 
lich im  allgemeinen  angenommen  werden,  würde  aber  doch 
für  eine  Wand  von  besonderer  Struktur  richtig  sein.  Man 
kann  sich  nämlich  eine  äußerst  dünne,  feste  Scheibe  denken 
mit  so  viel  Öffnungen  oder,  besser  gesagt,  mit  so  wenig  festem 
Stoff  dazwischen,  daß  sie  jedes  Wassermolekül  durchläßt,  aber 
den  Teilchen  des  gelösten  Stoffes  (sei  es,  daß  diese  zu  groß 
sind  oder  daß  die  Wand  sie  abstößt)  den  Durchgang  ver- 
sperrt. Gegen  eine  solche  Wand  würde  das  Wasser  über- 
haupt nicht  drücken.  Die  Teilchen  der  gelösten  Substanzen 
dagegen  würden  dagegen  stoßen,  und  man  kann  beweisen,  daß 
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sie  dadurch  einen  Druck  ausüben  würden,  der  in  derselben 
Weise  wie  die  Spannkraft  eines  Gases  von  der  kinetischen 
Energie  der  Moleküle  abhängt. 

In  wirklich  vorkommenden  Fällen  ist  vielleicht  der 
Mechanismus  ganz  anders.  Es  ist  möglich,  daß  die  gegen- 
seitige Anziehung  zwischen  den  Molekülen  des  Wassers  und 
des  gelösten  Stoflfes  die  Hauptrolle  spielt  Diese  kann  eines- 
teils die  Teilchen  des  gelösten  Stoflfes  aus  der  Grenzschicht 
nach  dem  Inneren  ziehen  und  sie  also  verhindern  an  die  feste 
Wand  zu  kommen ;  andererseits  kann  die  Anziehung  zur  Folge 
haben,  daß  das  Wasser,  angezogen  durch  den  gelösten  Stoff, 
so  lange  nach  der  Seite  getrieben  wird,  wo  sich  dieser  befindet, 
bis  eine  DruckdiflTerenz  von  bestimmter  Größe  entstanden  ist 
Unter  gewissen  vereinfachenden  Annahmen  kann  man  auch  jetzt 
alles  berechnen;  man  findet  dann  wieder,  daß  der  osmotische 
Druck  schließlich  durch  die  molekulare  Geschwindigkeit  des 
gelösten  Stoflfes  bestimmt  wird,  in  Übereinstimmung  mit  dem 
Satze  (§  294)  daß  die  Größe  des  osmotischen  Druckes  bei  jeder 
halbdurchlässigen  Wand  derselbe  ist. 

Alles  zusammengenommen  können  wir  wohl  in  dem  Ge- 
setz von  van' t  Hoff  eine  Bestätigung  der  Annahme  sehen,  daß 
die  mittlere  kifietiscJte  Energie  eipies  Teilchens  eines  gelösten  Stoffes 
ebe*isogroß  ist  tcie  die  eines  Gasmoteküls  bei  derselben  Temperatur, 
Auf  diese  Weise  wird  es  möglich,  für  jeden  gelösten  Stoff 
die  mittlere  Geschwindigkeit  der  Moleküle  zu  berechnen  und 
Erscheinungen   zu  studieren,   welche  damit  zusammenhängen. 
Als  Beispiel  derselben  nennen  wir  hier  die  Diffusion.    Ist  eine 
L&8img  an  der  einen  Stelle   mehr  konzentriert   als   an  der 
I        «Ol  ao  wird  die  molekulare  Bewegung  diese  Yerschieden- 
"^andiwiiiden  bringen;  dies  würde  sogar  sehr  schnell 
mm  nicht  die  Moleküle  des  gelösten  Stoffes  immer 
1  ein   Wassennolekül  aufgehalten   würden.     Die 
^windigkeit    hängt    von    den    molekularen    Ge- 
NH  nnd  der  Länge  des  Weges  ab.  den  ein  Molekül 
inn,  bevor  es  mit  einem  Wasserteilchen  zusammen- 
224);   ans   den  Beobachtungen   kann   man   eine 
«er  Länge  ableiten,   die  mit  dem.  was  wir  über 
nd  dea  Abstand  der  Moleküle  wissen  (§  2S2)  in 
Mü  EinHang  steht. 
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§  297.  Isotoniiohe  Lösungen.  Zwei  Lösungen  von  ver- 
schiedenen  Stoflfen,  die  bei  gleicher  Temperatur  denselben 
osmotischen  Druck  haben,  werden  isotonisch  genannt;  nach  dem 
G^etz  von  van' t  Hoff  enthalten  sie,  wenn  sie  hinreichend  ver- 
dünnt sind,  in  gleichen  Volumen  gleichviel  Moleküle  der  ge- 
lösten Stoffe. 

Um  diesen  Schluß  auf  seine  Richtigkeit  zu  prüfen,  ist  es 
'licht  nötig,  wirklich  osmotische  Drucke  zu  messen;  man  kann 
sich  eines  einfacheren  Hilfsmittels  bedienen. 

Wenn  eine  Lösung  eines  Stoffes  A  mit  reinem  Wasser, 
^on  dem  es  durch  eine  halbdurchlässige  Wand  getrennt  ist, 
^^^  Gleichgewicht  ist,  so  entsteht  auf  der  Seite  von  A  ein 
höherer  Druck  als  im  Wasser.  Lösen  wir  nun  in  dem  letzteren 
öine  sehr  kleine  Menge  eines  zweiten  Stoffes  B  auf,  so  kann 
natürlich  nicht  sofort  die  ganze  Druckdifferenz  verschwinden; 
sie  muß  also  noch  bestehen,  wenn  einer  Lösung  von  A  eine 
yiel  mehr  verdünnte  von  B  gegenübersteht.  Eine  Druckdifferenz 
^  umgekehrter  Richtung  wird  bestehen,  wenn  die  Lösung  von 
^  die  von  A  an  Stärke  sehr  übertrifft.  So  wird  es  begreiflich, 
^ß  Lösungen  von  A  und  B  von  solcher  Stärke  gefunden  werden 
^^nen,  daß  sie,  getrennt  durch  eine  halbdurchlässige  Membran, 
^^einander  im  Oleichgewicht  sein  können,  ohne  daß  eine  Druck- 
'^fferenx  besteht.     Derartige  Lösungen  sind  isotonisch. 

Um  dies  einzusehen,  denken  wir  uns 
^iii  Gefäß  (Fig.  234),  welches  durch  die 
^^hdurchlässigen  Scheidewände  P,  Q  und 
"^  in  drei  Abteilungen  geteilt  ist.  In  C 
^^findet  sich  Wasser,  in  A  eine  Lösung  der 
^Uhstanz  A  und  in  B  eine  Lösung  von  B, 
^chUeßlich  ist  alles  im  Gleichgewicht 
^§  235).  Nennen  wir  nun  die  Drucke  in 
^^n  drei  Abteilungen  j9^,  ;?j  unAp^,  so  sind 
^le  Differenzen  Pa~Pe  ^^^  Pb~Pc  ^^^  osmotischen  Drucke. 
■'^iese  sind  gleichgroß,  wenn  Pa=Pj,  ist,  womit  der  Satz  be- 
wiesen ist 

De  Vries  hat  sich  nach  diesem  Prinzip  isotonische 
■*^ösuiigeii  verschafft,  indem  er  von  dem  Umstand  Gebrauch 
r^^chte,  daß  die  Protoplasmaschicht,  die  sich  in  Pflanzenzellen 
^^erhalb  der  Cellulosewand  findet,  halbdurchlässig  ist.    Wird 


Fig.  234. 
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eine  solche  Zelle  in  eine  starke  Lösung  einer  Substanz  Ä  ge- 
legt, so  geht  Wasser  aus  dem  Zellinhalt  nach  außen;  die 
Protoplasmaschicht  zieht  sich  zusammen  und  trennt  sich  von 
der  Gellulosewand.  Ist  dagegen  die  äußere  Lösung  sehr  ver- 
dünnt, so  findet  das  umgekehrte  statt;  das  Protoplasma  wird 
gegen  die  Zellwand  gedrückt.  Dadurch,  daß  man  nun  mit 
Lösungen  von  immer  geringerer  Stärke  operierte  und  die- 
jenige aufsuchte,  bei  welcher  sich  zuerst  das  Protoplasma  nicht 
mehr  von  der  Wand  trennte,  fand  man  eine  Lösung  yon  i, 
die  isotonisch  mit  dem  Zellinhalt  ist.  Wurde  sodann  in  der- 
selben Weise  eine  Lösung  eines  zweiten  Stoffes  B  gesucht, 
welche  diese  Eigenschaft  hat,  so  mußte  diese  mit  der  soeben 
genannten  Lösung  von  A  isotonisch  sein.  Es  zeigte  sich  nun 
tatsächlich,  daß  derartige  Lösungen  von  Ä  und  B  in  der  Volum- 
einheit  gleichviel  Moleküle  des  gelösten  Stoffes  enthalten. 

§  298.  Dampfspannung  verdünnter  Lösungen.  Das  Prinzip, 
daß  ein  sich  selbst  überlassenes  System  einen  Gleichgewichts- 
zustand annimmt,  ermöglicht  es,  verschiedene  Eigenschaften 
verdünnter  Lösungen  mit  dem  osmotischen  Druck  in  Zu- 
sammenhang zu  bringen.  Zunächst  gelingt  dies  für  die  Dampf- 
spannung. 

Es  sei  nämlich  B  (Fig.  235)  eine  (nicht  kapillare)  vertikal.^ 
Glasröhre,  die  am  unteren  Ende  durch  eine  halbdurchlässige  Platte 
W  geschlossen  ist  und  in  einem  Gefäß  i 
steht,  welches  bis  zur  Höhe  E  mit  Wasser 
gefüllt  ist  In  der  Röhre  befinde  sich 
eine  Lösung^  und  das  Ganze  sei  mit  einer 
Glasglocke,  die  sonst  nur  Wasserdampf 
enthält,  bedeckt.  Wir  wollen  nämlich 
annehmen,  daß  der  gelöste  Stoff  nickt 
mit  verdampft,  Soll  nun  Gleichgewicht 
bestehen,  so  muß  die  Oberfläche  der 
Flüssigkeit  C  in  der  Röhre  höher  liegen 
als  die  Oberfläche  E  in  dem  Gefäß,  und 
die  Spannung  des  Dampfes  muß  wegen 
der  Wirkung  der  Schwerkraft  in  E  größer 
sein  als  in  C,  wo  sie  denselben  Wert 
hat  wie  auf  der  gleichen  Höhe  D  außerhalb  der  Röhre. 
Femer   muß   sowohl   in   E  als  in   C  der   Dampf  im   Gleich- 
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Fig.  235. 
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gewicht  mit  der  Flüssigkeit  sein.  Man  sieht  also,  daß,  wie  wir 
bereits  in  §  272  aus  einer  anderen  Betrachtung  abgeleitet 
haben,  die  Oleichgeiüichtsspannung  (das  Maximum  der  Spannkraft) 
für  die  Lösung  kleiner  ist  als  für  das  Wasser. 

Wieviel  der  Unterschied  beträgt,  lehrt  eine  einfache  Be- 
rechnung. Es  sei  nämlich  h  die  Höhe  D  E,  h'  die  Tiefe  der 
Platte  W  unter  E,  s  das  spezifische  Gewicht  des  Wassers,  «' 
das  mittlere  spezifische  Gewicht  der  über  W  stehenden  Flüssig- 
keitssäule, und  endlich  o*  das  mittlere  spezifische  Gewicht  der 
Dampfsäule  DE.  Dann  ist  die  Druckdifi;erenz  zwischen  den 
beiden  Seitenflächen  von  TT,  d.  h.  der  osmotische  Druck 

P=.[h  +  h')s'  ^h's^ha 

und  der  Unterschied  zwischen  den  Dampfspannungen  in  E  und  G 

7t  =^  h  (F  , 

Man  kann  nun  h'  so  klein  machen  als  man  will.  Geht 
man  zur  Grenze  über,  wobei  ä'  =  0  ist,  so  wird 

P=h{s'  -&), 
also 

7i:P=(t:{s'  -a) (12) 

Hat  man  es  mit  sehr  verdünnten  Lösungen  zu  tun,  so  kann 
man  die  Dichte  s'  der  Lösung  durch  die  des  reinen  Wassers 
ersetzen  und  unter  (t  die  Dichte  verstehen,  die  der  Wasserdampf 
in  E  hat,  also  die  Dichte  des  gesättigten  Dampfes  von  reinem 
Wasser.  Außerdem  kann  man  im  letzten  Glied  a  gegenüber 
der  viel  größeren  Dichte  s'  weglassen.    Man  findet  also 

^  =  ^P •     .     (13) 

Da  nun  für  jede  Lösung  der  osmotische  Druck  P  mit 
Hilfe  des  Gesetzes  von  van't  Hoff  berechnet  werden  kann, 
so  kann  man  auch  die  Dampfspanmmgsvermindenmg  %  theore- 
tisch bestimmen.  Die  in  dieser  Weise  gefundenen  Resultate 
sind  in  vielen  Fällen  in  befriedigender  Übereinstimmung  mit 
den  Beobachtungen. 

Die  Formel  (13)  kann  noch  in  einer  anderen  einfachen 
Gestalt  geschrieben  werden.  Ist  nämlich  v  die  Anzahl  der 
Moleküle  in  der  Volumeinheit  gesättigten  Dampfes,  N  die  An- 
zahl   dieser   Moleküle,    welche    zusammen   eine   Volumeinheit 
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Wasser  bilden  können,  und  endlich  n  die  Anzahl  der  Moleküle 
des  gelösten  StoflFes  in  der  Volumeinheit  der  Lösung,  so  ist 

während,  wenn  man  von  den  Abweichungen  des  Wasserdampfes 
vom  Boyleschen  Gresetz  absieht  und  das  Gesetz  von  van't  Hoff 
anwendet,  die  Dampfspannung  p  der  Proportion 

P:p  ^  n:v 
genügt. 

Die  Gleichung  (18)  geht  jetzt  über  in 

^  =  ^p (14) 

Wieviel  die  Dampfspannung  durch  die  Anwesenheit  des  ge- 
lösten Stoffes  abnimmt  y  hängt  also  nur  von  der  Anzahl  der  Mole- 
küle ab.    Isotonische  Lösungen  haben  auch  gleiche  Dampfspannung. 

Es  verdient  bemerkt  za  werden,  daß  das  gefundene  Kesultat  auch 
gilt,  wenn  bei  der  Verdichtung  von  Wasserdampf  Moleküle  sich  zu 
größeren  Gruppen  vereinigen  und  folglich  in  der  Flüssigkeit  größere 
Moleküle  vorkommen  als  im  Dampf.  Unter  der  Zahl  N  wird  nämlich 
in  der  Ableitung  nicht  die  Anzahl  der  Flüssigkeitsmoleküle  verstanden, 
sondern  die  Anzahl  der  Dampfmoleküle,  die,  einerlei  wie  sie  miteinander 
verbunden  sind,  eine  Volumeinheit  Wasser  liefern. 

§  299.  Gefrierpunkt  verdünnter  Lösungen.  Man  hat  gefunden, 
daß  eine  Lösung  einen  niedrigeren  Gefrierpunkt  hat  als  das  reine 
Losungsmittel,  und  auch  fiir  diese  Erscheinung  kann  man  aus 
der  Theorie  des  osmotischen  Druckes  ein  Gesetz  ableiten,  wenn 
man  annimmt,  daß,  was  oft  der  Fall  ist,  der  feste  StoflF,  welcher 
aus  der  Lösung  entsteht,  vollkommen  frei  von  dem  gelösten 
Stoff  ist 

Angenommen,   die  Lösnng   enthalte   pro  Kubikzentimeter 
QnuDim  des  gelösten  Stoffes,  als   durch  das  e-fache  des 
Uigewichtes  ausgedrückt  wird,  oder,  wie  man  zu  sagen 
&Ntfnm-Moleküle.     Für  diesen  Fall  hat  man  für  die 
Ulg  des  Gefrierpunktes  gefanden 

^=l,97^'c (15) 

r  Formel   bedeutet  T  den   Gefrierpunkt    des    reinen 
nitlels   (absolute   Temperatur),    r  das  Volum  von  1  g 

mgBmitAds  in  Kubikzentimetern,   und  r  die  Schmelz- 

ir  1  g  in  Kalorien  ausgedrückt 
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Für  Wasser  ist  i;  =  1,  r  =  79.  Hat  man  es  femer  mit 
einer  yerdünnten  Lösnng  zu  tun,  die  auf  100  g  Wasser,  also 
in  100  ebcm,  c  Gramm -Moleküle  des  gelösten  Stoffes  enthält, 
so  ist  c  =  0,01  c',  und  also  nach  (15) 

!?•  =  18,5  c'. 

Den  Koeffizienten  18,5  nennt  man  die  molekiUare  Oefrterpimkts- 
emiedrigung. 

Es  verdient  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  daß  nach 
der  mitgeteilten  Formel  die  OefrierpimJctserniedrigung  nur  von 
der  Anzahl  der  Moleküle  des  gelösten  Stoffes  abhängt,  und  daß  also 
isotonische  Lösungen  denselben  Gefrierpunkt  haben.  Wie  man  durch 
Messung  der  Gefrierpunktserniedrigung  mit  Hilfe  von  (15)  e 
ermitteln  und  also,  wenn  man  die  Konzentration  kennt,  das 
Molekulargeiüicht  des  gelösten  Stoffes  bestimmen  kann,  bedarf  keiner 
weiteren  Erläuterung. 

Auch  für  andere  Lösungsmittel  als  Wasser  gilt  die 
Formel  (15).  Durch  einen  gelösten  Stoff  wird  der  Schmelz- 
punkt immer  erniedrigt,  einerlei  ob  sich  das  Lösungsmittel 
beim  Erstarren  zusammenzieht  oder  ausdehnt. 

Es  sei  (Fig.  236)  R  eine  ringförmige  Röhre  von  überall  gleichem 
Querschnitt,  die  mit  ihrer  Ebene  vertikal  steht  und  in  der  sich  bei  A 
eine    halbdurchlässige    Scheidewand    und  .^f^f^^^^^^^^^ 

von  B  bis  G  ein  Stück  Eis  befindet.    Der  ^  /^^^       ^^^^^ 

Baum  zwischen  A  und  B  sei  mit  einer 
Lösung,  der  zwischen  JL  und  (7  mit  reinem 
Wasser  gefüllt.  Wir  nehmen  an,  daß  die 
Scheidewand  an  der  Röhrenwand  befestigt 
ist,  daß  sich  dagegen  das  Stück  Eis  be- 
wegen kann.  Dies  wird  durch  die  An- 
wesenheit der  Flüssigkeit  in  dem  übrigen 
Teil  der  Röhre  nicht  verhindert,  da  die  ""'a'h 
Wand  A  das  Wasser  durchlassen   kann.  Pig^  236. 

Wir   halten   nun   dieses  System    auf  der 

konstanten  Temperatur  T  (natürlicli  in  der  Nähe  des  gewöhnlichen 
Gefrierpunktes)  und  beweisen  zunächst,  daß  bei  einer  bestimmten  Lage 
des  Stückes  Eis  mechanisches  Gleichgewicht  möglich  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  mit  s  das  spezifische  Gewicht 
des  Wassers,  mit  s'  das  mittlere  spezifische  Gewicht  der  Lösung  zwischen 
A  und  B^  mit  o-  das  spezifische  Gewicht  des  Eises  und  endlich  mit  ä«, 
Äft  und  Äc  die  vertikalen  Höhen  der  Mittelpunkte  der  sehr  kleinen  Ebene 
A,  B  und  G  über  dem  tiefsten  Punkt  der  Röhre.    Ist  nun  noch  p  der 
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Druck  in  der  Losung  bei  By  P  der   osmotische  Druck,   so  ist  —  wenn 
Gleichgewicht  besteht  —  der  Druck  an  der  oberen  Seite  von  A 

p  -hihb-  ha)8', 

der  an  der  unteren  Seite  von  Ä 

und  der  im  Punkt  C 

JP  +  (Ä.  -  hc)s  +  (Ä6  ~  h^8'-  P. 
Der  Druck  in  C  übertrifft  den  in  B  also  um  den  Betrag 

(Ä.-ÄJs  +  (Ä6-Äa)5'-P, 
und  wir  müssen  untersuchen,  wann  diese  Druckdifferenz  mit  dem  Gewicht 
des  Eises  im  Gleichgewicht  ist 

Am  einfachsten  ist  es,  zu  bedenken,  daß  das  Stück  Eis  in  jeder 
Lage  im  Gleichgewicht  sein  würde,  wenn  die  Scheidewand  A  nicht  da 
wäre  und  der  ganze  Raum  unter  dem  Eis  mit  einer  Flüssigkeit  gefallt 
wäre,  die  ebenso  schwer  ist  wie  Eis,  deren  spezifisches  Gewicht  also  (r 
ist.    Dann  würde  die  Druckdifferenz  zwischen  C  und  B  sein 

(hb—hc)  (T . 
Die  Gleichgewichtsbedingung  ist  daher 

(Äa-Äe)S+(Ä6--ÄJ«'--P=(Ä6— Äc)<r (16) 

Das  zweite  Glied  kann  man  sehr  klein  machen,  wenn  man  A  dicht 

bei  B  anbringt.  Dann  kann  man  in  diesem  Glied  s'  durch  8  ersetzen,  so  daß 

(h,-hc)(s^(T)^P (17) 

wird.  Da  nun  «—er  positiv  ist,  ist  wirklich  ein  Gleichgewicht  möglich, 
wobei  der  Punkt  B,  wie  es  die  Figur  angibt,  höher  als  C  liegt 

Wir  wollen  nun  annehmen,  daß  der  in  B  bestehende  Druck  p 
gerade  der  ist,  welcher  bei  der  gewählten  Temperatur  T  für  das  mole- 
kulare Gleichgewicht  zwischen  der  Lösung  und  dem  Eis  nötig  ist  Wird 
dann  der  Druck  in  (7,  der  den  Wert 

P  +  (Ä6-Äe)  (T (18) 

hat,  auch  hinreichend  sein,  um  hier  bei  derselben  Temperatur  Gleich- 
gewicht herzustellen ,  mit  anderen  Worten ,  wird  die  Temperatur  T  der 
Gefrierpunkt  des  Wassers  unter  dem  Druck  (18)  sein? 

Wäre  T  höher  als  dieser  Gefrierpunkt,  so  würde  in  C  etwas  Eis 
schmelzen;  da  dies  von  einer  Volum  Verminderung  begleitet  ist,  würde 
der  Druck  kleiner  werden  und  diese  Druckverminderung  würde  sich 
überall  in  dem  Teil  GAB  der  Röhre  bemerklich  machen.  Dann  würde 
also  in  B  der  Schmelzpunkt  höher  werden,  als  die  wirklich  bestehende 
Temperatur;  hier  würde  also  etwas  Wasser  gefrieren.  Aber  auch  das 
Gleichgewicht  des  Stückes  Eis  würde  gestört  werden.  Der  Punkt  C 
würde  nämlich  höher  kommen  und  der  Punkt  B  tiefer;  die  Differenz 
hb — hc  würde  also  kleiner  werden.     Daher  würde 

(Ä,-Äe)(5-(r)<P. 
und  das  erste  Glied  der  Gleichung  (16)  kleiner   als  das  zweite  werden. 
Die  Druckdifferenz  zwischen  (7  und  ß  würde  kleiner  werden  als  für  das 
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Grleichgewicht  des  Eises  nötig  ist;  dieses  würde  also  nach  rechts  gehen. 
£s  ist  nun  nicht  schwer  einzusehen,  daß,  wenn  nicht  gleichzeitig  in  jeder 
Binsicht  Gleichgewicht  bestehen  kann,  die  angedeuteten  Veränderungen 
niemals  aufhören  würden.  Fortwährend  würde  sich  das  Eis  nach  rechts 
verschieben,  während  es  in  C  abschmelzen  und  in  B  neues  Eis  aus 
^Wasser  entstehen  wurde,  welches  durch  A  hin  zuströmte.  Diese  anhaltende 
Bewegung  ist  nun  (§  236)  unmöglich,  und  da  das  entgegengesetzte  eben- 
falls unmöglich  ist,  so  schließen  wir,  daß  unter  dem  Druck  (18)  auch  in 
G  Gleichgewicht  besteht. 

Für  diesen  Druck  können  wir  nach  (17)  schreiben 

p  +  -^—  P 

und  wir  können  also  schließen: 

Wenn  T  der  Gefrierpunkt  einer  Lösung  unter  dem  Druck  p  ist,  so 
ist  diese  Temperatur  auch  der  Gefrierpunkt  von  reinem  Wasser  unter 
dem  größeren  Druck  p  +  P  aKs  —  a).  Der  Gefrierpunkt  des  Wassers  unter 
dem  Druck/?  würde  höher  sein,  etwa  T  +  &\  und  zwar  ist  nach  der 
Formel  (6)  von  §  276 

Er        '  8—a 

Um  soviel  ist  bei  demselben  Druck  p  der  Gefrierpunkt  einer  Lösung 
niedriger  als  der  des  Wassers.  Ist  die  Lösung  sehr  verdünnt,  so  ist  S- 
viel  kleiner  als  T  und  kann  man  im  zweiten  Glied  unter  T  den  Gefrier- 
punkt von  reinem  Wasser  verstehen  (der  eigentlich  T  +  -&  ist).    Femer  ist 

s  :  (T  =  «^i  :  t7j  ; 
man  kann  also  für  die  Gleichung  schreiben. 

^  =  Z^  P. 
Er 

Wird  nun  die  Stärke  der  Lösung  in  der  am  Anfang  dieses  Para- 
graphen angegebenen  Weise  durch  die  Zahl  c  bestimmt,  so  ist  P  gleich 
dem  Druck,  ausgeübt  durch  2  c  Gramm  Wasserstoff  in  1  cbcm,  also 
=  8,29  X  lO'cTDyn  pro  qcm,  wodurch  man  zur  Formel  (15)  kommt. 

§  300.  Abweichungen  vom  Gesetz  von  van*t  Hoff.  Ebenso 
wie  wir  im  Vorhergehenden  erst  die  Dampfspannungsver- 
minderung und  dann  die  Gefrierpunktsemiedrigung  mit  dem 
osmotischen  Druck  in  Zusammenhang  gebracht  haben,  kann 
man  auch  direkt  aus  thermodynamischen  Betrachtungen  eine 
Beziehung  zwischen  der  Dampfspannung  und  dem  Gefrier- 
punkt einer  Lösung  ableiten.  Die  Beobachtungen  haben  nie- 
mals zur  Kenntnis  eines  Falles  geführt ,  in  welchem  sich  diese 
Schlußfolgerungen  nicht  bestätigt  finden.  Man  hat  allerdings  ge- 
funden, daß  viele  gelöste  StoflFe  eine  größere  Dampfspannungs- 
verminderung bewirken  als  der  Formel  (14)  (§  298)  entspricht, 
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aber  diese  StoflFe  geben  dann  auch  zu  einer  Gefrierpunkts- 
erniedrigung Veranlassung,  die  größer  ist  als  die  durch  (15) 
bestimmte,  und  es  besteht  auch  wohl  kein  Zweifel,  daß  sie 
einen  osmotischen  Druck  verursachen,  der  größer  ist  als  er 
nach  dem  Gesetz  von  van'tHoff  sein  muß. 

Es  sind  die  Salxe  und  Körper,  die  mit  ihnen  in  den  chemischen 
Eigenschaften  mehr  oder  weniger  übereinstimmen ,  bei  denen  diese 
Abweichungen  vorkommen ,  und  zwar  um  so  mehr,  je  mehr  die 
Losungen  verdünnt  sind.  Um  dies  zu  erklären,  hat  man  an- 
genommen, daß  die  Moleküle  dieser  Körper  unter  dem  Einfluß  des 
Wassers  dissoziiert  werden.  Man  hat  in  der  Tat  allen  Grand  zu 
der  Annahme,  daß  das  Gesetz  von  van't  Hoff  immer  gelten 
muß,  wenn  man  nur  unter  der  Anzahl  der  Moleküle,  von  der 
in  diesem  Gesetz  die  Rede  ist,  die  gesamte  Anzahl  von  Teilchen 
versteht,  aus  denen  der  gelöste  Stoflf  zusammengesetzt  ist  und 
die  sich  unabhängig  voneinander  im  Wasser  bewegen.  Wenn 
dies  so  ist,  so  muß  Spaltung  der  Moleküle  eines  Salzes  eine 
Erhöhung  des  osmotischen  Druckes  zur  Folge  haben ;  dies  ist 
dann  wegen  des  Zusammenhanges  zwischen  den  verschiedenen 
Erscheinungen  mit  einer  Vergrößerung  der  Dampfspannungs- 
verminderung  und    der  Gefrierpunktserniedrigung    verbunden. 

Bei  der  Besprechung  der  Zerlegung  durch  den  elektrischen 
Strom  werden  wir  auf  diese  Dissoziation  zurückkommen. 
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